Valoszintiségszamitas
4. feladatsor: fiiggetlenség, véletlen vdltozok

1. Legyen A 6nmagatol fiiggetlen esemény. Mutassuk meg, hogy P(A) = 0 vagy 1!

2. Valasszunk taldlomra az 1,2, ..., n szamok koziil agy, hogy mindegyiket 1/n valoszintséggel
valasztjuk. Jelolje A, azt az eseményt, hogy a valasztott szam p-vel oszthato.

(a) Igazoljuk, hogy ha p; és po relativ prim és pipa|n, akkor A, és A, fiiggetlenek.

e =] (1-1).

ahol p(n) az Euler—féle fiiggvény, azaz ¢(n) az n-nél kisebb n-hez relativ prim pozitiv egészek

(b) Igazoljuk, hogy

szama.

3. Legaldbb hany lottoszelvényt kell kitdlteni ahhoz, hogy egy sorsolasnal a telitalalat valoszi-
niisége legalabb 1/2 legyen? Legalabb hany hétig kell jatszani egyetlen szelvénnyel, hogy annak
a valoszintisége, hogy legalabb egyszer volt telitalalatunk legalabb 1/2 legyen?

4. Egy dobokockéval tizszer dobunk. Jelolje A azt az eseményt, hogy az els6 5 dobas sorén
nincs hatos, B pedig azt, hogy tiz dobas kozt nincs egyes. Mekkora az A és a B események
valoszintisége? Fliggetlenek-e A és B?

5. Egy dobokockaval n-szer dobunk. Jeldlje A azt az eseményt, hogy az els6 m dobés soran nincs
hatos, B pedig azt, hogy az n dobas kozt nincs egyes, m < n. Mekkora az A és a B események
valoszintisége? Igazoljuk, hogy P(AN B) < P(A)P(B).

6. Legyenek x € [0,1] és m,n € N. Bizonyitsuk be (lehetsleg valoszintségi gondolatmenettel),

hogy
l1-z")"+1->1-2)™">1.

7. Otoslotton egy szelvénnyel jatszva hatarozzuk meg a talalataink szaméanak eloszlasat!

8. Szaz alma koziil tiz férges. Véletleniil kivalasztunk 6t6t! Adjuk meg a férges almék szdmanak
eloszlasat!

9. Hatarozzuk meg az 6toslotton kihizott legnagyobb szém eloszlasét!

10. Egy csomag francia kartyat megkevertiink, majd egyesével kihtizzuk a lapokat. Adjuk meg
a masodik asz helyének eloszlasat?

11. Egy urndban 101 golyd van, koziiliik pontosan harom piros. A golyokat visszatevés nélkiil
egyesével kihuzzuk. Jelolje X a mésodik piros sorszamét. Adjuk meg X eloszlasat!

12. Maté nagymamaja meggylevest készit a vasarnapi ebédhez. Osszesen 5 szem szegfiisze-
get tesz a levesbe. A levest 4 egyforma adagra osztjik. Adjuk meg Maté levesében talalhato
szegfliszegek szaméanak eloszlasat, varhato értékét, és szorasat!



13. Mind a 4 péar kiilonb6z6 cipémet az elGszobaban levs beépitett szekrényben tartom. Az
el6szobaban kiégett a villany, igy sotétben keresgélve véletlenszertien kiveszek 4 cip6t. Jelolje X
a kivett Osszeill§ parok szamat! Adjuk meg X eloszlasat, varhato értékét és szorasat!

14. Vilasszunk az egységnégyzetben egy pontot véletlenszertien. Legyen X a pontnak a négyzet
hataratol vett tavolsaga. Adjuk meg X eloszlasfiiggvényét, varhatod értékét, szorasat!

15. Eldrejelzések alapjan a forint/eurd arfolyam 2021. 07. 31.-i eloszlasénak siirtiségfiiggvénye

(360 — x)?
F@) = "—5500"

Adjuk meg annak a valoszintiségét, hogy egy eurd 350 Ft-nal tobbe keriil. Adjuk meg a varhatd
értéket!

€ (330, 360).

16. Anna és Szabina minden szerdan fodraszhoz mennek. Anna 2 és 3 6ra kozott, Szabina pedig
2 és fél 3 kozott végez egy véletlenszerd idGpontban, egyméstol fiiggetleniil. Egymast megvarjék,
majd egyiitt indulnak haza. Jeldlje X azt az id6t amennyit a hamarabb végzd lany var a mésikral
Hatarozzuk meg X eloszlasat, varhato értékét és szorasat!

17. Eloszlasfiiggvények-e a kdvetkezs fliggvények?

(a) F(a:):{ 0, ha z <0,

X
T¥z° hax>0

—x

0, ha z <0,
(C)F(x)_{l—l_;_x ha z > 0.

18. Az alabbi szamsorozatok koziil melyek alkotnak valdszintségeloszlast?
(a) p¥¢® ahol p e (0,1),g=1—p, k=1,2,..;
1 _ :
(b) m7 k — 1’ 2, ey
(c) 3¥/kle™3 k=0,1,2,....

19. Strtségfliiggvény-e?

(a) f(z) = (Lo (z)sinz)/2;

(b) f(z) = 100)(56‘)96’2;

(¢) f(z)=1Ip0)(z z)Xe ™ ahol A > 0.
(@) f(z) = <<1+x>> L

20. Adjunk példat olyan F eloszlasfiiggvényre, mely tiszta ugréfiiggvény, és barmely a < b esetén
F(b) — F(a) > 0!

21. Egy varosban 200 taxi kozlekedik. Telefonon taxit rendeliink, és ha van szabad taxi, ak-
kor a kozpont a legkdzelebbit hozzank kiildi. Feltessziik, hogy a taxik egymastol fliggetleniil,
egyenletes eloszlas szerint helyezkednek el a varosban, és mindegyik egymastol fiiggetleniil 2/3
valoszintiséggel foglalt. Tovabba egy taxi helyzete a varoson beliil fliggetlen attol, hogy foglalt-e
vagy sem. Mennyi annak a valészintisége, hogy a legkozelebbi szabad taxi 1 km-es korzetiink-
ben legyen (mely nem nyulik ki a varosbol), feltéve, hogy van szabad taxi? A varos teriilete
28, 26 km?.



