A sztochasztika alapjai
4. feladatsor: fiiggetlenség, véletlen vdltozdk

1. Legyen A 6nmagatol fiiggetlen esemény. Mutassuk meg, hogy P(A) = 0 vagy 1!

2. Francia kartyapaklibol véletlenszertien htizunk egy lapot. Jelolje D azt az eseményt, hogy
daméat huzunk, K pedig azt, hogy kért. Fiiggetlenek-e D és K7 (A francia kartyanal 52 lap van,
4 szin (kér, karo, pikk, treff), 13 figura (A, 2 - 10, J, D, K).)

3. Legaldbb hany lottoszelvényt kell kitdlteni ahhoz, hogy egy sorsolasnal a telitalalat valdszi-
niisége legalabb 1/2 legyen? Legalabb hany hétig kell jatszani egyetlen szelvénnyel, hogy annak
a valoszintisége, hogy legalabb egyszer volt telitalalatunk legalabb 1/2 legyen?

4. Egy dobodkockéval tizszer dobunk. Jeldlje A azt az eseményt, hogy az elsé 5 dobas soran
nincs hatos, B pedig azt, hogy tiz dobas kozt nincs egyes. Mekkora az A és a B események
valoszintisége? Fliggetlenek-e A és B?

5. Egy dobokockéval n-szer dobunk. Jelolje A azt az eseményt, hogy az elsé m dobés soran nincs
hatos, B pedig azt, hogy az n dobés kozt nincs egyes, m < n. Mekkora az A és a B események
valoszintisége? Igazoljuk, hogy P(AN B) < P(A)P(B).

6. A sztochasztika tanszék egyik oktatdja az oéra soran elhasznalt kréték kis darabjait 1 méter
tavolsagbol a szemetesbe dobja. A dobasok egymastol fiiggetleniil 95% eséllyel talalnak. Ha
egy gyakorlat alatt pontosan 6-szor probélkozik, mennyi a valdszintisége, hogy mindig talal?
Héanyadik gyakorlaton lesz el6szor 0.5-nél nagyobb annak a valoszintsége, hogy (az Osszes eddigi
dobasa koziil) legalabb egyszer nem talal?

7. Valasszunk talalomra az 1,2, ...,n szamok kozil ugy, hogy mindegyiket 1/n valészintséggel
valasztjuk. Jeldlje A, azt az eseményt, hogy a valasztott szam p-vel oszthato.

(a) Igazoljuk, hogy ha p; és pp relativ prim és pipa|n, akkor A, és A, figgetlenek.

w(n)ZnH(l—D,

ahol ¢(n) az Euler—féle fiiggvény, azaz ¢(n) az n-nél kisebb n-hez relativ prim pozitiv egészek
szama.

(b) Igazoljuk, hogy

8. A szultédn birodalmanak mind az 1024 matematikuséat borténbe zaratta. Mindegyikiik csak a
sajat réztalléros érméjét tarthatta meg. A matematikusok tudjak, hanyan vannak, de semmiféle
modon nem képesek kommunikilni egymaéssal. A szultén a sziiletésnapjan nagy kegyesen a
kovetkez6 jatékot ajanlotta a matematikusoknak: az udvaron egyenként vagy 0-t, vagy l-et
mondanak. Ha a mondott szamok 6sszege 1, akkor szabadon bocsatja Sket. (A matematikusok
nem adhatnak jelet egymaésnak, nem tudjak, hogy Sket hanyadiknak vitték ki, vagy hogy az
elgttiik az udvaron 1évék mit csinaltak.) Mekkora eséllyel szabadulhatnak ki a matematikusok?



9. Egy fickban harom par kesztyl van Osszekeveredve: az egyik par fekete, a maésik sziirke, a
harmadik piros. (A harom pér keszty( csak a szinében kiilonboz8.) A fickbol egyesével elkezdjiik
kihtizni a kesztytiket tgy, hogy huzéas el6tt nem nézziik meg a kesztyt szinét, és a kihdzott
kesztytiket nem tessziik vissza a fiokba. Addig folytatjuk a huzast, amig lesz két azonos szind
kesztytink. Hatarozza meg annak a hat eseménynek a valészintiségét, hogy ehhez 1, 2, 3, 4, 5,
illetve 6 keszty( kihtzésara lesz sziikség, majd szamitsa ki a hiizasok szaméanak varhato értékét
és szorasat!

10. Egy embernek n egyforma kinézeti kulcsa van, melyek koziil pontosan egy nyitja az ajtot.
Emberiink véletleniil valasztva sorra probalja a kulcsokat addig, amig a jo kulcs el6 nem kertil.
Jelolje X a sziikséges probalkozasok szamat. Adjuk meg X eloszlasat, ha

(a) a kiprobalt rossz kulcsokat mindig félreteszi;

(b) a kiprobalt rossz kulcsokat sose teszi félre.

11. Egy szabalyos érmét feldobunk egymaés utan haromszor. Jelolje X a dobott fejek és a dobott
irasok szaméanak a kiilonbségét. Hatarozzuk meg X eloszlasat és eloszlasfiiggvényét (készitsiink
abrat is)! Mi a valoszintisége, hogy X a [—+/2, /2] intervallumba esik?

12. Egy hallgato 26 tétel koziil 16-ot jelesre tud, 8-at jora, 2-t viszont csak kozepesre. A vizs-
gatételek kivalasztasakor 26 tétel koziil haz 1-et. Adjuk meg a kapott jegy értékének eloszlasat,
varhato értékét és szorasat!

13. Otoslotton egy szelvénnyel jatszva hatarozzuk meg a talalataink szamanak eloszlasat!
14. Hatéarozzuk meg az 6toslotton kihuzott legnagyobb szam eloszlésat!

15. Szaz alma koziil tiz férges. Véletleniil kivalasztunk 6t6t! Adjuk meg a férges almék szamanak
eloszlasat!

16. Maté nagymamaja meggylevest készit a vasarnapi ebédhez. Osszesen 5 szem szegfiisze-
get tesz a levesbe. A levest 4 egyforma adagra osztjak. Adjuk meg Maté levesében talalhato
szegfiiszegek szaménak eloszlaséat, varhato értékét, és szérésat!

17. Mind a 4 péar kiilonb6z6 cipémet az elszobaban levd beépitett szekrényben tartom. Az
elgszobaban kiégett a villany, igy sotétben keresgélve véletlenszertien kiveszek 4 cip6t. Jelolje X
a kivett Osszeill§ parok szamat! Adjuk meg X eloszlasat, varhato értékét és szorasat!

18. Egy csomag francia kartyat megkevertiink, majd egyesével kihitizzuk a lapokat. Adjuk meg
a méasodik asz helyének eloszlasat?

19. Egy urnaban 101 goly6 van, koziiliik pontosan harom piros. A golyokat visszatevés nélkiil
egyesével kihuizzuk. Jelolje X a mésodik piros sorszamét. Adjuk meg X eloszlasat!

20. Bence addig rugdos egy labdéat egy 10 m hosszi és 5 m magas haznak, amig el nem talal egy
ablakot. A hazon két 2 m x 1,5 m-es ablak van. Jeldlje £ az els6 ablakot talalo rugas sorszamaét.
Adjuk meg & eloszlasat!



