A sztochasztika alapjai
MBNXK262

7. eléadas: Példak, linearis regresszid, nevezetes
eloszlasok

Kevei Péter

2022/23 tavasz



Kovariancia, korrelacio

Definicid

Az ¢ és n véletlen valtozok kovarianciaja
Cov(&,n) = E[(£ — E(£))(n — E(n))],

korrelacidja

_ Cov(¢,n)
P& = b




Kovariancia

Példa

Egy szabalyos dobdkockaval n-szer dobunk. Jeldlje ¢ a
hatosok, n egyesek szamét! Adjuk meg a varhat6 értéket,
szoérast, kovarianciat, korrelaciot!

Legyen /; = 1, ha az i-edik dobas hatos, kilénben 0, J; = 1, ha
az i-edik dobas egyes, kilénben 0, i = 1,2,..., n. Nyilvan

n n
fZZ/,' és T]:ZJ/.
i=1 i=1









Példa

3, kulsére egyforma érmével a fejdobas valészinlisége
1/4,2/4,3/4. Véletlenszerilien vélasztunk egy érmét, és azzal
kétszer dobunk. Legyen n a valasztott érmével dobva a fej
valészinlisége, ¢ a dobott fejek szama. Adjuk meg az egyttes
eloszlast!






Linearis regresszid

(&,m) véletlen vektorvaltozé. Az n valtozét tekintem fliggd
valtozénak, ennek az értékére szeretnék kdvetkeztetni a £
flggetlen valtozd értékébdl. Vagyis ismert £ esetén szeretném
megmondani 7-t. Keresslk azokat az a, b valés szamokat,
melyre a n — (a& + b) valtozd kicsi. A kicsiséget négyzetes
hibaban mérve, keressiik az

h(a,b) = E |(n - (a5 + b))?

flggvény minimumhelyét, azaz a legjobb a, b valasztast.



Linearis regresszid

E (1 (a + b)?] =



Linearis regresszid



BeszUro rendezés

Kapunk egy U = (a1, a», . . ., an) valés szamokbol &llé vektort.
Cél: U elemeinek sorbarendezése névekvod sorrendben, azaz

s s



BeszUro rendezés

A mar rendezett i elem k6zé a megfeleld helyre beszlrja az
aj+1 elemet. Ezt megcsindlja i = 1-t6l i = (n— 1)-ig.
Példa: U = (4,2,3,1).



Milyen gyors?

Legrosszabb eset:

Legjobb eset:



Atlagos eset

v

Az atlagos esetet egy véletlen bemeneten a
6sszehasonlitdsok szdmanak varhaté értéke adja.

TegyUk fel, hogy az U elemeinek n! lehetséges
permutacioja egyforman valészinii. Azaz

v

Q=1{1,2,...,n permutacioi},

A =22 P(A) = |A]/n!.
¢ : Q — R a szikséges 6sszehasonlitdsok szama
Keressik: E(¢) =7

v

v



Atlagos eset

n; az i-edik 1épésben végzett 6sszehasonlitasok szdmat.

E=m+m+...+1p_1.



Atlagos eset



Nevezetes eloszlasok: Bernoulli-eloszlas

¢ véletlen valtozd p paraméterl Bernoulli-eloszlasu,
& ~ Bernoulli(p), p € [0, 1], ha lehetséges értékei 0,1, és
P=1)=p=1-P((=0).



Nevezetes eloszlasok: Binomialis eloszlas

Az ¢ véletlen valtozo (n, p) paraméter( binomidlis eloszlasu,
¢ ~Bin(n,p), ne {1,2,...}, p € [0,1], ha lehetséges értékei
0,1,....n,ésP((=k)= (J)p*(1 —p)" K, k=0,1,....n



Binomialis eloszlas



Bernoulli és binomialis

Allitas

Legyenek Iy, . .., I, faggetlen, Bernoulli(p) eloszlasu véletlen
valtozok. Ekkor Y7, I; binomiélis eloszlasu (n, p)
paraméterekkel.



Nevezetes eloszlasok: Poisson-eloszlas

Az ¢ véletlen valtozd \ paraméter( Poisson-eloszlasu,

& ~ Poisson(A), A > 0, ha ¢ lehetséges értékei 0, 1,2, ..

N
Ple=k)=77¢" k=012...

., és



Poisson és binomialis

Poisson-eloszlas a binomialis eloszlas hatareloszlasaként all
elé. Legyen p = p, = \/n, valamely A > 0 szamra. Ha
&n ~ Bin(n, pp), akkor némi szamolas utan

Jm P(eo = k) = (1 )oi(1 - o)™



Ezek alapjan azt latjuk, hogy akkor Iép fel Poisson-eloszlas, ha
egy kis valészinliségli eseményt sokszor ,ismétellink”:

» téves telefonhivasok szama;
» autobalesetek szama;

v

nyomdahubak szadma egy oldalon;

v

féldrengések szama;

v

csillagok szama egy adott térrészben;
mazsolak szama a pudingban.

Az elsd példa Ladislaus Bortkiewicz (1868—1931) orosz
kbdzgazdasztol (statisztikus) szarmazik: halélos l6rugasok
szama egy év alatt a porosz hadseregben (20 évig figyelt 14
lovas ezredet). 1898: A kis szadmok térvénye
(Bortkiewicz-eloszlas).

v



Geometriai eloszlas

Az ¢ véletlen valtozd p paraméterli geometriai eloszlasd,
¢ ~ Geo(p), ha a lehetséges értékek 1,2,... és

PE=Kk=(1-p)f'p, k=1.2....



Tipikus példa: addig ismétliink egy kisérletet, amig a vizsgalt A
esemény be nem kévetkezik.

A geometriai eloszlas a diszkrét 6rokifju eloszlas, hiszen ha
k,¢ € N, akkor

P((> k+ )
P(¢ > k)

k+€

=——f—¥ P& > ).

P((>k+1E> k)=



Kupongyijtd probléma

Példa

Egy N kilénb6z6 elembdl allé sokasagbdl visszatevéses mintat
veszlnk. Jelblje S, azt a véletlen szamot, ahany elemet kellett
huznunk, hogy kapjunk r kiilbnbdz6 elemet. Hatarozzuk meg
S, varhato értékét, szérasat!



Kupongyijtd probléma

Legyen &k = Sk1 — Sk valtozét, Sy = 0.



