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Varhato érték

Definicio
Ha ¢ diszkrét véletlen valtozé xq, x», . . . lehetséges értékekkel,
akkor az ¢ varhato érteke

- 3 wpte =),

ha >, [xi|P(¢ = x;) < cc.



Huffman-kod

X ={xq,Xo,...,Xn} véges halmaz, a forrasabéce.
Kéd f : X — {véges 0-1 sorozatok }
Az f-hez tartozé lehetséges kddszavak f(xq), f(x2), ..., f(Xn).



Huffman-kod

X ={xq,Xo,...,Xn} véges halmaz, a forrasabéce.

Kéd f : X — {véges 0-1 sorozatok }

Az f-hez tartoz6 lehetséges kodszavak f(x1), f(X2), ..., f(Xn).
Az f kéd prefix, ha a lehetséges kddszavak kdzil egyik sem
folytatdsa a mésiknak. Jeldlje x € X esetén |f(x)| a kddszo
hosszat.



Példa

Legyen X = {a, b, c}, és legyen f;(a) =0, f;(b) = 01,

fi(c) = 011. Ekkor f; nem prefix kdd, de kdnnyen lathatd, hogy
egyeértelmien dekddolhaté. Az f,(a) = 01, f(b) = 00,

fa(c) = 1, kod prefix.



Legyen X egy véletlen beti, és eloszlasa P(X = xx) = px,
k=1,2,...,n. Tehat py a x betli gyakorisdga az adott
nyelvben.



Adott f kod esetén egy hosszu szévegben az egy karakterre
eso atlagos kédszbéhossz:



Feltehetd, hogy p1 > po > ... > pp. Ha az f prefix kdd
optimalis, akkor feltehetd, hogy teljesliinek a kévetkezok:

(i) Hosszabb kédhoz ritkabb betlk tartoznak, azaz

FOa)l < [fO)l < ... < |f(xn)]-



Feltehetd, hogy p1 > po > ... > pp. Ha az f prefix kdd
optimalis, akkor feltehetd, hogy teljesliinek a kévetkezok:

(i) Hosszabb kédhoz ritkabb betlk tartoznak, azaz

FOa)l < [fO)l < ... < |f(xn)]-

(i) A két legkisebb valészinliséghez tartoz6 kod hossza
egyenlo.



Feltehetd, hogy p1 > po > ... > pp. Ha az f prefix kdd
optimalis, akkor feltehetd, hogy teljesliinek a kévetkezok:

(i) Hosszabb kédhoz ritkabb betlk tartoznak, azaz

FOa)l < [fO)l < ... < |f(xn)]-

(i) A két legkisebb valészinliséghez tartoz6 kod hossza
egyenlo.

(i) f(xn—1) és f(xn) csak az utolsé bitben térnek el.



Tétel
Tegylik fel, hogy az

X ={X1,... . Xn—2,Yn-1}

(n—1) elemU forrasabécé és py, ..., Pn_2,Pn_1 + Pn €loszlas
esetén g egy optimalis prefix kod. Ekkor az eredeti
problémahoz tartozd optimalis prefix kodot kapunk, ha az x,_1,
ill. x, kédjat ugy valasztiuk, hogy a g(yn_1) kédszdt kiegészitjik
0-val, ill. 1-gyel, a tébbi kodszot valtozatlanul hagyjuk.



Példa

Legyen n=6, X = {xy,...,Xs}, €s p1 = 0.132, po = 0.329,
ps = 0.329, py = 0.165, ps = 0.041, ps = 0.004.

(i) X5,Xe — Xs6, Psg = 0.045;



Példa
Legyen n=6, X = {xy,...,Xs}, €s p1 = 0.132, po = 0.329,
p3 = 0.329, py = 0.165, ps = 0.041, ps = 0.004.

(i) X5,X6 — Xs6, Psg = 0.045;

(i) x1,xs6, P15s6 = 0.177;



Példa
Legyen n=6, X = {xy,...,Xs}, €s p1 = 0.132, po = 0.329,
p3 = 0.329, py = 0.165, ps = 0.041, ps = 0.004.
(i) X5,X6 — Xs6, Psg = 0.045;
(i) x1,xs6, P15s6 = 0.177;
(ii)) X156, Xa, P1564 = 0.342;



Példa
Legyen n=6, X = {xy,...,Xs}, €s p1 = 0.132, po = 0.329,
ps = 0.329, p; = 0.165, ps = 0.041, pg = 0.004.

(i) X5,Xs — Xs6, Psg = 0.045;

(i) x1,xs6, P15s6 = 0.177;

(ii)) X156, Xa, P1564 = 0.342;

(IV) Xo, X3, P23 = 0.658.






igy az optimalis kod:
Xq Xo X3 X4 X5 X6
011 10 11 00 0101 | 0100
0.132 | 0.329 | 0.329 | 0.165 | 0.041 | 0.004

A varhato érték:

E(f(X)) =0.132-3+0.329 -2+ 0.329 - 2
+0.165-2+0.041-4+0.004 -4 = 2.22



Entropia

Az optimalis varhaté kédhosszra teljesil, hogy

1 1
Zpklogz— < E(|f(¢) Zpklogz—+1.
k=1 P pa Pk

Pl.: JPEG, MP3.



Momentumok

Definicié
Az ¢ véletlen valtozo6 k-adik momentuma E(¢K), és k-adik
centralis momentuma E[(¢ — E€)K], k = 1,2,....

[, xKf(x)dx,  ha ¢ folytonos.

E(gk) — {ZI XlkP(g — Xi), ha 5 diSZkl’ét,



Szoras

Definicio

Az ¢ véletlen valtozo6 szérasa D(¢) = /E(¢ — E(€))2.



Széras tulajdonsagai

Allitas
Tetszbleges ¢ véletlen valtozo és a, b valos szamok esetén
(i) D3(¢) = E(¢?) — (E(¢))%
(i) D?(ag + b) = &?D2(¢);
(iii) D(&) = 0 akkor és csak akkor, ha ¢ = E(§), azaz ¢
konstans véletlen valtozo.



Sz0ras tulajdonsagai



Kovariancia, korrelacio

Definicid

Az ¢ és n véletlen valtozok kovarianciaja
Cov(&,n) = E[(£ — E(£))(n — E(n))],

korrelacidja

_ Cov(¢,n)
P& = b




Tulajdonsagok

Allitas
Tetszbleges €,&1, ..., &n, 1, M, - - ., m VEletlen valtozok és a, b
valo’s S$zamok esetén igazak az alabbiak.
i) Cov(¢, &) = DA(¢);
(") Cov(¢, n) = Cov(n,§),
(i) Cov(a(¢ + c),b(n+ d)) = abCov(¢,n);
(v) Cov (X7 €6, 3 1) = Y7Ly X4 Cov(&iv )i
(v) ha¢ ésn flggetlenek, akkor Cov(§,n) = 0.



Allitas
(i) Bunyakovszkij—Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség:

[Cov(&,n)| < D(£)D(n).

Innen adédik, hogy p(&,n) € [-1,1];
(i) hap(&,n) =1, akkor

£ =E(&) + g,y (1 — EM)):
(i) ha p(&,m) = —1, akkor

§=E(§) — 5 (n—E(n)).






Osszeg szérasnégyzete

Allitas
Legyenek &1, &0, . .., &n paronként flggetlen véletlen valtozok.

Ekkor . .
D? (Z §i) = D*(&).
i=1 i=1



Osszeg szérasnégyzete

Legyenek &, n véletlen valtozok, p a korrelaciojuk. Ekkor

D2(¢+1) =



Kovariancia

Példa

Egy szabalyos dobdkockaval n-szer dobunk. Jeldlje ¢ a
hatosok, n egyesek szamét! Adjuk meg a varhat6 értéket,
szoérast, kovarianciat, korrelaciot!

Legyen /; = 1, ha az i-edik dobas hatos, kilénben 0, J; = 1, ha
az i-edik dobas egyes, kilénben 0, i = 1,2,..., n. Nyilvan

n n
fZZ/,' és T]:ZJ/.
i=1 i=1









Linearis regresszid

(&,m) véletlen vektorvaltozé. Az n valtozét tekintem fliggd
valtozénak, ennek az értékére szeretnék kdvetkeztetni a £
flggetlen valtozd értékébdl. Vagyis ismert £ esetén szeretném
megmondani 7-t. Keresslk azokat az a, b valés szamokat,
melyre a n — (a& + b) valtozd kicsi. A kicsiséget négyzetes
hibaban mérve, keressiik az

E(a,b) = E|(n - (a + b))?|

flggvény minimumhelyét, azaz a legjobb a, b valasztast.



Linearis regresszid

E (1 (a + b)?] =



Linearis regresszid



