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Véletlen vektorvaltozok
Definicio
Az &£ = (&,...,&n) 1  — R" fliggvény véletlen vektorvaltozd,

ha minden komponense véletlen valtoz6. Az ¢
eloszlasfiggvénye

F(X1,...,%n) =P(& < Xq,...,&n < Xn)-

Az (&4,...,&n) véletlen vektorvaltozé diszkrét, ha értékkészlete
megszamlalhato, és folytonos, ha van olyan f nemnegativ
n-valtozés fliggvény, melyre

F(X1,...,Xn / / f(y,-- - Yn)dYn. .. dy;

teljestl minden (x1, ..., X)) € R" esetén. llyenkor az f
flggvényt az ¢ vektorvaltozé strlségfliggvenyének nevezzik.
Az &, i=1,2,...,n, valtozdk eloszlasat, peremeloszlasnak,
vagy marginalis eloszlasnak nevezzik.



Vvv

Allitas

Legyen f(u, v) az (¢,n) véletlen vektor sdriiségfiiggvénye.
Ekkor ¢ és ) is folytonos véletlen valtozok [, f(u, v)dv
ill. [z f(u, v)dv sdriiségfliggvénnyel.



Véletlen valtozék fliggetlensége

Definicid
Az &, ..., &, fUggetlenek, ha minden x1, ..., x, € R esetén

P(& < xq,...,6n < Xp) =P(& < x1) ... P(&n < Xp)

teljesil. Vagyis az egylttes eloszlasfliggvény az egyes
eloszlasfiiggvények szorzata.



Flggetlenség

Allitas
Legyenek &, n diszkrét véletlen valtozok, lehetséges értékeik

0,1,2,.... Ekkor & és n pontosan akkor fliggetlenek, ha
tetszbleges k, ( esetén

P =k,n= 1) =P(§ = K)P(n = ().

Ha &, n egydittesen folytonos véletlen valtozok, akkor 6k
pontosan akkkor fliggetlenek, ha az eqgylttes
sdrlségfiggvénylik az egyes slirliségfliggvények szorzata,
azaz

f(x,y) = f(xX)f(y).



Flggetlenség

A&y, 8, ..., & véletlen valtozdk pontosan akkor flggetlenek,
ha tetszbleges B, . . ., B, szép halmazokra (mondjuk

intervallumokra) a {& € By}, ..., {&n € By} események
flggetlenek.



Flggetlenség

Dobdkockaval 2-szer dobunk, ¢ az elsd, n a masodik dobott
szam. Ekkor ¢ és n figgetlenek.



Varhato6 érték



Varhato6 érték

Definicié
Ha ¢ diszkrét véletlen valtozo xq, xo, . . . lehetséges értékekkel,
akkor az ¢ varhato értéke

- > pte =),

ha > |x|P(§ = Xx;) < oo.
Ha ¢ folytonos véletlen valtozé f(x) slrliségfiggvénnyel, akkor

¢ varhato értéke
=/.mnw,

ha [*_|y|f(y)dy < oc.



Kockadobas



Véletlen pont



Varhat6 érték tulajdonsagai
Allitas
Legyenek ¢, n véletlen véltozok, g : R — R, h: R? — R olyan

fliggvények, melyekre az allitasokban szerepl6 varhato értékek
léteznek. Ekkor

E(9(¢)) = > 9(x)P( = xi), ill. E(9(¢)) = / a(y)f(y)dy,
i=1 oo
ahol f(x) az ¢ slrtiségfiggvénye, és
h(&,n)) = ZZh(x,,y, = xi,n =), ill

h(e.n)) = / / h(x, y)(x, y)dxdy.

ahol f(x,y) az (¢,n) folytonos véletlen vektorvaltozo
surdseégfiggvénye.



Varhato érték tulajdonsagai

Allitas
A varhato érték linearis, azaz tetszbleges a, b € R allandokra

E(a¢ + b) = aE(&) + b.



Varhato érték tulajdonsagai

Allitas
Ha a < & < b, akkor a < E(£) < b tetsz6leges a, b € R szamok
esetén.



Varhato érték tulajdonsagai

Allitas
E(¢ +1) = E(§) + E(n).



Varhato érték tulajdonsagai
Allitas
Ha &y, &, ..., &n véletlen valtozok, akkor

E (; §i> = ; E(&).



Varhato érték tulajdonsagai

Allitas
Ha ¢ és n flggetlenek, akkor

E (91(£)g2(n)) = E(91(€)) E(92(n)). Speciélisan, ha ésn
fliggetlenek, akkor E(¢n) = E(£)E(n).



Példa

Csodaorszag munka térvénykdnyve szerint egy cég minden
munkasa fizetett szabadsagot kap azokon a napokon, amikor
legalabb az egyikiiknek szlletésnapja van. Ezen napok
kivételével azonban az év minden napjan mindenkinek
dolgoznia kell. Minden munkéas 1 TV-készUlléket készit egy nap
alatt. Hany alkalmazottat vegyen fel a cégtulajdonos, ha azt
akarja, hogy a gyartott TV-késziilékek szamanak a varhaté
értéke maximalis legyen?



Csodaorszag



Csodaorszag



Huffman-kod

X ={Xy,X2,...,Xn} Véges halmaz, a forrasabécé.
Kod f: X — {véges 0-1 sorozatok }
Az f-hez tartoz6 lehetséges kodszavak f(x1), f(X2), ..., f(Xn).



Huffman-kod

X ={Xy,X2,...,Xn} Véges halmaz, a forrasabécé.

Kod f: X — {véges 0-1 sorozatok }

Az f-hez tartoz6 lehetséges kddszavak f(xy), f(x2), ..., f(xn).
Az olyan kédolasok érdekelnek, melyek egyértelmien
dekodolhaték. Az f kdd prefix, ha a lehetséges kddszavak
kézll egyik sem folytatasa a masiknak. Vilagos, hogy egy
prefix kbéd egyértelmien dekddolhaté. Jeldlje x € X esetén
|f(x)| a kodszé hosszat.



Példa

Legyen X = {a, b, c}, és legyen f;(a) =0, f;(b) = 01,

fi(c) = 011. Ekkor f; nem prefix kdd, de kdnnyen lathatd, hogy
egyeértelmien dekddolhaté. Az f,(a) = 01, f(b) = 00,

fa(c) = 1, kod prefix.



Legyen X egy véletlen bet(, és eloszlasa P(X = xx) = px,
k=1,2,...,n. (A forrasabécét helyettesithetjik szamokkal, és
akkor a definicié szerinti véletlen valtozét kapunk.) Tehat py a
Xy betll gyakorisaga az adott nyelvben.



Adott f kod esetén egy hosszu szévegben az egy karakterre
eso atlagos kédszbéhossz:



Feltehetd, hogy p1 > po > ... > pp. Ha az f prefix kdd
optimalis, akkor feltehetd, hogy teljesliinek a kévetkezok:

(i) Hosszabb kédhoz ritkabb betlk tartoznak, azaz

FOa)l < [fO)l < ... < |f(xn)]-



Feltehetd, hogy p1 > po > ... > pp. Ha az f prefix kdd
optimalis, akkor feltehetd, hogy teljesliinek a kévetkezok:

(i) Hosszabb kédhoz ritkabb betlk tartoznak, azaz

FOa)l < [fO)l < ... < |f(xn)]-

(i) A két legkisebb valészinliséghez tartoz6 kod hossza
egyenlo.



Feltehetd, hogy p1 > po > ... > pp. Ha az f prefix kdd
optimalis, akkor feltehetd, hogy teljesliinek a kévetkezok:

(i) Hosszabb kédhoz ritkabb betlk tartoznak, azaz

FOa)l < [fO)l < ... < |f(xn)]-

(i) A két legkisebb valészinliséghez tartoz6 kod hossza
egyenlo.

(i) f(xn—1) és f(xn) csak az utolsé bitben térnek el.



Tétel
Tegylik fel, hogy az

X ={X1,... . Xn—2,Yn-1}

(n—1) elemU forrasabécé és py, ..., Pn_2,Pn_1 + Pn €loszlas
esetén g egy optimalis prefix kod. Ekkor az eredeti
problémahoz tartozd optimalis prefix kodot kapunk, ha az x,_1,
ill. x, kédjat ugy valasztiuk, hogy a g(yn_1) kédszdt kiegészitjik
0-val, ill. 1-gyel, a tébbi kodszot valtozatlanul hagyjuk.



Példa

Legyen n=6, X = {xy,...,Xs}, €s p1 = 0.132, po = 0.329,
ps = 0.329, py = 0.165, ps = 0.041, ps = 0.004.

(i) X5,Xe — Xs6, Psg = 0.045;



Példa
Legyen n=6, X = {xy,...,Xs}, €s p1 = 0.132, po = 0.329,
p3 = 0.329, py = 0.165, ps = 0.041, ps = 0.004.

(i) X5,X6 — Xs6, Psg = 0.045;

(i) x1,xs6, P15s6 = 0.177;



Példa
Legyen n=6, X = {xy,...,Xs}, €s p1 = 0.132, po = 0.329,
p3 = 0.329, py = 0.165, ps = 0.041, ps = 0.004.
(i) X5,X6 — Xs6, Psg = 0.045;
(i) x1,xs6, P15s6 = 0.177;
(ii)) X156, Xa, P1564 = 0.342;



Példa
Legyen n=6, X = {xy,...,Xs}, €s p1 = 0.132, po = 0.329,
ps = 0.329, p; = 0.165, ps = 0.041, pg = 0.004.

(i) X5,Xs — Xs6, Psg = 0.045;

(i) x1,xs6, P15s6 = 0.177;

(ii)) X156, Xa, P1564 = 0.342;

(IV) Xo, X3, P23 = 0.658.






igy az optimalis kod:
Xq Xo X3 X4 X5 X6
011 10 11 00 0101 | 0100
0.132 | 0.329 | 0.329 | 0.165 | 0.041 | 0.004

A varhato érték:

E(f(X)) =0.132-3+0.329 -2+ 0.329 - 2
+0.165-2+0.041-4+0.004 -4 = 2.22



Entropia

Az optimalis varhaté kédhosszra teljesil, hogy

1 1
E pxlog, — < E(|f(¢) E pklog, — + 1.
k=1 Pk Pk



