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A parositasi probléma

Feladat

Veszlnk n darab kartyat 1-t6l n-ig megszamozva.
Osszekeverjiik, és véletlen sorrendben lerakjuk ket egy sorba.
A k-adik helyen parositas térténik, ha a k-adik helyre a k
sorszamu kértya kerdl. (Tehat véletlen permutaciok fixpontjait
tekintjuk.)

Mennyi a valészinlsége, hogy nem térténik parositas? Jelblje
pn ezt a valészinliséget.



A parositasi probléma: a valoszinliségi mez6

» Esemeénytér:

Q ={az {1,...,n} halmaz permutaciéi}
={w = (w1y,...,wp) : wi,...,wpaz1,2,...,negy felsorolasa},
azazegyw € Qesetén 1 — wq, 2+ wo, ..., N wp.

Q=nx((n—-1)x...x1=n.
» Események: A = 2 a hatvanyhalmaz.
» Valdszinlségi mérték: P : A — [0, 1]:

_ |A] _ kedvez0 esetek szama

P(A) = = :
(A) |2  Osszes esetek szama




A parositasi probléma

Jeldlje A, azt az eseményt, hogy a k-adik helyen parositas
térténik, k =1,2,...,n, és

A := {van pérosités}.
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A parositasi probléma

Mennyi a valészinlisége, hogy pontosan k darab parositas
térténik? Legyen

pnkx = P(nkartya van, és pontosan k parositas térténik).



A parositasi probléma
Mennyi a valészinlisége, hogy pontosan k darab parositas
térténik? Legyen
pnkx = P(nkartya van, és pontosan k parositas térténik).

Nyilvan p, = ppo. Jelblje N, x azon kimenetelek szamat,
amikor pontosan k parositas térténik n kartyaval. Ezekkel a
jelolésekkel pm = Npo/ml.

~ Nk (Nn—ko _ () (n—K)!pnk
Pnk = o Y = o

—k .
_pn—k o 1 3 (_1)1
Tkl _k!,zg jr




A parositasi probléma

Az ut6bbi alakbdl régton latjuk, hogy

M, Pk = 1 2 ki T kT

n—o0 |

1T = (-1)f e
/=0



Geometriai valoszinliségi mezo

Definicio
Geometriai valészinliségi mez6 esetén
» alehetséges kimenetelek halmaza Q = H C R" szép
halmaz, aminek a mértéke (hossza, terllete, térfogata)
pozitiv és véges.
» az események A halmaza az Q szép részhalmazai.

» egy A C H esemény valészinlisége aranyos a halmaz

mértékével, azaz
A(A)

P(A) = iy

ahol \ az n-dimenziés térfogat (hossz, terilet, térfogat).

Példak: Q = [0, 1] x [0,1], 2 =[0,1] x [0, 2],
Q=B0,1)={(x,y): X2+ y?> <1}



Buffon-féle thprobléma (1777)

Feladat

Egy padlé mintdzata
parhuzamos egyenesekbdl
all. A szomszédos
egyenesek tavolsaga d. A
padléra ledobunk egy ¢
hosszu tlt, ahol ¢ < d.
Mekkora a valészinlisége,
hogy a tl metszi valamelyik
egyenest?




Buffon-féle tlprobléma

P a tl kézéppontja

x a th kdézéppont-
janak és a hozza
legkbzelebbi, tble
balra levd egye-
nesnek a tavolsa-
ga, x € [0,d];

0 € [0,7) a tl fug-
gblegessel bezart
szdge.



Buffon-féle tlprobléma

Az eseménytér Q:
X

d




Buffon-féle tlprobléma

a th kézéppontja

A t0 akkor metszi a baloldali
egyenest, ha 0 < x < £sing,
és akkor metszi a jobboldalit,
ha0<d-x< &sin®.



Buffon-féle tlprobléma

X
dt
N\ A kedvez0 terllet:
¢ Z/ﬂesinede—%
d_élx:dfgsiné 0 2 o
‘| ot igy a keresett valoszinliseg
2 2
i kedvezd 2/
P(van metszés) = .?di =—
Osszes nd
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Feltételes valdszinliség

Definicio

(2, A, P) egy valészinliségi mez0, A, B események, és
P(B) > 0. Ekkor az A esemény B eseményre vonatkoz6
feltételes val6sziniisége

P(AN B)

P(AIB) =~z

Ha annyi informaciénk van a véletlen kisérletrél, hogy a B
esemeény bekdvetkezett, akkor az A esemény valdszinlisége
P(A|B).



Allitas
Régzitslink egy tetszéleges B eseményt, melyre P(B) > 0.
Ekkor Pg(A) = P(A|B) valészinliségi mérték A-n.



Allitas
Régzitslink egy tetszéleges B eseményt, melyre P(B) > 0.
Ekkor Pg(A) = P(A|B) valészinliségi mérték A-n.






Allitas (Szorzési szabaly)

Legyenek A+, Ao, ..., A, tetszbleges olyan események,
melyekre P(A1 N ...NA,_1) > 0. Ekkor

P(A1 n...N An) = P(A1 )P(A2|A1 )P(A3|A1 N A2) R
X P(An|A1 Nn...N An,1).



n=2-re:

P(An B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Példa

Egy dobozban 12 kék és 3 fehér goly6 van. Visszatevés nélkil
hudzunk két golyét egymas utdn. Mi annak a valdészinlisége,
hogy mindkét golyd kék?

Jelblje K; azt, hogy az i-edik kék. Ekkor

12 11
P(K1 N KQ) = P(K1)P(K2|K1) = ﬁ . ﬁ



Teljes eseményrendszer

Definicid

A By, B>, ... események teljes eseményrendszert alkotnak, ha
» minden i # j parra BN B; = 0);
» U Bp =1



Tétel (Teljes valoszinliség tétele)

Legyen By, By, ... teljes eseményrendszer, melyre P(B,) > 0
minden n-re. Ekkor tetszbleges A € A esemény esetén

ZP A|B)P(By).



