A sztochasztika alapjai
MBNXK262

10. eldadas: Nagy szamok térvényei, CHT; statisztika

Kevei Péter

2022/23 tavasz



Nagy szamok térvénye



Tétel (Csebisev-féle nagy szamok gyenge térvénye)

Legyenek &1,&o, . .. pdronként flggetlen, véges szorasu
véletlen valtozok, melyek k6z8s varhato értéke i és
szérdsnégyzete o®. Ekkor tetszbleges ¢ > 0 esetén

lim P<M—u‘>a>:o.
n—o0 n




Tétel (Csebisev-egyenldtlenség)

Legyen ¢ egy véletlen valtozo (2, A, P) valészinliségi mezén,
melynek véges a szdrasa. Ekkor tetszbleges pozitiv ¢
konstansra

D3(¢)

c2

P -—E()l = c¢) <



Tétel (Bernoulli-féle nagy szamok gyenge térvénye
(1713))

Jelélje S, egy p valészinliségl A esemény bekdvetkezéseinek
a szamat eqgy kisérlet n fliggetlen ismétlése soran. Ekkor
tetszbleges € > 0 esetén

: Sn
nImeP (’n —p' > a) =0.



CHT

Tétel (Centralis hatareloszlas-tétel)

Legyenek £, &4, &0, . . . fliggetlen, azonos eloszlasu véletlen
valtozok kéz6s E(§) = u varhato értékkel, és véges D(¢) = o
szorassal. Ekkor tetszéleges x € R esetén

lim P (W < x> = (x),

ahol

1 xR

a standard normalis eloszlas eloszlasfliggvénye.






Tétel (de Moivre—Laplace tétel)

Jelélje S, egy p valészinliségl A esemény bekdvetkezéseinek
a szamat eqgy kisérlet n fliggetlen ismétlése soran. Ekkor
tetszbleges x € R esetén

lim P (S”_"p < x> — o(x).
e\ Voot p)



Példa

A kakucsretyegei polgdrmestervalasztason két jeldlt van: A és
B. Kakucsretyege 40000 szavazéja egymastol fliggetlendl,
1/2 — 1/2 valészinliséggel szavaz a két jelolt egyikére. A
feszult politikai helyzet miatt a szavazatok Ujraszamlalasat
rendelik el, ha a két jeldltre leadott szavazatok szama kdzott
legfeljebb 100 a kilénbség. Mi a valészinlisége, hogy
Ujraszamlalasra kerll sor?






Példa

Budapesten meg akarjak allapitani a dohanyosok p aranyat.
Ehhez kivalasztanak n egyént Ugy, hogy minden valasztasnal
mindenki ugyanakkora valészintséggel kerul kivalasztéasra, és
csak ezek kdzt nézik meg a dohanyosok k szamat. Legalabb
mekkora legyen az n, hogy a kapott p’ = k/n arany legalabb
0,95 valészinlséggel legfeljebb 0,005 hibaval kdzelitse a valddi
p aranyt, akarmiis p € (0,1)?






Statisztikai alapfogalmak

Flggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozék egy &, &4, &o, . . .
sorozatat statisztikai mintanak nevezzik. K6zds (ismeretlen)
eloszlast hattéreloszlas. A minta egy adott realizaciojat

X1, ..., Xp jel6li. A minta egy T flggvényét statisztikanak
nevezzlk.



Alapstatisztikak

£1,6, ..., &n egy n-elem{l minta.
Definicio
Az

=1
5n=5;sf

a mintaatlag.



Torzitatlansag, konzisztencia



Torzitatlansag, konzisztencia

P(En—,u\>5)%0



Definicid
Az empirikus szorasnégyzet



Definicid
Az empirikus szorasnégyzet

Tétel (Steiner-tétel)
Tetszbleges xq, . .., Xn értékekre és c valds szamra

1 n 1 n B B
- D (xi—c)f = - > (X —Xn)? + (Xn — €)%
i=1 i=1



A ¢ = 0 valasztassal

1< -
Vn = EZS/Z - (fn)z-
i=1



A ¢ = 0 valasztassal



A ¢ = 0 valasztassal

Korrigalt empirikus szérasnéegyzet

Va(€) =

1 &, z.2_ N
;(a—fn) = 5 Val6)

n—1+¢4

torzitatlan becslése a szérasnégyzetnek.



Tétel

Ha E(¢%) < oo, akkor mind az empirikus szoérdsnégyzet, mind a
korrigalt empirikus szorasnégyzet gyengén konzisztens
becslése a szorasnégyzetnek.



Az (&1,m),- -, (&n, mn) Minta empirikus kovariancigja

n

Cn(&,n) = %Z(g gn Zf/n/ §n77n~

i=1



Az (&1,m),- -, (&n, mn) Minta empirikus kovariancigja

n

Cn(&n):%Z(é €n)(n me, Enlln-

i=1
E(Cn(éa 77) -

Tétel

Legyen (&,7), (&1,m1), (§2,m2), - .. olyan statisztikai minta,
melyre Ey(£*) < oo, Eg(n*) < 0o, minden 6 € © esetén. Ekkor a

1< - _
Ch= n Z(f/ - gn)(ni - 77n)
i=1
empirikus kovariancia gyengén konzisztens becslése a
kovariancianak.



Jelolés

A konkrét realizaciobdl szamolt értékeket a megfeleld
kisbetlkkel jeldljik, igy konkrét x4, ..., X, realizacidhoz tartozé
mintaatlag és empirikus szérasnégyzet



Definicid
Az &4,..., &, minta empirikus eloszlasfliggvénye

Fn(x) = % {i: & < x}.

Indikatorvaltozokkal:



Definicid
Az &4,..., &, minta empirikus eloszlasfliggvénye

Fn(x) = % {i: & < x}.

Indikatorvaltozokkal:

n

Fn(x) = %Zﬂ(f’ < X).

i=1

A flggetlenség miatt I(&1 < x),...,1(&n < x) flggetlen
Bernoulli-eloszlasu véletlen valtozék p = F(x) paraméterrel.



Allitas
Legyen &1,&o, ... az F hattéreloszlasbol szarmazé minta, €s
tekintsliik ennek az F,, empirikus eloszlasfiiggvényét. Ekkor

E(F()) = F(x). D¥(Fy(x)) = F2L—FCI)

Tovabba, tetszbleges x € R esetén, tetszbleges ¢ > 0 szamra

lim P(|Fa(x) = F(x)| > ¢) = 0.



Példa
Az x4 = 40, xo = 45, x3 = 40, x4 = 42, x5 = 36 minta empirikus
eloszlasfliggvénye:
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