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1. Bevezetés

1.1. Alapfogalmak

Véletlen (valosziniiségi) kisérlet: lényegében azonos koriilmények kozott
tetsz6legesen sokszor megismételhetd megfigyelés, melynek tébbféle kimene-
tele lehet, és a figyelembe vett koriilmények nem hatarozzak meg egyértel-
miien a kimenetelt.

A véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleinek halmaza az eseménytér,
jele €.

Az esemény olyan a kisérlettel kapcsolatban tett allitas, melynek igaz
vagy hamis volta eldonthets a kisérlet lefolytatasa utdn. Az események
halmaza az () részhalmazainak egy olyan rendszere, mely o-algebra. Az
(92, A) part mérhetdségi térnek nevezziik.

Egy A C 2% halmazrendszert akkor neveziink o-algebranak, ha

e e A;
e valahanyszor A € A, mindannyiszor A° = Q\A € A (azaz a halmaz-
rendszer zart a komplementerképzésre);
e valahanyszor A;, As,... € A, mindannyiszor U®; A; € A (azaz a hal-
mazrendszer zart a megszamlalhaté unioképzésre).
Megjeqyzés. e Vegyiik észre, hogy a {0, 2} halmazrendszer o-algebra. Ez
a trivialis o-algebra.

e A 29 halmazrendszer, az ) hatvinyhalmaza, azaz az 6sszes részhalma-
zanak halmaza is o-algebra. Abban az esetben, amikor az () alaphalmaz
véges, akkor az események halmaza mindig a hatvanyhalmaz.

Események jelolése: A, B, Ay, . ...

Al =1< A= {w}, weQ, elemi esemény

() a lehetetlen esemény

) a biztos esemény

A€ az ellentett esemény
e AN B mindkét esemény bekovetkezik (A és B)
AU B a két esemény koziil legalabb az egyik bekovetkezik

AN B = a két esemény kizarja egymast
e A — B a bekdvetkezik de B nem

A C B az A esemény maga utan vonja B-t



1.1. Példa. Haromszor foldobunk egy pénzérmét. Ekkor az eseménytér

Q={(F,F,F),(F,F,I),(F,1,F),(F,I,I),
(I[,F,F),(I,FI),(I,I,F),(I,1,1)},
azaz |Q)| = 23 = 8 darab elemi esemény van, és |29| = 28 = 256 az Osszes

esemény szama.
Legyen A; = {az i-edik dobas fej}, i = 1,2, 3. Ekkor

Ay ={(FF,F),(F,F,I),(F,I,F),(F,1,1)}.
B = {csak az 1. fej} = {(F,I,1)} = A1 N AN A§
C = {egyik sem fej} = {(I,1,1)} = A{ N A5 N Aj

1.2. Példa. Véletlen sorrendben leirjuk a MATEMATIKA sz6 bettit.
1. megoldds: Az azonos betiiket nem kiilonboztetjiik meg.

Q = {AAAEIKMMTT, AAAEIKMTMT, ..., TTMMKIEAAA}

9] = 725

31212!

A = {MATEMATIKA szot kapjuk } = {MATEMATIKA}, azaz A elemi
esemény.
2. megoldds: Az azonos bettiket megkiilonboztetjiik.

0 = { A Ay ASEIKM, My Ty Ty, A ApAsETKM, My Ty Ty, .
T, T MMy KIEA3A, A, },

1©2] = 10!, és ha A = {MATEMATIKA szt kapjuk}, |A| = 312121

1.2. A valészintiségi mérték

1.3. Definici6. Egy P : A — [0, 1] halmazfiiggvény valdszindségi mérték az
(92, A) mérhetségi téren, ha

e P(Q)=1;

e ha az Aj, Ay, ... € A halmazok (paronként) diszjunktak, akkor

P(UZ,4i) = iP(Ai),

azaz a halmazfiiggvény o-additiv.

A fenti tulajdonsagokkal rendelkezs (€2, A, P) harmast valészintiségi
mezdnek nevezziik.



1.4. Allitas (A valoszintiség tulajdonsagai). Legyen (2, A, P) egy valdszini-
ségi mezd, A, B, A1, Ag, ... € A események.
(i) Ho A; N A; =0, minden i # j pdrra, akkor

PA,U...UA,) =P(A)+...+P(A,).

(it) P(A°) =1 —P(A).
(i) AC B=P(B—-A)=P(B)—-P(A), és P(A) <P(B).
(iv) P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(ANB).

(v) Szita formula:

P(AU...UA,) =) (—1)k > P(A, N...NA;,).

k=1 1<i; <ig<...<ip<n

(vi) P(AUB) < P(A) + P(B).
(vii) P(A;U...UA,) <P(A)+...+ P(A,).

(viii) Ha A, monoton nové halmazsorozat, azaz Ay C Ay C ..., akkor
lim,, o P(A,) = P(U2,4)).
(ix) Ha A, monoton csékkend halmazsorozat, azaz Ay D A D ..., akkor

lim,, o P(A,) = P(N52, Ay).
(x) P(UZ,Ag) <02 P(Ax) (megszamldlhato szubadditivitds).

Bizonyitds. (1) Legyen A, 1 = Apio = ... =10
(i) 1=P(Q) =P(AU A°) = P(A) + P(A°).
(iii) B=AU(B— A),

P(B) = P(A) + P(B — A) = P(B — A) = P(B) — P(4) > 0.

(iv) PAUB) = P(AU(B—-(ANB))) = PA) +PB—-(ANDB)) =
P(A)+P(B)—P(ANB).

(v) Teljes indukcioval. n = 1,2-re igaz. Tegyiik fel, hogy n-ig igaz. A B; = A;, i <n—1, By, =



Ap U Ay jeldléssel

P(A1U...UAnUAn+1):P(Blu...UBn)

n
DICTLND DR R
k=1 1<i1<ig<...<ip<n

n

=3¢ 1)’“‘“(ZP i N NA)
1

k= i <n

+

Y PA, N NA,_ N (An UAnH)))
ip_1<n—1

n

=>( 1)k+1(ZP N NAL)
k=1

— ip<n

+ Z [P(Ai1 NN Aiy_ NA) +P(A;, N...NAy N Aptr)

ig—1<n—1
—P(A;, N...NA;,_ NA,N An+1)])

n+1
=Y (-t > P(A;; N...NA;)
k=1

1<i1 <ig<...<ip<n

(vi) P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB) <P(A) + P(B).
(vii) Teljes indukcioval.

(viii) Vezessiik be a By = Ay, B, = A,\A,_1, n > 2 jelolést. Ekkor a B,
halmazok diszjunktak, Us?, B,, = U2 A, és UL_, By = Ul Ap = A,
n> 1. Igy

P(UX, Ay) = P(UX By = ZP (By) _JEEOZP (By)
= lim P(Uj_ 1Bk) = hm P(A,),
n—oo
amint allitottuk.

(ix) Mivel A,, monoton csokkend, AS monoton névekvs halmazsorozat, ezért
hasznalhatjuk az el6z6 pont allitasat. Ezért

P(Mi2,Ax) =1 =P (M2 4k)°) = 1 = P (U2, A7)
—1— lim P(A°) =1 — lim (1 - P(4,)) = lim P(A4,),

n—oo n—oo n—oo
amivel az allitast igazoltuk.

(x) Tetszbleges n természetes szamra a véges szubadditivitas alapjan

P (Ur_, A <iPAk gip
k=1 k=1
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Mivel a B, = >";_, Ay halmazsorozat monoton névekvs, igy

n—o0

lim P ZAk =P (UiozlAk) )
k=1
ezért az egyenlGtlenségbdl hataratmenettel kapjuk az allitast.

Az (Q, A, P) harmast valoszintiségi mezdnek nevezziik.

1.3. Klasszikus valbszintiségi mezé

Az (9,29, P) valoszintiségi mezd klasszikus, ha minden kimenetel egyfor-
man valoszint, azaz P({w}) = ¢ minden w € Q esetén. Ekkor persze sziik-

ségképpen ¢ = 1/|9Q|. Tetszoleges A eseményre P(A) = % = kedver§

1.5. Példa. Sziletésnap probléma. Mekkora a valoszintisége annak, hogy n
ember kozott van két olyan, akiknek ugyanazon a napon van a sziiletésnap-
juk?

f(n) = P(n ember kozott van 2, akiknek ugyanazon
a napon van a sziiletésnapja)
= 1 — P( mindenkinek kiilonb6z6 napon van a sziiletésnapja)
365-364-...- (365 —n+1)

365"
£(22) ~ 0,4757 < 1/2 < 0,5073 ~ f(23).

2. Néhany klasszikus probléma

2.1. de Méré paradoxona

1654: Pascal és Fermat levelezése de Méré lovag feladatairél, majd a ,véletlen matematikajanak” megala-
pozasarol.

de Méré lovag paradorona: Miért nem ugyanakkora valoszintségi a kovetkezs két esemény:

e 1 kockaval 4-szer dobva legalabb egy hatost dobunk;

e 2 kockaval 24-szer dobva legalabb egy dupla hatost dobunk.

Legyen A az az esemény, hogy 1 kockaval 4-szer dobva legalabb egyszer dobunk 6-ost. Ekkor 2 =
{(1,1,1,1),...(6,6,6,6)}, azaz |Q| = 6. Mivel minden kimenetel egyforman valoszind, a valészintiségi
mezG klasszikus. A° az az esemény, hogy nem dobunk 6-ost, igy |A°| = 5%. Ezért

4
P(A)=1-P(A%) =1— (%) ~ 0,5177.



Vizsgaljuk most azt a kisérletet, hogy 2 kockaval dobunk 24-szer, és legyen B az az esemény, hogy
dobunk dupla 6-ost. Ekkor |Q] = 3624, és |B°| = 3524, ezért

35 24
P(B)=1-P(B°)=1- (376) ~ 0,4914.
A rossz(!) intuici6 az, hogy ha 4-szer megyiink neki egy 1/6 valészintiségli eseménynek, akkor a siker

valoszindsége ugyanannyi, mint ha 24-szer megyiink neki egy 1/36-od valosziniségtinek, hiszen 4/6 =

24/36.

2.2. A parositasi probléma

Vesziink n darab kartyat 1-t6] n-ig megszamozva. Osszekeverijiik, és véletlen
sorrendben lerakjuk ket egy sorba. A k-adik helyen pérositas torténik, ha
a k-adik helyre a k sorszamu kartya keriil. (Tehét véletlen permutaciok
fixpontjait tekintjiik.)

Arra keressiik a valaszt, hogy mennyi a valdszintisége, hogy nem torténik
parositas. Jelolje p, ezt a valoszintiséget.

Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a k-adik helyen parositas torténik, k =
1,2,...,n. Ekkor az az esemény, hogy legalabb egy péarositas torténik éppen
A1 UAsU...UA,. Ennek a valoszintiségét a szita formulaval hatarozhatjuk
meg. Eszerint

P(AU...UA,) =) (-1 > P (A, N...A)
k=1 1<y <ip<...<ip<n
_ - k+1 (n—k)!
B Z(_l) , Z . n!
k=1 1< <i9<... <1 <n
. —k)!
— _1 k+1 n (n
n (_1)k+1
TR
k=1

Ezek szerint

pn = P(nincs parositas ) = P(A{N...NA;)

=1-P(AU...UA,)=1- <—i(_k—1')k>

k=1
~ (=1
R

k=0
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Analizisbél tudjuk, hogy tetszéleges x valos szamra
2 .3

im——1+x+$—+—+
2 2 "3l

ahonnan latjuk, hogy

lim p, = i (_kll)k =e '~ 0,368.
n— o0 =0 .

Ezek utan hatérozzuk meg azt a valdszintiséget, hogy pontosan k darab
pérositas torténik. Vezessiik be a

Pni = P(n kirtya van, és pontosan k parositas torténik), £ =0,1,...,n.

Nyilvan p,, = pno. Jelolje IV, azon kimenetelek szamat, amikor pontosan k
parositas torténik n kartyaval. Ezekkel a jelolésekkel p,, = Ny, 0/m! minden
m természetes szam esetén. Konnyen meggondolhato, hogy

_ Nk (@D)Nako ()= F)lpas
Pnk = nl - =

n!

Az utébbi alakbol rogton latjuk, hogy
1 e -1 k -1
lim Pk = = ( ) €
n—oo .

§=0
Megjegyzés. Valojaban azt bizonyitottuk be, hogy egy véletlen permutécié fix-
pontjainak szama nagy n esetén kozelitGleg Poisson-eloszlasi, pontosabban a fix-

pontok szama eloszlasban konvergal egy 1-paraméterti Poisson-eloszlasu véletlen
valtozohoz. De errél majd késGbb.

2.3. Bertrand paradoxon (1888)

Akkor beszéliink geometriai valészintiségi mezdrél, ha a kisérlettel kapcso-
latos események egy geometriai alakzat részhalmazainak feleltethetGk meg.
Ekkor a lehetséges kimenetelek halmaza 2 = H C R", aminek a mértéke
(hossza, teriilete, térfogata) pozitiv és véges. Ekkor egy A C H esemény
valoszintisége aranyos a halmaz mértékével, azaz

_ AMA)
( )_m7
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ahol A az n-dimenzios Lebesgue-mérték (hossz, teriilet, térfogat).

Véletlenszertien valasztunk egy hurt egy r sugara kéron. Mennyi a va-
l6szintisége, hogy a har hosszabb, mint a kérbe irhato szabalyos haromszog
oldala? Jeldlje p ezt a valoszintiséget.

1. Megoldds. A hiar hosszat meghatarozza a felez6pontjanak (F') a kor
kézéppontjatol (O) vett tavolsaga. Ha |OF| > r/2, akkor a har hosszabb,
mint a szabalyos haromszog oldala, kiilonben rovidebb. Tehat a feladat meg-
feleltetheté annak, hogy egy rogzitett sugarrol egyenletes eloszlas szerint va-
lasztunk pontot. Ezért

T 2
2. Megoldds. Ha az egyik végpontot rogzitjiik, akkor a hir hosszat meg-
hatarozza, hogy hova esik a masik végpont. Legyen ¢} a hiirnak és a rogzitett
ponthoz huzott érintének a szoge. A hur pontosan akkor hosszabb, mint a
haromszog oldala, ha ¥ € (7/3,27/3). Ennek a valoszintisége nyilvan 1/3,
tehat

_7"/2_1

1

ng-

3. Megoldds. A hur pontosan akkor lesz hosszabb a haromszog oldalénal,
ha a kozéppontja beleesik a haromszog beirt korébe. Ennek a valoszintisége
(r/2)*n/(r*m) = 1/4, tehat

1

p:z

A probléméat természetesen az okozza, hogy a hur vilasztasat nem mondja
meg a feladat. Azaz a véletlen nincs jol megadva.

2.4. Buffon-féle tiiprobléma (1777)

Egy padl6 mintazata parhuzamos egyenesekbdl all. A szomszédos egyenesek
tavolsaga d. A padléra ledobunk egy ¢ hosszu tiit, ahol ¢ < d. Mekkora a
valoszintisége, hogy a ti metszi valamelyik egyenest?

Jelolje x a td kozéppontjanak és a hozza legkozelebbi, téle balra levd
egyenesnek a tavolsagat! Legyen © a tii fiiggblegessel bezart szoge. Vegyiik
észre, hogy a td akkor metszi a baloldali egyenest, ha 0 < x < gsin O, és
akkor metszi a jobboldalit, ha 0 < d—z < %sin ©. Ha z egyenletes eloszlasu
[0, d]-n és O egyenletes eloszlasu [0, w]-n, akkor a kisérlet megfeleltethets egy
pont egyenletes eloszlas szerinti valasztasanak a [0, d] x [0, 7] téglalapbol. A
kedvezd teriiletrész teriilete

2/ C sinodo — 20,
O 2

12
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1. dbra. Kedvez6 teriilet a Buffon-féle probléménal

igy a keresett valoszintiség

20

P(van metszés ) = —
m

Innen latjuk, hogy a 7 értékét meg lehet hatérozni empirikus modon.

3. Feltételes val6szintiség

Két szabalyos dobokockaval dobunk. Az elsé kockéaval hatost dobtunk, a ma-
sodik kocka elgurult. Mennyi a valoszintisége, hogy dupla hatost dobtunk?
Jelolje A azt az eseményt, hogy az elsé kockaval hatost dobtunk, B pedig
azt, hogy mindkét kockaval ugyanazt dobtuk. Tudjuk, hogy az A esemény
bekovetkezett, azaz a kisérlet kimenetelérdl van egy részinformacionk. Ek-
kor az eseménytér azon részhalmazan dolgozunk, ahol az adott A esemény
bekovetkezett, azaz A-n. Ekkor a kedvezs esetek szama |A N B| és az Gsszes
esetek szama |A|. Tehat a keresett valészintiség P(A N B)/P(B). Eppen ez
a feltételes valoszintiség definicidja.

13



Legyen (2, A, P) egy valoszintiségi mezd, és ezen A, B események, és te-
gyiik f6l, hogy P(B) > 0. Ekkor az A esemény B eseményre vonatkozo
feltételes valoszintisége

P(AN B)

P(AIB) = 55

Ha annyi informacionk van a véletlen kisérletrsl, hogy a B esemény bekovet-
kezett, akkor az A esemény valoszintisége P(A|B).

3.1. Allitas. Rigzitsiink eqy tetszdleges B eseményt, melyre P(B) > 0. Ek-
kor Pp(A) = P(A|B) valdsziniségi mérték A-n.

Bizonyitds. Vilagos, hogy tetszéleges A eseményre Pgp(A) > 0, és mivel
P(ANB) < P(B), igy Pp(A) < 1. Tovabba

P(QNB) P(B)
P(B)  P(B)

P5(Q) = ~ 1.

Mar csak az additivitas ellenérzése maradt. Legyenek Ap, As, ... € A disz-
junktak. Ekkor a definicié szerint és a P valoszintiségi mérték additivitasa
alapjan

P (U, A)NB) _ P (UX (4N B))

UZ
P(B) B P(B)
_ X (AmB)_Z AmB iPA\B

Pp(UZiAi) =P (UZ, 4] B) =

P(B)

ami éppen a bizonyitand6 egyenlGség. O

Ebbdl kovetkezik, hogy P halmazfiiggvényre is teljesiilnek a valoszint-
ségi mérték tulajdonsagai, melyeket a késGbbiekben emlités nélkiil folhasz-
nalunk.

3.2. Tétel. Szorzdsi szabdaly Legyenek Ay, Ao, ..., A, tetszdleges olyan ese-
mények, melyekre P(AyN...NA,_1) > 0. Ekkor

P(A,N...NA,) = P(A)P (A A)P(A5] A N Ay) .. . P(A, AN ... 0 Any).

A bizonyitas el6tt megjegyezziik a kovetkezdket:

14



1. A formulaban szerepls Gsszes feltétel valoszintisége pozitiv, azaz minden
joldefinialt. Ez a P(A1N...NA,_1) > 0 feltétel kévetkezménye.

2. Ha P(A;n...NA,) > 0 is teljesiil, akkor n! darab kiilonb6z6 ilyen
szabaly van.

3. A szabélyt az n = 2 esetben hasznéljuk legtobbszor. Ekkor
P(ANnB)=P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B),
amennyiben A és B is pozitiv valésziniiségli esemény.
Bizonyitds. A feltételes valoszintiség definicidja szerint

P(A))P(Az]A)P(A3|A1NAy) .. . P(A AN ... .NA,)
P(ANA)PANANA)  PAN...NA,1NA,)
P(A;) P(AiNA4)  PAN...NA,)

=P(A;N...NA,),

=P(A;)

amint allitottuk. O

3.3. Példa. Egy dobozban 12 kék és 3 fehér golyd van. Visszatevés nélkiil
hazunk két golyot egymas utdn. Mi annak a valdszintisége, hogy mindkét
golyo6 kék?

Jelolje K; az az eseményt, hogy az i-ediknek kihtzott golyo kék. Ekkor a
szorzasi szabaly szerint

12 11
P(K, N Ky) = P(KL)P(RL[K)) = 2 11

Ugyanezt kapjuk a klasszikus valoszintiségi mezdre vonatkozo kedvezs/6sszes
formulaval is, mely szerint

()
(%)
A By, Bs, ... események teljes eseményrendszert alkotnak, ha
e minden ¢ # j parra B; N B; = 0;
o U B, =
3.4. Tétel. Teljes valdsziniség tétele Legyen By, Bs, ... teljes eseményrend-

szer, melyre P(B,) > 0 minden n-re. FEkkor tetszdleges A € A esemény
esetén

P(A) =) P(A[B,)P(B,).
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Bizonyitds. A feltételes valoszintiség definicioja és a valoszintiség additivitésa
alapjan

;P(A|Bn)P(Bn) - ; P(gn) P(B,) = ;P(A N B,)
— P(U2,(ANB,) = P (AN (U2, B,))

3.5. Tétel. Bayes-formula Legyeneck A és B olyan események, hogy P(A) >

0, P(B) > 0. Ekkor
P(A|B)P(B)

P(BIA) = =5

Bizonyitds. A definicié szerint

P(A|B)P(B) P(ANB)P(B)
P(4) P(B)P(4)

— P(B|A).

]

3.6. Tétel. Bayes-tétel Legyen By, Bs,... teljes eseményrendszer, melyre
P(B,) > 0 minden n-re. Ekkor tetszdleges pozitiv valdszindségi A € A
esemény esetén, tetszdleges k-ra

_ P(A|B,)P(By)
P(BilA) = s~ BrAIB1P(B,)

Bizonyitds. El6bb a teljes valoszintiség tételét, majd a Bayes-formulét hasz-
nalva

P(A|By)P(By)  P(A|B)P(By)

]

3.7. Példa. Doppingteszt. Kifejlesztenek egy 1j doppingtesztet, mely a dop-
pingolok 99%-anal pozitiv eredményt ad, azonban a nem doppingol6 spor-
tolok 1%-nal is tévesen pozitiv eredményt ad. Tegytik fol, hogy a sportolok
1%-a doppingol. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy véletleniil kivalasz-
tott sportold

(a) doppingtesztje pozitiv?

(b) doppingolt, ha tudjuk, hogy a doppingtesztje pozitiv?
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Jelolje T' azt az eseményt, hogy a teszt eredménye pozitiv, és D azt az
eseményt, hogy a sportoldé doppingolt. Ekkor a feladat (a) része a P(T),
a (b) része a P(D|T) valoszintiséget kérdezi. A teljes valoszintiség tételét
alkalmazva a D, D¢ eseményrendszerre kapjuk

P(T)=P(D)P(T|D) + P(D°)P(T|D°)
=0,01-0,99+0,99-0,01 = 0,0198.
A Bayes-formula szerint

P(T|D)P(D) 0,99-0,01 1
P(T) 00,0198 2

P(D|T) =

A feladat eredménye meglepd, hiszen egy latszolag jol miikods teszt ese-
tén, annak a valdszintisége, hogy egy sportold tényleg doppingolt, feltéve,
hogy a teszt eredménye pozitiv, 1/2. Vilagos, hogy ilyen tesztelés mellett
nem vehetjiik el senkitsl az olimpiai aranyérmét. A hiba onnan jon, hogy ha
100 sportolobdl 1 doppingol, akkor a teszt ezt az 1-et nagy valoszintiséggel
kimutatja, viszont a 99 becsiiletes sportold koziil is kb. egyet tévesen a dop-
pingolok kozé sorol. Igy kb. két pozitiv teszteredmény lesz, de a két sportold
koziil csak az egyik doppingol.

3.8. Példa. Egy hallgatd p valoszintlséggel tudja a valaszt egy kérdésre. Ha
nem tudja, akkor az n lehetséges valasz koziil véletleniil valaszt egyet. Mennyi
legyen a lehetséges véilaszok n szama, hogy az oktaté legalabb 0,9 valoszint-
séggel kovetkeztethessen arra a hallgato jo valaszabol, hogy a hallgaté tudta
a valaszt?

Jelolje H azt az eseményt, hogy a hallgato jol valaszol, T' pedig azt az
eseményt, hogy tudja a valaszt. Ekkor olyan n értéket keresiink, melyre
teljesiil a P(T'|H) > 0,9 egyenlStlenség. Tehat a

P(H|T)P(T) Ly .,

POV = 5amer) + PP Tp+L-(1=p) ~

egyenlGtlenséget kell megoldanunk n-re. Rovid szamolas utdan adodik, hogy
n > 9(1 — p)/p. Azaz p = 1/2 esetén az oktatonak legalabb 9 lehetséges
valaszt, mig p = 0,7 esetén legalabb 4 lehetséges valaszt kell megadnia.

Vegyiik észre, hogy ahogy p tart 0-hoz, az oktaté bizonyossagahoz sziik-
séges lehetséges valaszok szama tart végtelenbe. Gondoljuk meg mért termé-
szetes ez.

3.9. Példa. Szindbadnak jogaban all N haremholgy koziil egyet kivalasztania
oly modon, hogy az el6tte egyenként elvonul6 holgyek valamelyikére ramutat.
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Tegyiik fel, hogy egyértelmt szigortian monoton szépségi sorrendet tud felal-
litani, és a haremholgyek barmely elvonulasi sorrendje egyforman valdszint.
Szindbad k holgyet elenged, majd kivalasztja az els6t, aki szebb az Gsszes
el6tte elvonultnal. Mennyi a valoszintisége, hogy a legszebb holgyet valasztja
ki? Milyen k esetén lesz ez a valoszintiség a legnagyobb, ha N elég nagy?

Jelolje A; azt az eseményt, hogy a i-edik lany a legszebb, i =1,2,... N,
és legyen B az az esemény, hogy Szindbad a legszebb lanyt valasztja. Ekkor
a teljes valosziniiség tétele szerint

N
P(B) =) P(A)P(B|4,).
i=1
Vilagos, hogy P(A;) = N~! minden i-re, és P(B|A;) = 0hai < k. Hai >k,
akkor Szindbad pontosan akkor valasztja ki a legszebb haremholgyet, ha az
elsG i — 1 lany koziil a legszebb az els§ k-ban volt. Tehat P(B|A;) = k/(i—1).
Osszegezve

P(5)= Y PU)P(BIA) = 3+

4. Fluggetlenség

Két esemény fiiggetlensége intuitivan azt jelenti, hogy bekovetkezéseik nem
befolyéasoljak egymast. Tekintsiink egy adott kisérlethez tartozd A és B ese-
ményt. Ismételjiik n-szer a kisérletet. Ekkor S,,(A)/n az A esemény relativ
gyakorisaga az n kisérlet soran. Most figyeljiik csak azokat a kisérleteket,
ahol B bekovetkezett, ezek szama S,,(B). Ezek kozil S, (A N B) azon ki-
sérletek szama, ahol A is bekdvetkezett, igy a megfelel6 relativ gyakorisag
Sn(AN B)/S,(B). Az, hogy A és B nem befolyasoljak egymast, azt jelenti,
hogy ez a két relativ gyakorisag kb. megegyezik, azaz

Su(A)  Su(ANB) S, (ANB)/n
n  Su(B)  S.(B)/n

A bal oldal kb. P(A), a jobb oldal pedig P(AN B)/P(B), vagyis azt kaptuk,
hogy
P(ANB)=P(A)P(B).

Ez a fiiggetlenség definicidja.

Masképpen, a B esemény bekovetkezése nem befolyasolja az A bekovet-
kezését, azaz P(A|B) = P(A), ahonnan P(AN B) = P(A)P(B).
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4.1. Definicio. Az A és B események fiiggetlenek, ha P(ANB) = P(A)P(B).

A definiciobol vilagos, hogy a fiiggetlenség szimmetrikus. Tovabbé, a
biztos ill. a lehetetlen eseménytdl minden esemény fiiggetlen.

4.2. Példa. Francia kartyapaklibol véletlenszertien huzunk egy lapot. Jelolje
D azt az eseményt, hogy damat huzunk, K pedig azt, hogy kért. Ekkor
D N K az az esemény, hogy a kér damat haztuk ki, igy P(D N K) = 1/52.
Ugyanakkor P(D) = 4/52 = 1/13 és P(K) = 13/52 = 1/4, azaz a két
esemény fiiggetlen.

4.3. Példa. Foldobunk n-szer egy szabalyos érmét. Legyen A az az esemény,
hogy legfeljebb egy fejet dobunk, B pedig az, hogy legalabb egy fejet és egy
irdst dobunk.
Ekkor P(A) = (n+1)/2", P(B) =1—-2/2", és P(AN B) = n/2". Azaz
A és B pontosan akkor fiiggetlenek, ha
n+12"—2 n

P(4)-P(B) = 5= —5— = 5= = P(AN B)

teljesiil. Innen kis szamolgatassal kapjuk, hogy A és B fiiggetlenek, ha n = 3,
kiilénben pedig nem azok.

4.4. Definicid. Az A, B, C események fiiggetlenek, ha P(ANB) = P(A)P(B),
P(ANC) = P(APC), P(BNC) = P(B)P(C), és PANBNC) =
P(A)P(B)P(C) teljesiil. Tovabba, az A, B,C események paronként fiig-
getlenek, ha barmely kettd fiiggetlen.

4.5. Példa. Valasszunk egyenletes eloszlas szerint egy pontot a [0, 1] egység-
négyzetben. Legyen A az az esemény, hogy a valasztott pont a [0, 1] x [0, 1/2]
téglalapba esik, B az az esemény, hogy a valasztott pont az [1/2,1] x [0, 1]
téglalapba esik, C' pedig az az esemény, hogy a vélasztott pont a [0,1/2]* U
[1/2,1]? halmazba esik. Kénnyen ellenérizhets, hogy A, B, C' paronként fiig-
getlenek, de nem fiiggetlenek.

4.6. Definicio. Az Ay, A,, ..., A, események fliggetlenek, ha barmely k €
{2,3,...,n} s 1 <y <ip <...<ip <n esetén

P(A;, N...NA,)=P(4,)...P(4,).

Végtelen sok esemény akkor fiiggetlen, ha koziiliikk barmely véges sok fiigget-
len.

4.7. Allitas. Ha az Ay, ..., A, események fiiggetlenek, akkor tetszdleges k €
{1,2,...,n} esetén az {Ay, ..., Ax} eseményekbol ill. az {Ax.1,..., A} ese-
ményekbdl alkotott események fiiggetlenek.
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Ezt nem bizonyitjuk. Az allitds szerint példaul ha A, B,C, D filiggetlen
események, akkor AU B és C'N D is fiiggetlenek.

4.8. Allitas. Figgetlen események kizil ha néhdnyat kicserélink a komple-
menterére, akkor is fliggetlen eseményeket kapunk.

Bizonyitds. Legyenek Aq, A, ..., A, fiiggetlenek. Nyilvan elég megmutatni,
hogy Af, Ay, ..., A, is fliggetlenek. Hiszen ekkor egyesével kicserélhetiink
akdrhany eseményt. A definiciot elég az 1 =iy < is < ... < i < n esetben
ellendrizni, hiszen ha A{ nincs a kivalasztott események kozt, akkor a feltevés
szerint teljesiil a fiiggetlenség. Ekkor viszont, el6bb a mérték tulajdonsaga,
majd a fliggetlenség miatt

P(ATN A, N...NA) =P(A,N...NA) —P(AiNA,N...NA4;,)
=P(A;,)...P(A;,) —P(A)P(A;,) ... P(4;,)
=[1-P(4)[P(4;)... P(4;)

amit igazolni kellett. O

Kisérletek fiiggetlenségérsl akkor beszéliink, ha a hozzajuk tartozo ese-
mények fiiggetlenek.

4.1. Craps jaték

A craps jatékot és annak valtozatait jelenleg is jatsszék kaszinokban. A jaték
az BEgyesiilt Allamokban népszert, 1820 koriil terjedt el New Orleansban.

A jatékos két dobokockaval dob. Ha az els§ dobasnal a dobott szamok
Osszege 7 vagy 11, akkor azonnal nyer, ha 2,3 vagy 12 akkor veszit. Kiilonben
folytatja a dobasokat, és akkor nyer, ha hamarabb dobja meg azt az Gsszeget,
amit elsére dobott, mint a 7-et.

A kovetkezdkben meghatarozzuk a nyerés valoszintiségét.

Jelolje A azt az eseményt, hogy nyeriink, A; pedig azt, hogy az elsé dobéas
eredménye i, és nyeriink. Vilagos, hogy P(As) = P(A43) = P(Ap) = 0,

tovabba
6 1 2 1

P(A7) = % = 6, és P(All) = % = E,

hiszen ezekben az esetekben a jaték az els§ dobéas utan véget ér. Ha az elsé
dobésnél az sszeg 4,5, 6, 8,9 vagy 10 akkor a dolog érdekesebb. Jeldlje A, ,
azt az eseményt, hogy az els§¢ dobasnal az Osszeg ¢ és pontosan az n-edik
dobésnél nyeriink. Nyilvan A; = U2, A; ,,, és az unioé diszjunkt.
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Tekintsiik az A4, eseményt. Ekkor az elsé dobéasnél az 6sszeg 4, ami 3
féleképpen kovetkezhet be ((1,3), (2,2),(3,1)), és mivel nyertiink, az utolsd
dobasnél is 4 az 6sszeg. A kozbiils6 n — 2 dobas soran nem dobtunk 4-et, és
7-et, hiszen ekkor véget ért volna a jaték korabban. Igy 3 + 6 esetet zartunk
ki. Ezek szerint

3.(36—9)"2.3 9 [21\"?
P(As,) = 367 362 (%> '

Innen pedig geometria sort 6sszegezve, kapjuk

> 9 /271\"* 1
P(Ay) =) P(Ay,) = 362 (%) =35
n=2

A t6bbi eset hasonléan megy,

9 [27\"?
P(Ay;,) =P(Ap,) = —= | =
(A4 = Pn) = 35 (35
16 (26\"°
P(As5,)=P(Ay,) = — | =
(A5 = Plan) = g (5 )
25 (25\"°
P(As,) =P(As,) = — | —= ,
(o) = PlAsy) = o (55)
majd a megfelel6 geometriai sorokat Gsszegezve
1
P(Ay) =P(Ayp) = —
(A1) = P(Aio) = 5.
2
P(A5;) =P(Ay) = —
(45) = P(4s) =
25
P(Ag) = P(A4g) = —.
Végiil azt kapjuk, hogy
12
244
P(A :E P = — = 0,493.

5. Véletlen valtozok

5.1. Definici6. Tekintsiink egy (€2, A, P) valoszintiségi mez6t. Az

X:O—R
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fiiggvényeket véletlen vdltozonak nevezziik, ha a
XH(=00,d)) = {w: X(w) < a}
inverzkép A-beli tetszbleges a € R esetén.

Maéar sok példat lattunk véletlen valtozora. Ilyen példaul a dobokocké-
val dobott szam értéke, vagy ha harom kockéval dobunk, akkor a legkisebb
dobott szam. Ilyen az 6toslotton kihiizott legnagyobb szam, vagy az egy
szelvényen elért taladlatok szama. Véletlen valtozo az is, hogy a ropi hol torik
el, vagy az egységnégyzetben egyenletesen valasztott pont milyen tavol van
a négyzet hataratol, stb.

5.2. Definici6o. Az X véletlen valtozo eloszldsfiigguénye az

Flz)=P(X <z)=P{w: X(w) <z}), z €R,

fiiggvény.
5.3. Példa. Dobokockaval dobunk. Jeldlje X a dobott értéket. Ekkor a
lehetséges kimenetelek halmaza Q = {1,2,...,6}, az események halmaza

A = 2. Szabalyos a kockank, ezért minden értéket 1/6-od valészintiségggel

dobutnk, azaz P(A) = %, (klasszikus valoszintiségi mezs). A dobott szam

X :Q = R, w— w, azaz az identikus leképezés. Ezért

0, ha z < 1,
{X<z}={w:X(w)<z}=<¢{1,2,...,[z]}, hal <z <6,
{1,2,...,6}, hax>6.

Igy az eloszlasiiggvény

0, z<1,
F(a) = P(X <o) =P(fw : X(w) <a}) = B, 1<2 <5,
1, x>6.

5.4. Példa. Egységnégyzetben valasztunk egyenletes eloszlas szerint egy pon-
tot. Adjuk meg a pont a négyzet hataratol vett tavolsaganak eloszlasat!

Jelolje X a tavolsagot. Ekkor geometriai valosziniiségi mezén vagyunk,
Q = [0,1?, A = B([0,1]%), és P(A) = |A|, ahol | - | a teriilet. Konnyen
lathato, hogy X : Q — R, (u,v) — min{u,v,1 —u,1 — v}, igy

{(X <z} ={w: X(w) <z}

0, x <0,
= ¢ {(u,v) : min{u,v,1 —u,1 —v} <z}, 0<xz<1/2,
0,1]%, x>1/2.
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Azaz
Flz)=P(X <2)=P{w : X(w) <z})

0, ha z < 0,
=4zx(l—z), ha0<z<1/2,
1, ha x> 1/2,

5.5. Tétel. Legyen F(x) egy X véletlen vdltozo eloszlasfiggvénye. Ekkor
(i) F monoton nemcsokkend;
(i1) lim, o F(z) =1 éslim,, o F(z) =0;
(i1i) F jobbrol folytonos.
Bizonyitds. (i) Ha x1 < xg akkor {X < z1} C {X < 25} és igy a mérték
monotonitasa miatt F(x;) = P(X < x;) < P(X < z5) = F(x2).

(ii) A monotonitasbol kovetkezik, hogy lim, .., F'(x) létezik, igy elég be-
latni, hogy lim, ., F(n) = 1. Tekintsiik az A, = {X <n} ={w: X(w) <
n} halmazokat. Ekkor F'(n) = P(A,). Vilagos, hogy (A,) monoton béviils
halmazsorozat, azaz A, C A,i1. Ugyanakkor UA, = {X < oo} = ), és
ezért

lim P(A,) =P ((U2,4,) =P(Q) =1.
n—oo
A masik hatarérték igazolasahoz is elég részsorozaton dolgozni a mono-

tonitas miatt. Legyen B, = {X < —n}. Ekkor F(—n) = P(B,), a (B,)
halmazsorozat monoton csokkend, és NB, = {X < —oo} = 0. Ezért (ismét
a mértékek folytonosséagi tétele szerint)

lim P(B,) =P(N,2,B,) =P(0) =0.

n—oo

Végil, a (iii) pont belatasahoz is hasonléan okoskodunk. Jeldlje F(z+)
az x pontban vett jobboldali hatarértéket. Ez megint 1étezik a monotonitas
miatt. Tekintsiik a C, = {X < z + n~'} halmazokat. Ekkor (C,,) csokken6
halmazsorozat, és NC,, = {X < z}. Igy ismét a folytonossagi tétel szerint

F(z+) = lim F(z+n7") = lim P(C,) = P(MZ,Ch) = P(X < 7) = F(a).
O

Vegyiik észre, hogy F monotonitasabol kovetkezik az F'(x—) baloldali
hatéarérték létezése is, azonban &altalaban az F(x) = F(x—) egyenlGség nem
teljestil. Az el6zGekhez hasonloan lathato, hogy F(z—) = P(X < ), tovabba

Flz)=P(X <z)=P(X <z)+P(X=2)=F(z—)+P(X =2).
Ez pedig éppen azt jelenti, hogy F' pontosan akkor folytonos az x pontban,
ha P(X =2) =0.

A definiciobol adodik, hogy a < b esetén P(a < X < b) = F(b) — F(a).
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5.1. Diszkrét véletlen valtozok

5.6. Definici6. Egy véletlen valtozé diszkrét, ha értékkészlete megszamlél-
hato (azaz véges vagy megszamlalhatoan végtelen). Ha egy diszkrét véletlen
valtozo lehetséges értékei xy, s, . .., akkor p; = P(X = z;) > 0 a valtozo
eloszlasa.

Ha (p;) eloszlas, akkor }, p; = 1. Az eloszlasfiiggvény F(z) = >, ., pi-
5.7. Példa. Legyen X = I, az A esemény indikatorvaltozoja. Azaz

0, hhwegA
_[ — Y )
a(@) {1, ha w € A.

Ekkor X lehetséges értekei 0 és 1, és P(X =1) =P(A) =p=1-P(X =0).
O a p paramétert Bernoulli eloszlas.

5.8. Példa. Legyen X = S, egy kisérlet n-szeri ismétlése soran az A ese-
mény bekovetkezéseinek a szama. Ekkor X lehetséges értékei 0,1,2,...,n,
ésP(X =k)= (})p*(1 —p)"~*, ahol p = P(4) € (0,1). O az (n, p) parameé-
terd binomialis eloszlas.

5.9. Példa. Egy kisérletet addig ismétliink, amig egy adott A esemény be
nem kovetkezik. Legyen X az elvégzett kisérletek szama. Ekkor X lehetséges
értékei 1,2..., és P(X = k) = p(1 — p)*'. O a p paraméterti geometria
eloszlas.

5.2. Folytonos véletlen valtozok

Egy véletlen valtozo értékkészlete nem feltétleniil megszamlalhato. A ropi
példaul béarhol eltorhet. Vagy gondolhatunk tetszéleges mérés eredményé-
re, élettartamra, .... Ilyenkor a valtozo kontinuum sok értéket vehet fel,
mindegyiket 0 valoszintiséggel. Ez a mese, a definicié a kovetkezd.

5.10. Definicié. Egy X véletlen valtozo folytonos eloszldsi, ha létezik egy
nemnegativ f fliggvény, melyre

Fa) =P <a)= [ )y sek

Az f(x) fiiggvény az X véletlen valtozo stirtiségfiiggvénye.

A definiciobol vilagos, hogy P(X € (a,b)) = P(X € ( f f(y)dy,
—00 < a <b< 0. Specialisan

/ f(a)dz = P(X € R) = 1, és P(X /f
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5.11. Példa. A standard normaélis eloszlés stirtiségfiiggvénye p(z) =
z € R. Az closzlasfiiggvény ®(z) = [*__ ¢(y)dy.

5.3. Véletlen vektorvaltozok

Egy kisérletnél sokszor tobb a kisérlet eredményét leir6 adatra vagyunk ki-
vancsiak. Példaul testtomeg, testmagassag, vérnyomés, pulzus, .. ..

5.12. Definicié. Az X = (X4,...,X,) : Q@ — R" fiiggvény véletlen vektor-
valtozo, ha minden komponense véletlen valtozo. Az X eloszlasfiiggvénye

F(zy,...,x,) =P(Xy < ay,..., X, < zy).

Az (X1,...,X,) véletlen vektorvaltozo diszkrét, ha értékkészlete megszam-
lalhato, és folytonos, ha van olyan f nemnegativ n-valtozos fliggvény, melyre

T1 Tn
F(.Il,...,l’n):/ / Fyr, - yn)dy, ... dipy

teljestil minden (zy,...,2,) € R" esetén. Ilyenkor az f fliggvényt az X
vektorvaltozo siirtiségfiiggvényének nevezziik.
Az X;,1=1,2,...,n, valtozok eloszlasat, peremeloszlasnak, vagy margi-

nalis eloszlasnak nevezziik.
Folytonos eseteben a definiciobol vilagos, hogy az egyvéltozos eset analo-
gidjara
an
—F
oxy...0x,
teljesiil. Az x; — oo, 1 = 1,2,...,n hataratmenettel azt is latjuk, hogy

/ / fzy,... xy)da, ... dey =1,

mint az egyvaltozos esetben.

(1, xn) = fxg, ... xy)

5.13. Allitas. Legyen X = (X1,...,Xn) véletlen vektorvdltozsé. Az X; eloszldsfiggvénye

Fi(z) = lim F(z1,...,%i—1,Z,Tit1,--.,Tn).
T]—00,..., T 1—00,T;41—>00,..., Ty —>00

Bizonyitds. Tekintsiik az
Am ={w: Xj(w) <m,j #4,X; <z}, m>1,
halmazokat. Ekkor az (A,,) halmazsorozat monoton bviils, és

Upe 1 Am ={w: X; <z}

Tehéat
lim F(m,...,m,z,m,...,m)= lim P(Ap)
m— o0 m—r 00
A koordinatankénti monotonitasbol az allitas kovetkezik. O
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5.14. Allitas. Legyen X = (X1,...,Xn) folytonos véletlen vektorvdltozé f sariségfiggvénnyel. Ekkor
Xi,1=1,2,...,n, folytonos véletlen vdltozd, melynek stiriségfiggvénye

oo oo
(Ii)=/ / Fi, o ¥im1, %, Yig 1, -5 yn)dyr .. dys—1dyigr - .. dyag,
— 00 — 00

azaz az i-edik vdltozon kivil minden vdltozot kitntegralunk R-en.

Bizonyitds. Legyen f; az allitasban szerepls fiiggvény. Ekkor a szukcessziv integralasra vonatkozé tétel

szerint
xT xT o0 o0
/ fi(y)dy:/ [/ / FWis e Yim1,Y, Yit1s -+ Yn)
— 00 — o0 — 00 — 00

dyr...dyi—1dyit1 ... dyn |dy

:/ / / / / FWi, - Y%i-1,9,Yit1, - Yn)

dyi ...dy;—1dydyit1 ... dyn

= lim F(a:l,...,xifl,x,a:i+1,...,xn)
T —00,...,Tj_1—>00,&; 4] —>00,Tpn—+00

=P(X; <),

ahol az utolso el6tti egyenldségnél folhasznaltuk az 5.13 Allitast. Tehat

/ fily P(X; <uz),

ami éppen a bizonyitand6 allitas. O

5.15. Allitas. Legyen f(u,v) az (X,Y) wvéletlen vektor sﬁrﬁségfﬁggvénye
Ekkor X ésY is folytonos véletlen vdltozok fR u,v)dov ll. fR u,v)dv si-
riségfigguénnyel.

Bizonyitds. A strtségfiiggvény definicioja szerint

P(X < ) :P(ng,Y<oo):/:o (/_Zf(u,v)dv) du

]
5.4. Véletlen valtozok fiiggetlensége
Legyenek X, ..., X, az (Q, A, P) valoszintiségi mezdn értelmezett véletlen

valtozok.

5.16. Definicioé. Az Xi,..., X, fliggetlenek, ha minden z1,...,z, € R ese-
tén

P(Xl S .flfl,...,Xn § In) = P(Xl S xl)P(Xn S an)
teljesiil. Vagyis az egyiittes eloszlasfiiggvény az egyes eloszlastfiiggvények
szorzata.
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Megjegyzés. Megmutathato, hogy ha X, ..., X, fiiggetlenek, akkor tetszéle-
ges By,..., B, véges vagy végtelen intervallumok esetén

P(X,€By,...,X, € B,)=P(X, € B))...P(X, € B,)

teljesiil.

A diszkrét, illetve a folytonos esetben ez a karakterizacié tovabb egysze-
riisithetd.

5.17. Allitas. Legyenek Xy, ..., X, diszkrét véletlen vdltozok gy, hogy X;
lehetséges értékei .TJY), xél), ot =1,2,...,n. Ekkor Xy,...,X, pontosan

akkor fiiggetlenek, ha
P(X, =2, X, =2") =P(X, =2V).. . P(X, = 2"

teljesiil tetszdleges i;, . . ., 1, indexekre.
Legyenek X4, ..., X, egyiittesen folytonos véletlen vdltozok f egyiittes si-
riségfigguénnyel. Ekkor X, ..., X, pontosan akkor fiiggetlenek, ha

f(xh SR 71:”) = le(ml) S an<In)7
ahol in az X; suriségfiggvénye.

A folytonos esetben csak n = 2 esetén bizonyitunk. Az altaldnos eset
ugyanez, csak macerdasabb a jelolés. Ha a strtiségfiiggvény faktorizalodik,
akkor

oy
P(X <z Y <y)= / / fx(u) fy (v)dvdu

/ h-du/ fyr(v)dv = P(X < 2) P(Y <),

azaz a valtozok fiiggetlenek. Megforditva, tegyiik fel, hogy a valtozok fiig-
getlenek. Ekkor

PX<z,Y<y)=PX<z2)PY <y)

/ fx(u du/ fy(v
:[m[mﬁwmmmww

azaz fx(u)fy(v) az egyiittes stirtségfiiggvény, amint allitottuk. O
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5.5. Fliggetlenség és geometriai valésziniiség

5.18. Definici6é. Legyen T = [a1,b1] X ... [an,bn] egy n-dimenzids tégla, ahol —co < a; < b; < oo,
i =1,2,...,n. Az X = (X1,...,Xn) : © = T egyenletes eloszlastu véletlen valtozé T-n, ha tetszSleges
S =e1,d1] X ... X [cn, dn] résztéglajara T-nek

. (dl_cl)---(dn_cn)
P S = o Ta)  n—am)’

Ekkor X indukal egy geometriai valoszintségi mezst.

5.19. Allitas. Az X = (X1,...,Xn) véletlen vektorvdltozé pontosan akkor egyenletes eloszldsd a T =
[a1,b1] X ... X [an, bn] tégldn, ha minden i-re X; egyenletes eloszldsi [a;, bi]-n, és X1,..., Xn figgetlenek.

Bizonyitds. <: Legyen S = [c1,d1] X ... X [cn,drn]. Ekkor

P(X €S5)=P(X1 €[c1,d1],..., Xn € [cn,dn])

n

_ s (di =)

(b —ai)
=: Legyen i € {1,...,n}, a; < ¢; < d; < b; tetszdleges. Ekkor

P(Xi S [Ci,di}) =P(X; € [al,bl],...,Xi S [ci,di],...,Xn S [ambn])
=P(X €fa1,b1] X ... X [ci,di] X ... X [an,bn])
(di —ci) [1;24(b5 — a5)
;'L:1(bj —aj)

di — C;

bi—[li

Hasonléan igazolhato a fiiggetlenség az intervallumok esetén, ahonnan pedig kovetkezik altalanosan. [

6. Varhato érték

Egy kisérletet n-szer fiiggetleniil ismétliink és minden alkalommal megfigyel-
jik X értékét: Xy, Xo, ..., X,,. Ezen értékek atlagai egy szdmhoz tartanak,
ez lesz EX.

Motivacio

6.1. Definicié. Ha X diszkrét véletlen valtozo x1, zo, . .. lehetséges értékek-
kel, akkor az X wdrhato értéke

EX =) zP(X =),
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ha ). |z;|P(X = z;) < o0.
Ha X folytonos véletlen valtozo f(x) strtségfiiggvénnyel, akkor az X
varhato értéke

EX = /OO yf(y)dy,

a [7° |ylf(y)dy < oo,

Folytonos eset magyarazata h hosszusagu intervallumokkal.

6.1. Varhato érték tulajdonsagai

6.2. Allitas. Legyenek X,Y véletlen vdltozok, g : R — R, h : R* = R olyan
figguények, melyekre az dllitasokban szerepld vdarhato értékek léteznek. Ekkor

o0

=S gP(x =), By = [ gt

ahol f(x) az X sdrdségfiggvénye, és

=D (i y)P(X =, Y =), ill.
(]

pxY) = [ [ ne ) sodady,

ahol f(z,y) az (X,Y) folytonos véletlen vektorvdltozo siriségfiggvénye.

Bizonyitds. Csak az els6 allitast igazoljuk és csak diszkrét esetben. Mivel X
diszkrét, ezért g(X) is diszkrét yy, ya, . .. lehetséges értékekkel. Ezért

X):ZyjP(g(X)zyj)
= Z% Z P(X

irg(wi)=

—Z Z yP(X =)

J o g(xz

=2 Z =)

J ig(wi)=y;

:Zg z)P(X = x;).
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6.3. Allitas. A kovetkezékben a,b valds konstansok, X,Y, Xy, ..., X, vélet-
len wvdltozok.

(i) A vdrhato érték linedris, azaz tetszéleges a,b € R dllanddkra

EaX +b=aEX + 0.

(1)) Ha a < X <b, akkor a < EX < tetszdleges a,b € R szamok esetén.
(ii)) E(X+Y)=EX +EY.
(iv) Ha X1, Xo,..., X, véletlen vdltozdk, akkor

(v) Ha X ésY fiiggetlenek, akkor Egi(X)g2(Y) = Eg1(X)Egs(Y). Speci-
dalisan, ha X €ésY figgetlenek, akkor EXY = EXEY.

Bizonyitds. (i) Az el6z6 allitast g(x) = ax + b fiiggvénnyel felirva

E(aX +b) =) (az; +b)P(X = 2;) = aBX +b.

%

Folytonosra ugyanigy.

(i)
a=a) P(X=ux sz = EX<ZbP ;) = b.

Folytonosra ugyanigy.
(iii) A 6.2 Allitast h(z,y) = x + y fliggvénnyel felirva

E(X+Y)= szﬁy] =Y =)
o Z'IZZP =, Y = +ZijP xh - y]) tvt
:Ziﬁi =X +ij _y]

=EX + EY.

Csak diszkrét esetben bizonyitunk.
(iv) Kovetkezik (iii)-bol teljes indukcioval.
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(v) A 6.2 Allitast h(z,y) = g1(x)g2(y) fiiggvénnyel felirva
E(g (X ZZgl )2 (y;)P(X = 27, Y = y;)
= Z Z gl -CEi 92 yj X = xz)P(Y = y]) fiiggetlenség

=2 @)P(X =2) > a(y)P(Y =)

= E(g1(X))E(g2(Y)).
A folytonos esetben
E(g1(X / 91(2)g2(y) f (z,y)dzdy

:/ gl 92 y)fl( ) ( )d{L‘dy fliggetlenség

o0 —00

00 00
= / de / gz szukcessziv integralas
— 00 oo

= E(91(X))E(g2(Y)).
0

6.4. Példa. Csodaorszag munka térvénykodnyve szerint egy cég minden mun-
késa fizetett szabadsagot kap azokon a napokon, amikor legalabb az egyikiik-
nek sziiletésnapja van. Ezen napok kivételével azonban az év minden napjan
mindenkinek dolgoznia kell. Minden munkas 1 TV-késziiléket készit egy nap
alatt. Hany alkalmazottat vegyen fel a cégtulajdonos, ha azt akarja, hogy a
gyartott TV-késziilékek szamanak a varhatod értéke maximalis legyen?

Legyen n az alkalmazottak szama. Jelolje X,, az egy évben gyartott TV-k
szamat, és legyen Y; az i-edik napon gyartott TV-k szama, i = 1,2,...,365.
Vilagos, hogy

X=Y1+Ys+ ...+ Y.

Masrészt Y-k azonos eloszlastuak, lehetséges értékeik n vagy 0, és

364\"
P(Y; = n) = P(nincs sziiletésnap az i-edik napon) = <%>

364
E(X,) =
(X,) =365n (365>
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Egyszerd szdmolassal kapjuk, hogy

E(Xy)

—— <1 & n <364,
E(Xn-i-l) N B

azaz a maximum az n = 364 és n = 365 helyeken vétetik fel.

6.5. Definici6o. Az X véletlen valtozo k-adik momentuma E(X¥), és k-adik
centralis momentuma E[(X — EX)¥], k =1,2,.... A 6.2 Allitas szerint

E(Xk) _ ZZ $§P<X - Xz), ha X diszkrét,
B 25 b f(x)da, ha X folytonos.

6.2. Széras, kovariancia, korrelaci6

6.6. Definicio. Az X véletlen véltoz6 szérdsa D(X) = /E(X — E(X))2.

A szorés annak a mérGszama, hogy a valtozé mennyire tér el a varhato
értéketsl. Mivel E(X — E(X)) = 0, E|X — E(X)| pedig nehezen kezelhetd
(nem differencialhato az | - | fiiggvény), ezért ez a legegyszertbb ilyen.

6.7. Allitas. Tetszdleges X véletlen vdltozd és a,b valds szdmok esetén
(i) D*(X) = E(X?) — (E(X))*;
(ii) D*(aX +b) = a®D*(X);
(i1i) D(X) = 0 akkor és csak akkor, ha X = E(X), azaz X konstans véletlen
vdltozo.

Bizonyitds. A definici6 alkalmazéasa. m
Véletlen valtozok fiiggdségének mérdszamai a kovariancia és a korrelacio.

6.8. Definicié. Az X és Y véletlen valtozok kovariancidja
Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y - E(Y))],

korreldcidja
Cov(X,Y)

" i)

A kovariancia egyszeri tulajdonsagai:

6.9. Allitas. Tetszdleges X, X1,..., X, Y, Y1, ..., Y., véletlen vdltozok és a,b
valos szamok esetén igazak az aldbbiak.

(i) Cov(X,X) =D2(X);
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(1)) Cov(X,Y) = Cov(Y, X);
(i1i) Cov(aX,bY) = abCov(X,Y);
(i) Cov (1, X, X0, V) = o, S, Cov(X,, Yy);
(v) ha X ésY figgetlenek, akkor Cov(X,Y) = 0.
Bizonyitds. Egyszert szamolas. O

6.10. Allitas. (i) |Cov(X,Y)| < D(X)D(Y) (Bunyakovszkij-Cauchy-Schwarz),
ahonnan adddik, hogy p(X,Y) € [-1,1];

(ii) ha p(X,Y) =1, akkor
D(X)

X=EX)+ %(Y —E(Y));
(11i) ha p(X,Y) = —1, akkor
X =E(X) - %(Y —E(Y)).

Bizonyitds. (i): Tekintsiik az U 4tV véletlen valtozot, ahol ¢ egy valos szam.
Mivel E[(U + tV)?] > 0, ezért a

p(t) = E[(U +tV)?] = *E(V?) + 2tE(UV) + E(U?) (1)
t-ben masodfoki polinom diszkriminansa nempozitiv. Azaz
A[E(UV)]? <4E(U*)E(V?), (2)

amibdl kovetkezik, hogy

[E(UV)| < VE(U?)E(V?).

Ezt az egyenl6tlenséget az U = X — E(X) és V =Y — E(Y) valtozokra
felirva kapjuk az allitast.

(i) és (ili): Ha |p(X,Y)| = 1, akkor a (2) egyenlStlenség U = X —
E(X) és V =Y — E(Y) valtozokra egyenldség, azaz a méasodfokt p polinom
diszkriminénsa 0. Ezek szerint

E[(X — EX)(Y — EY)] D(X

(
o E e b

~—

zérushely, vagyis
X —EX)+t(Y -E(®Y)) =0,

ami éppen a bizonyitando. ]
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Megjegyzés. Korreldacio jelentése. Ha p(X,Y) = 0, akkor X és Y korre-
ldlatlanok. A 6.9 Allitas (v) pontja szerint a fiiggetlenségbdl kovetkezik a
korrelalatlansidg. Forditva ez nem igaz, konnyt ellenpéldat gyartani. Min-
denesetre, minél kisebb a korrelaci6 annal gyengébb a két valtozo kozotti
fiiggés. A 6.10 Allitasbol pedig azt latjuk, hogy minél kozelebb van |p(X,Y)|
értéke 1-hez, annél erésebb a véaltozok kozotti fiiggés.

Ha a korrelacié pozitiv, akkor ha X nagy, akkor Y is nagy, ha pedig
negativ, akkor ha X nagy, akkor Y kicsi, és forditva. Ezek a megallapitasok
persze nem tehetGk nagyon precizzé, ez a szemléletes jelentés.

6.11. Allitas. Legyenek X1, Xo, ..., X, pdronként figgetlen véletlen vdlto-

zok. Ekkor
> (Z Xi) = Y DA(X).
i=1 i=1
Bizonyitds. Egyszertd szamolés. O

6.12. Példa. Egy szabalyos dobokockaval n-szer dobunk. Jelolje X a hatosok,
Y egyesek szamat! Legyen I; = 1, ha az i-edik dobas hatos, kiilonben 0,
J; = 1, ha az i-edik dobés egyes, kiilénben 0, i = 1,2, ..., n. Nyilvan

i=1 1=1

Tovabba I, ..., I, figgetlenek, és Jy, ..., J, is fliggetlenek.

Ekkor Iy, ..., 1, fuggetlen, Bernoulli eloszldsu véletlen véaltozok 1/6 pa-
raméterrel. A megfelel§ eloszlas P(I; = 1) = 1/6, P(I; = 0) = 5/6. A J-kre
hasonléan. A hatosok szama X binomidlis eloszldsi véletlen valtozo (n, 1/6)
paraméterrel. Eloszlasa

P(X = k) = by(n, 1/6) = (Z) (é)k <§>H k=01, . .n

A varhato értéket és a szorast a definici6 alapjan szamolhatjuk. Valoban,

és
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Es persze E(I;) = E(J;) = £, D*([;) =D?*(J;)) = 2,i=1,...,n. Az E(X),
D?(X) értékek meghatdrozasa szamolésabb:

E(X):ik.P(X:k)

26 @)

S ———E NG
-6 6
_nln=1)  n

36 6

Ezért 5

D*(X) = E(X?) — (E(X))* = nag

Sok szamolast megsporolunk, ha felhasznaljuk a (3) egyenletet és a 6.3
(iv) és 6.11 Allitasokat. Valoban,

B(X) = > B(L) = ¢.

és
- 5
D*(X) =) D*(I;)=n—.
() =2 D) = ngg

S6t, igy az X és Y kovariancidjat is konnyen meghatarozhatjuk. Vegyiik
észre, hogy ha i # j, akkor I; és J; fiiggetlenek, azaz Cov([;,J;) = 0,
kiillénben [;J; = 0, ezért Cov(1;, J;) = E(I;J;) — E(1;) E(J;) = —1/36. Tehat

1 1

Cov(X,Y) =) > Cov(l;, J;) = —25 = Mg

i=1 j=1 i=1
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korrelacidjuk pedig

Cov(X,Y) —ng B
PXY) = D) T we

1

£

Latjuk, hogy a korrelacié negativ, azaz ha sok hatost dobunk, akkor kevés
egyest, és forditva, ami teljesen természetes.

6.3. Ferdeség és lapultsag
6.13. Definicio. Az X véletlen véltozo ferdesége

E[(X - EX)’

S = =g

amennyiben E|X|? < oo, lapultsaga (csticsossaga)

E[(X —EX)Y
D(X)

K(X) = ~3.

A ferdeség a véletlen véltozd varhato értékére valo szimmetriajat mutat-
ja. Egy X véletlen valtozo szimmetrikus (a O-ra), ha X és —X eloszlasa
megegyezik, és X szimmetrikus c-re, ha X —c és ¢ — X eloszldsa megegyezik.

6.14. Allitas. Ha X szimmetrikus EX -re, és S(X) létezik, akkor S(X) = 0.

Bizonyitds. Mivel X szimmetrikus EX-re, ezért X —EX és EX — X eloszlasa
megegyezik. Specidlisan

E[(X - EX)’] = E[(EX - X)’],
ahonnan kapjuk, hogy E[(X — EX)3] = 0. O

Ha S(X) > 0, akkor ez szemléletesen azt jelenti, hogy a valtozo nagy
pozitiv értékeket vehet fel, az stirtiségfliggvénye / valoszintiségeloszlasa jobbra
dsl; ha S(X) < 0, akkor pedig balra.

6.15. Allitas. Ha a lapultsdg létezik, akkor K(X) > —2.

Bizonyitds. AzY = (X —EX)? jelolést bevezetve az llitas azt mondja, hogy
(E(Y))* < E(Y?).

Ezt mar lattuk. O
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A lapultsag a stirtségfiiggvény / valoszintiségeloszlas alakjat mutatja meg
a varhato érték korill. Ha K(X) kicsi, akkor a stirtiségfiiggvény tipikusan
sima, lapos, ha pedig K (X) nagy, akkor csucsos.

6.16. Allitas. Mind a ferdeség, mind a lapultsdg eltolds- és skdlainvaridns;
azaz tetszdles a >0 és b € R esetén

S(aX +0b)=95(X), K(aX+b) =K(X),

amennyiben a megfeleld mennyiségek léteznek.

7. Feltételes varhato érték

Legyen X véletlen véltozo egy (€2, A, P) valoszintiségi mezén, és legyen B
egy pozitiv valoszintiségi esemény. Ekkor X B-re vonatkozo feltételes elosz-
lasfiiggvénye

P{X <z}NB)
P(B)

Fp(z) =P(X <z|B)=Pp(X <z)=

A feltételes valoszintiség tulajdonsagainal lattuk, hogy P g(-) valoszintségi
mérték (€2, A)-n, tehat Fp valoban eloszlasfliggvény.

Ha X diszkrét, akkor (persze a B-re vonatkozo feltételes eloszlasa is diszk-
rét) feltételes varhato értéke

E(X|B) = ZP = 1| B) i,

feltéve, hogy > . P(X = x;|B)|z;| < oco. Ha pedig van olyan fp strtségfiigg-
vény, melyre Fg(z) = [*_ fp(y)dy, akkor

Bx|B) - [ " efple)de,

o0

feltéve, hogy az integral joldefinidlt, azaz ffooo |z| fp(z)dr < co.

7.1. Diszkrét feltétel

Legyenek XY diszkrét véletlen valtozok xi,xo,..., és y1,¥s,... lehetséges
értékekkel. A korabbiak szerint

P(X = Tk, Y = yg)
PY=y)

P(X = 2|V = ye) =
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és
E(X|Y =y) =Y P(X = x|V = y)zy.
k

Jelolje E(XY) azt az (2, A, P) valoszintiségi mezén értelmezett véletlen
valtozot, melynek értéke az {Y = y,} eseményen E(X|Y = y,). Formalisan

E(X|Y)(w) =Y EBX[Y =y)[(Y =y),
ahol I(-) az indikatorvaltozot jeloli. Vegyiik észre, hogy E(X|Y') egy olyan
véletlen valtozo, mely fiiggvénye Y -nak.

7.1. Tétel. Teljes valosziniség és vdarhato érték tétele diszkrét esetben Le-
gyenek XY diszkrét véletlen vdltozok xq, xs, ..., €S y1,Ya, ... lehetséges érté-

kekkel. Ekkor

P(X =) = ZP(X =Y =) P(Y = ;)

E(X) = ZE(X|Y =y)P(Y = ui).

Bizonyitds. Az els6 egyenlség egy teljes valoszintiség tétele az {Y = y;}
teljes eseményrendszerrel felirva. A maéasodik egyenlGség pedig az elsd és a
definicié kovetkezménye:

E(X) = ZP(X = Tp)Tk
=3 ) PX =Y =y)P(Y = yi)an
k 7
=3 ) PX =Y = y)P(Y = yi)ay
i k

= Z EXY =y)PY =y).

7.2. Folytonos feltétel

Legyenek X,Y egyiittesen folytonos véletlen valtozok h stirtiségfiiggvénnyel.
Jelolje

fuw) = [ T he)dy,  frly) = / " b y)da

o0 —00
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X és Y strtségfiiggvényét. Ekkor az X véletlen valtozé Y-ra vonatkozo
feltételes stirtiségfiiggvénye

MU ha fy(y) #0,

fx|y($|y) - {O, kilonben.

Vegyiik észre, hogy ha fy(y) > 0, akkor fxy(-|y) valoban stirtiségfiiggvény.

Az X véletlen valtozo Y-ra vonatkozo feltételes varhatd értéke
o0

E(X|Y = y) = / £y (zly)da,

amennyiben az integral értelmes.
7.2. Tétel. Teljes valdsziniség és vdarhato érték tétele folytonos esetben Le-

gyenek XY egyiittesen folytonos véletlen vdltozok h striségfiigguénnyel. Fk-
kor

fx(z) = /OO Ixiy (zly) fy (y)dy

E(X) = / TEXY = ) fy (n)dy.

o

Bizonyitds. Definici6 alapjan.

[ st = [ e

B h(z,y)
a /y:fy(y)>0 fr(y) frlw)dy

= / h(z,y)dy
y:fy (y)>0

-/ " by = fx(a).

—00

A teljes varhato érték tétele

B(X) = / e (r)da

o0

_ /_Zx (/: fxy(ﬂsly)fy(y)dy) dz
_ /: (/: fXY(:c\y)mdx) fyr(y)dy

- /OO E(X]Y =y)fy(y)dy.

—0o0
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Innen addédik a Bayes-tétel folytonos valtozata.

7.3. Tétel. Bayes-tétel folytonos vdltozata Legyenek x,y olyanok, hogy fx(x) >
0, fy(y) > 0. Ekkor

frix(lz) fx ()
I fyix (ylu) fx (w)du

Bizonyitds. Hat persze, hiszen az el6z6ek szerint

hay) oo Frix(yle) fx(@) _ Feehfx(@)
) xviel) = = Fhx@fx@de — frly)

fxy(zly) =

8. Nevezetes eloszlasok

8.1. Bernoulli-eloszlas

Az X véletlen valtozo p paraméterd Bernoulli-eloszldsi, X ~ Bernoulli(p),
€ [0,1], ha lehetséges értékei 0,1, és P(X = 1) =p =1—-P(X = 0).
Vérhaté érteke E(X) = p, szorasnégyzete D*(X) = E(X?) — (E(X))? =
p—p*=p(l—p).
Tipikus példa egy A esemény [, indikatorvaltozoja.

8.2. Binomialis eloszlas

Az X véletlen valtozo (n, p) paraméterd binomialis eloszlasa, X ~ Bln( n,p
n € {1,2,...}, p € [0,1], ha lehetséges értékei 0,1,...,n, és P(X = k)
)= Py k=01, m

Ez tényleg eloszlas, hiszen a binomialis tétel szerint

2”: (Z)pk(l )" =+ (1-p)" =1

k=0
Varhato értéke E(X) = np, szorasnégyzete D*(X) = np(1 — p). Ez
ugyanugy igazolhato, mint a fonti példédban.
Tipikus példa: egy p valoszintiségii A esemény bekovetkezéseinek a szamat
vizsgaljuk n fiiggetlen kisérlet soran. Ekkor, ha

B {1, ha a j-edik kisérletnél A bekovetkezett,

B 0, kilonben,

p),

J

akkor I; ~ Bernoulli(p), és X = """ | I; ~ Bin(n,p). Ebbdl az elsallitasbol
gyorsan adodik a varhato értékre és a szorasnégyzetre adott formula.
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8.3. Poisson-eloszlas

Az X véletlen valtozd A paraméterid Poisson-eloszldsi, X ~ Poisson(p), A >
0, ha X lehetséges értékei 0,1,2,..., és

/\k
P(X =k) = Fe*& k=0,1,2,
Ez valoban eloszlas, hiszen
> m=¢
k=0
Vérhato értéke
E(X)=>)_ b
k=0
0 )\k—l
=\ e
= (k= 1)
=\

Masodik momentuma hasonléan szamolhato
E(X?) =)\ + ),
igy szorasnégyzete
D?(X) = E(X?) — (E(X))* = A

Poisson-eloszlas a binomidlis eloszlas hatareloszlasaként all els. Legyen
p = pn = A/n, valamely A > 0 szamra. Ha X,, ~ Bin(n,p,), akkor némi
szamolas utan

n—oo

i PO, = 1) = ()bt = g

Ezek alapjan azt latjuk, hogy akkor 1ép fel Poisson-eloszlas, ha egy kis
valoszintiségi eseményt sokszor ,ismételiink’™

e téves telefonhiviasok szama;
e autobalesetek szama;

e nyomdahubak szama egy oldalon;
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o foldrengések szama;
e csillagok szama egy adott térrészben;

e mazsolak szama a pudingban.

Az els6 példa Ladislaus Bortkiewicz (1868-1931) orosz kézgazdasztol (sta-
tisztikus) szarmazik: haldlos loragésok szama egy év alatt a porosz had-
seregben (20 évig figyelt 14 lovas ezredet). 1898: A kis szamok torvénye
(Bortkiewicz-eloszlas).

8.4. Geometriai eloszlas

Az X véletlen valtozo p paraméteri geometriai eloszldasu, X ~ Geo(p), ha a
lehetséges értékek 1,2, ... és

PX=k=>0-p)"'p, k=12,....

Ez tényleg eloszlas, hiszen

Mivel

ezért a varhato érték

B(X) =Y k(1 —p) ' =
k=1 p

A masodik momentum hasonldan szamolhatd
2—p

E(X?) = 2

és igy
L—p
P
Tipikus példa: addig ismétliink egy kisérletet, amig a vizsgalt A esemény
be nem kévetkezik.

D*(X) = E(X?) — (E(X))* =
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A geometriai eloszléas a diszkrét orokifju eloszlés, hiszen ha k, ¢ € N, akkor

P(X >k+1)
P(X > k)
¢+ ,
:?:q =P(X > 7).

8.1. Példa. Kupongytjté probléma. Egy N kiilonboz6 elembdl allo soka-
sédgbol visszatevéses mintat vesziink. Jelolje S, azt a véletlen szamot, ahany
elemet kellett htiznunk, hogy kapjunk r kiillonb6z6 elemet. Hatarozzuk meg
S, varhato értékeét, szorasat, majd adjunk ezekre kezelhet§ aszimptotikus
egyenldséget.

Vezessiik be az X = Sp1 — Sg valtozot, Sy = 0. Ekkor X geometriai
eloszlast, ahol a siker valoszintisége p, = (N — k))/N.

P(X >k+(X >Fk) =

8.5. Egyenletes eloszlas

Az X véletlen valtozo egyenletes eloszlasi az (a,b) intervallumon, X ~
Egy(a,b), —0o < a < b < oo, ha siirtiségfiiggvénye

fy) = {ﬁ, ha y € (a,b),

0, kiilonben.

Ez tényleg stirdségfiiggvény, hiszen f >0, és [*°_ f(y)dy = 1.

Vegyiik észre, hogy ez ugyanaz a definici6, mint korabban, a geometriai
valoszintiségi mezonél. Valoban, ha (¢,d) C (a,b) egy tetszileges részinter-
vallum, akkor

d d—c
PX € (cd) = | fly)dy=7—
Eloszlasfiiggvénye
” 0, ha z < a,
)= [ fwdy={32 hae o),
e 1, ha = > b.

Momentumai, k£ > 1




Speciélisan
b
B(Y) = 7 DA(X) =

(b—a)’
12

8.6. Exponencialis eloszlas

Az X véletlen valtozo \-paraméteri exponencidlis eloszldsi, X ~ Exp()\),
A > 0, ha stirtiségfiiggvénye

Ae My >0,
fly) = {07 y <0,

Ez tényleg siirtiségfiiggvény. A megfelels eloszlasfiiggvény

Fla) = / " F)dy

B 1—e?, x>0,
o, z < 0.

Momentumai

B(X") = / Y f(y)dy = / YA dy
—00 0

ot [ ke de = At TR 1) = B

= 2¥e*dz = (k+1)= G

0
[tt félhasznéltuk, hogy a
() :/ y* e Vdy, a >0,
0

Gamma-fliggvényre teljesiil, hogy I'(k) = (k — 1)!, azaz a fiiggvény a fakto-
ridlis folytonos kiterjesztése. Ez az azonossag kovetkezik a

MNa+1) =al(«a)

azonossagbol, ami parcialis integralassal konnyen adodik.

Ezek szerint ) 1
EX)=-, D*X)=—.
(X)= 1, D(X) = 5

Az exponencialis eloszlas karakterizalja az tn. érokifju tulajdonsdg, vagy
emlékezet nélkiiliség. Ez azt jelenti, hogy tetszéleges x,y > 0 esetén

P(X > 24X > 1) = P(X > y). (4)
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Ez valoban azt jelenti, hogy az eloszlas nem oOregszik.
Ha X ~ Exp()), akkor ez teljesiil, hiszen

P(X>xz+y)
P(X > x)
=e W =P(X >y),

PX>z+ylX>z)=

ami éppen (4). A forditott irany, logaritmust véve, a Cauchy-féle fliggvény-
egyenlet megoldasabol kovetkezik.

Tipikus példék: telefonhivas hossza, varakozasi id6, alkatrészek élettar-
tama, tivegpohar élethossza.

8.7. Normalis eloszlas

Az X véletlen valtozo normdlis eloszldsii i és 0 paraméterekkel, jelben X ~
N(p,0?), u € R,0% > 0, ha stirtiségfiiggvénye

fu,cr(w =

A p =0 és 0 = 1 paraméterekhez tartozo eloszlast standard normdlis elosz-
lasnak nevezziik. A normélis eloszlast nevezik Gauss-eloszlasnak is.
Kénnyen lathato, hogy f,, » fiiggvény p-re szimmetrikus, azaz f,, ,(u+y) =
fuo(t —v), y € R, p-ben van a maximuma, és p £ o inflexios pontok.
Ahhoz, hogy belassuk, hogy f,, strtségfiiggvény, el6szoér az alabbi lem-
mat igazoljuk.

1 _ (y—w)?
e 202

2mo

8.1.1. Lemma. Az [~ e~t/2dt integrdl létezik mint improprius Riemann-
integrdl és értéke /2.

Bizonyitds. Legyen I = [ e 2dt és I, = J" e7t2dt, n € N. Ekkor
I, — I, amint n — oco. Jelolje R, = {(z,y) : |z| < n,|y| < n} a2n élhosszi-
sagu négyzetet és B, = {(x,y) : /22 + y? < n} az n sugara korlapot. A
szukcessziv integréalas szabalya szerint

22442
12:// e 2" dzx dy.

Vezessiik be a J2 = [[, e~ @ +9)/2 dzdy jellést. Ekkor J? < I? < J2
hiszen B,, C R,, C By, ezért elegendd belatni, hogy J? — 27, amint n — oo.
Attérve polarkoordinatakra az x = rcos#, y = rsin 6 helyettesitéssel a

n 2m n
Iy = / / e ?rdrd = 27r/ re "2 dr = 27 (1 — e‘”2/2>
o Jo 0

egyenléséget kapjuk, amibél lim,, ., J? = 27 adodik. O
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Az f, , figgvény nemnegativ. A t = (y — p)/o helyettesitéssel

_(y=m* w?
(y)dy = =7 d
/f“ v= / N
= 677dt:1,
/_oo\/27r

ahol az utols6 egyenldségnél a 8.1.1 Lemmat hasznaltuk. Azaz f,, valoban
strtiség.
A varhato6 érték

E(X) = / N Y fuo(y)dy

—00

o Ooy—,u (yé)Ql /oo,u (yu)21
= —— 2 —d — 2 —d
\/QW(/—OO o © ay+ _Ooae ’ ay

=M,

a szorasnégyzet pedig

D(X) = B((X — )
= / (v — 1) fuo(y)dy

o o y—H, _w=w?
o / (y— ) - = 207 dy
|: g ( ) _(yﬂé)2 > I o < - %)Qd
= B — y —_ ILL (& 20 —_— 20 y
V2T oo V2T )

= 0'2.

Tehét a definicioban szereplé két paraméter az a varhato érték és a szoras-
négyzet.

Az X eloszlasfiiggvénye a kovetkezSképpen szamolhato:

F(z) = P(X < )

/ fw v .

- |
oo 2V 27T Y

= ®((z — p)/o),

ahol

w= | F
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a standard normaélis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ebbdl a szamolasbol vilagos,
hogy elég a & fiiggvény értékeit ismerni, és ebbdl tetszéleges paraméterti
normélis eloszlas eloszlasfiiggvénye szamolhato.

Ugyancsak (5) egyszerii kovetkezménye az alabbi allités.

8.2. Allitas. Ha X ~ N(u,0?), akkor (X — p)/o ~ N(0,1).

S6t, ez kicsit altalanosabban is igaz: ha X ~ N(u,0?), és a,b valos
allandok, a # 0, akkor aX + b ~ N(au + b, a®c?).

A normaélis eloszlas nagyon erésen koncentralodik a varhato értéke kortl.
Valoban, ha X ~ N(u,0?) és Z ~ N(0, 1), akkor

P X —pl < Xo) =P(|Z] <))

=®(\) — (=)

= 2P()\) — 1
0,6827, A =1,

~ J0,9545, A =2,

~ 10,9973, A =3,
0,9999, X =4

9. Véletlen valtozok konvergenciaja

9.1. Markov és Csebisev egyenlétlenségei

9.1. Tétel. Markov-egyenlidtlenség Legyen X egy véletlen vdltozo (2, A, P)
valosziniségi mezdn, melynek véges a varhato értéke. Ekkor tetszdleges pozi-
tiv ¢ konstansra

B(X))

P(IX|>¢) <
Bizonyitds. Ha X diszkrét xq, xo, ... lehetséges értékekkel, akkor

P(IX|>c)= > PX=x)< ) |xci|P(X—xi)

itz >c itz =c

< Z@P(X =) = M

C

Ha X folytonos f stirtiségfiiggvénnyel, akkor

P(X|>0) = [ fly)dy< /| ) 9 )y

ly|>c ¢

< [ Mg, = 2ED

w € c
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A Markov-egyenlGtlenség egyszert alkalmazéasaval adodik a

9.2. Tétel. Csebisev-egyenldtlenség Legyen X eqy véletlen vdltozo (2, A, P)
valosziniségi mezdn, melynek véges a szordsa. FEkkor tetszdleges pozitiv c

konstansra
D*(X)

2

P(X - EX)|>¢) <

c
Bizonyitds. A Markov-egyenlGtlenség szerint

D*(X)

2

P(IX — B(X)| > ¢) = P((X — B(X)? > ) <

Cc

9.2. Nagy szadmok gyenge torvénye

9.3. Tétel. Csebisev-féle nagy szamok gyenge torvénye Legyenek X1, X, . ..
paronként fiiggetlen, véges szordsu véletlen vdltozok, melyek kozos vdrhato
értéke p és szordsnégyzete 0. Ekkor tetszbleges € > 0 esetén

Xi+...+X
hmP(’ L n—u’>5>=0.

n— 00 n

Bizonyitds. A péaronkénti fliggetlenség miatt
D*( X, + ...+ X,) = no’.

A Csebisev-egyenlGtlenséget az X = Xy + ... + X, valtozora folirva kapjuk,
hogy

n n2e?

Xi+... 4+ X, D2(X; + ...+ Xn
P(‘ Pt —u‘>€)§ (X1 +...+X,)

0.2
< —

ne?
ami tart 0-hoz. O

A bizonyitasbol latjuk, hogy a paronkénti fliggetlenség helyett elég kor-
relalatlansagot feltenni.
Specialis esetként adodik a
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9.4. Tétel. Bernoulli-féle nagy szamok gyenge térvénye (1713) Jeldlje S,
eqy p valdsziniségii A esemény bekovetkezéseinek a szdmdt eqy kisérlet n
fiiggetlen ismétlése soran. Ekkor tetszdleges € > 0 esetén

>€):O.

A tétel szerint a relativ gyakorisagok a fenti értelemben konvergéalnak az
igazi valoszintiséghez. Mivel a valoszintiség definicidjat a relativ gyakorisdgok
tulajdonsagai motivaltak (additivitas), ezért a fenti tétel szerint a valészint-
ség tényleg az, amit akarunk.

A fenti tételekben szerepl§ konvergencia a sztochasztikus konvergencia,
melynek altalanos definicioja a kévetkezd.

lim P(’&—p
n

n—oo

9.5. Definicié. Az (X,,),en véletlen valtozok sorozata sztochasztikusan kon-
vergdal X -hez, ha minden £ > 0 esetén

lim P (| X, — X| >¢)=0.

n— oo
Megjegyzés. A fenti tételekben szerepld gyenge jelzd arra utal, hogy a konver-
gencia sztochasztikusan teljesiil. Erds konvergenciarol akkor beszéliink, ha a
véletlen valtozok majdnem biztosan konvergalnak. Pontosabban, az (X,,),en

véletlen valtozok sorozata majdnem biztosan, vagy eqy valosziniséggel kon-
vergdl X -hez, ha

P ({w clim X, (w) = X(w)}) =P(lim X, = X)=1.
n—00 n—oo
Itt persze mar az is magyarazatra szorul, hogy az {w : lim,, ., X, (w) = X(w)}
halmaz valéoban esemény, azaz eleme a megfelel§ o-algebranak. FEz a o-
algebra tulajdonsagaibol kovetkezik. Erre részletesebben nem tériink ki.
A nagy szamok erds torvénye a kovetkezd.

9.6. Tétel. Nagy szamok erds torvénye Legyenek X, X1, Xo, ... fliggetlen, azo-
nos eloszldasi véletlen vdltozok, véges E(X) vdrhatd értékkel. Ekkor

X
lim 2= )

n—o0 n

majdnem biztosan.

9.3. Centralis hatareloszlas-tétel

A nagy szamok torvénye azt allitja, hogy fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen
valtozok atlagai kozel vannak a varhatd értékhez. Az alabbiakban ezt a
kozelséget tessziik precizzé.
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9.7. Tétel. Centrdlis hatdreloszlds-tétel Legyenek X, Xy, Xo, ... fiiggetlen,
azonos eloszlasi véletlen vdltozok kézés B(X) = p vdrhato értékkel, és véges
D(X) = o szdordssal. Ekkor tetszdleges © € R esetén

P (=2 <o) <o)

ahol ) N ,
P(z) = — e~ '7d
@ == [ Fa

a standard normadlis eloszlds eloszldsfiigguénye.

A tétel bizonyitasa mar komolyabb eszkozokkel, a karakterisztikus fiigg-
vények modszerével torténik.
A tétel indikatorvaltokra vonatkozo specialis esete a

9.8. Tétel. de Moivre—Laplace tétel Jeldlje S, eqy p valdsziniiségii A esemény
bekovetkezéseinek a szamdt eqy kisérlet n fiiggetlen ismétlése sordn. FEkkor
tetszdleges x € R esetén

lim P (M < ZL‘) = ().

n—+00 np(1 —p)

Valoban, kordbban lattuk, hogy a p-paramétert Bernoulli-eloszlas varhato

értéke p és szordsa /p(1 —p). A specidlis eset bizonyitasa a binomialis
egyiitthatok pontos aszimptotikidjanak meghatarozésaval torténhet.
9.9. Példa. A kakucsretyegei polgarmestervalasztiason két jelolt van: A és B.
Kakucsretyege 40000 szavazoja egymastol fiiggetleniil, 1/2—1/2 valoszintiség-
gel szavaz a két jelolt egyikére. A fesziilt politikai helyzet miatt a szavazatok
ujraszamlalasat rendelik el, ha a két jeloltre leadott szavazatok szama kozott
legfeljebb 100 a kiilonbség. Mi a valoszintisége, hogy tjraszamlalasra keriil
sor?

Ekkor tehat n = 40000, p = P(A-ra szavaz valaki) = 1/2. Legyen S,
az A-ra szavazok szama, ekkor n — S, a B-re szavazok szama. A kérdés
P(|S, — (n — S,)| <100). A CHT-ban eléfordulé mennyiségek np = 20000

és v/np(1 — p) = 100. Igy a CHT szerint
P(|S, — (n — S,)| < 100) = P(—100 < 2S,, — n < 100)

Sp —np )
=P(-0,5<—<0,5
( V1Pq
~ 3(0,5) — B(—0,5)

= 20(0,5) — 1 ~ 0, 38.
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Galton deszkadja. Sir Francis Galton (1822-1911): polihisztor, Darwin
unokatestvére. A centralis hatareloszlas szemléltetése. Az els sorban 1 ék
van, alatta 2, ..., az n-edik sorban n. Az n-edik éksor alatt van n+1 tartaly,
0-t6l n-ig sorszamozva. Egy golyot elinditunk az elsé éknél, és a golydt min-
den ék 1/2 —1/2 valoszintiséggel tériti el jobbra vagy balra. Annak a val6szi-
niisége, hogy a goly6 a k-adik tartalyban landol = 2% azon utvonalak szama,
ahol a goly6 k-szor megy jobbra és (n — k)-szor balra = 5~ (7). Masként, ha
Sy, a golyo jobbra eltéritéseinek szama, akkor S,, binomiélis eloszlasa (n,1/2)
paraméterekkel. Ha sok golyot engediink le, akkor a haranggdrbe rajzolodik
ki a tartalyokban.

10. Konvolicié
A konvolicios formulak fliggetlen véletlen valtozok Gsszegének eloszlasat ad-

jak meg.

10.1. Diszkrét eset

Legyenek X,Y fiiggetlen diszkrét véletlen valtozok xi,xo,..., és y1, s, ...
lehetséges értékekkel. Ekkor Z = X +Y véletlen valtozo is diszkrét, lehetséges
értékei {z1, 20,...} = {z; +y; : 4,5 € N}. Tovabba, Z eloszlasa

P(Z=2)=P(X+Y =2)
:ZP<X::C¢,YIZ—ZCZ')

= ZP(X = 2)P(Y =z — ;).

Specidlisan, ha X, Y nemnegativ egész értékiek, akkor X + Y is nemne-
gativ egész értékd, és

P(X+Y =n) :iP(X:k;)P(Y:n—k).

vezzik.

10.1. Példa. Legyenek X és Y fiiggetlen Poisson eloszlasu véletlen valtozok
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A ill. g paraméterrel. Ekkor Z = X + Y ~Poisson(A + u). Valoban,

10.2. Folytonos eset

10.2. Allitas. Legyenek X ésY figgetlen, folytonos véletlen vdltozdk f és
g striségfiggvénnyel. Ekkor Z = X +Y folytonos véletlen vdltozo, melynek
striségfigguénye

hz) = / T Ha— ygy)dy = / " Fwgla — y)dy.

A h fiiggvény az f és g konvolucidja.

Bizonyitds. Mivel X és Y fiiggetlenek, ezért az (X,Y") véletlen vektorvaltozo
stirtiségfiggvénye f(x)g(y). Legyen A, = {(x,y) : * +y < z}. Ekkor

PZ<z2)=P(X,Y)e A,
= / /A Z f(x)g(y)dzdy
= /: </_o: f(fc)g(y)dy> dz
= /OO f(x) /Z g(u — z)dudzx
_ / ( N f(x)g(u—x)dx) du.
A strtségfiigegvény definiciojabol kovetkezik az allitas. n

10.3. Példa. Legyenek X, Xs, ... fiiggetlen exponencidlis véletlen valtozok A
paraméterrel. Ekkor X; + Xo + ...+ X,,, n > 1, stirtiségfiiggvénye

hy(z) = A " e 1> 0.




Ezt az eloszlast (n, \) paramétert gamma eloszlasnak nevezik.

Az allitas nyilvan igaz n = 1 esetén. Teljes indukciéval bizonyitunk. Te-
gyiik fel, hogy a formula teljesiil n-re. Mivel X;+...+X,, és X1, fiiggetlenek,
ezért hasznalhatjuk a konvoliciés formulat. Eszerint

B () = / " (e — y)ha(y)dy

T A™
_ A —Xz—y) n—1 —)\yd
/o et
)\n—f—l N x .
_ Az n=14
(=11 / s
/\n+1
— xnef)\:p7
n!

ami éppen a bizonyitandé6 formula n + 1 esetén.

11. A valbszintiségi modszer

11.1. Weierstrass approximaciotétele

Most a Csebisev-egyenlGtlenség analizisbeli alkalmazésara adunk egy szép
példat. Weierstrass approximacidtétele szerint a polinomok szuprémum nor-
méaban strtin vannak a zart intervallumon folytonos fliggvények terében. Az
alabbiakban erre adunk egy konstruktiv bizonyitast. Legyen f folytonos
fiiggvény a [0, 1] intervallumon. A hozzéatartozo n-edik Bernstein-polinom
B, (f)(x) = > o f(k/n)(})a"(1 — )"~ Ekkor B,(f) egyenletesen konver-
gal az f fliggvényhez, azaz

lim sup |By(f)(x) — f(z)| = 0.

=0 2c[0,1]
Ennek igazolasadhoz vegytk észre, hogy B, (f)(z) = Ef(S,/n), ahol S, =
Xi+...+Xp, 68 Xy, ..., X, figgetlen azonos eloszlast Bernoulli(z) véletlen
valtozok (azaz P(X; =1) =2 =1—-P(X; =0)). A Csebisev-egyenlStlenség
szerint P(|S,/n — z| > ¢) < D*(S,)/(n*c?) = x(1 — x)/(nc?). Legyen & > 0
rogzitett. Mivel folytonos fliggvény zéart intervallumon egyenletesen folyto-
nos, ezért létezik olyan § = d(e) > 0, hogy |[u—v| < § esetén |f(u)—f(v)| <e.
Igy

|f(z) = Bo(f)(z)| = |E[f(z) = f(Sp/n)]| < 2MP(|S,/n—z|>0) +¢
D(s,) , __ 2Mx(1—2)

<2M n242 - no2 &
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ahol M az |f| maximuma a [0, 1] intervallumon. A kapott becslés z-ben
egyenletes, ezért az allitast belattuk.

11.2. Ramsey szamok

Adott k € N esetén jelolje R(k) a legkisebb olyan n szamot, melyre igaz,
hogy egy n csucsu teljes graf (K,) éleit tetszéleges modon pirossal és kékkel
szinezve a grafban talalhatunk egyszind teljes k csticsu részgrafot.

Megmutatjuk, hogy R(k) < 22*. Ehhez nem lesz sziikség véletlenre. Te-
kintsiik egy n = 22* csiicsu teljes graf egy tetszéleges szinezését. A kovetke-
z6kben megadunk egy egyszini Ki-t. Legyen x; egy tetszbleges csiics. Neki
22k _ 1 szomszédja van, ezért a skatulya elv szerint van legalabb 22¢~1 olyan
szomszédja, akivel ugyanolyan szind éllel van &sszekotve. Jeldlje Ay ezen
szomszédok halmazat. Most valasszunk egy tetszoleges xo € Ay csticsot. Az
A, halmazban neki legalabb 22*~! — 1 szomszédja van, ezért skatulya elv sze-
rint van legalabb 2272 olyan szomszédja, akivel ugyanolyan szind éllel van
osszekotve (ez a szin persze nem biztos, hogy ugyanolyan, mint ami a ;29
él szine). Ezt folytatva, kapunk egy {1, xs,..., 2o} sorozatot, melyre az
teljesiil, hogy az z;x;, ¢ < j, €l szine csak i-t6] fiigg. Ismét a skatulya elv
szerint van k olyan cstics, melyekre ez a szin azonos. Talaltunk egy egyszind
Kk—t.

Most belatjuk, hogy R(k) > 2¥/2. A bizonyitas Erdds Pdltol szarmazik
1947-bsl. Vegyiink egy n csicsi teljes grafot és szinezziik ki az éleit egymastol
fiiggetlentil 1/2 — 1/2 valoszintiséggel pirosra vagy kékre. Azaz minden egyes
¢lre foldobunk egy érmét. Annak a valoszintsége, hogy ragzitett {xy, ..., xx}

csucsok altal meghatarozott graf egyszind Ky az 2 - 9-(5 , hiszen vagy min-

den él piros, vagy minden él kék, és pontosan (g) él van. Tehat annak a

valoszintisége, hogy lesz egyszint K} legfeljebb (2)21*(5). Némi szamolassal
kapjuk, hogy ha n < 2¥/2 akkor ez az érték kisebb, mint 1. Valoban,

k
oy oi—(% N o1k
<k:)2 R R

9l+k/2

k!

>
SR

< 1.

Azaz, pozitiv valoszintiséggel nem lesz egyszinid Kj, ami éppen azt jelenti,
hogy van olyan szinezés, amiben nincs egyszint Ky. Igy R(k) > 2F/2.

Ez a bizonyitas nem ad meg egy explicit szinezést, amiben nincs mono-
kromatikus K. A k = 20 esetben n = 20 = 1024, és annak a valészintisége,
hogy egy véletlen szinezés nem tartalmaz egyszini Ky-at, a fenti becslés

szerint kisebb mint "
2
~_~8-1071°,
20!
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Ez azt jelenti, hogy a véletlen szinezés biztos jo lesz. Osszehasonlitasképp,
annak a valoszintisége, hogy egy szelvénnyel jatszva két egymés utani héten
telitalalatunk lesz az 6toslotton

1 1

@ @
12. Generatorfiiggvények

~5-10716,

A kovetkezSkben kizarolag nemnegativ egész értéki véletlen valtozokkal fog-
lalkozunk.

12.1. Definici6é. Az X nemnegativ egész értékd véletlen valtozé generédtor-
fliggvénye

g(s) = B(s™) = ZP(X =n)s" = ans”.

A generatorfliggvény egy végtelen hatvanysor, melynek a konvergencia-
sugara legalabb 1, hiszen p, < 1. Tehat a fiiggvény folytonos (—1,1)-en.
Megjegyezziik, hogy a konvergenciasugar lehet éppen 1.

12.2. Allitas. Legyenek X ésY figgetlenek gi, g2 generdtorfiggvénnyel.

(i) A generdtorfiigguény egyértelmiien meghatdrozza az eloszldst.
(i1) g folytonos [—1,1]-en, és g(1) = 1.
(i1i) E(X) = ¢ (1) (pontosabban lims_,1_ ¢'(s)).
() D*(X) =g¢"(1)+ ¢' (1) — (¢'(1))?, feltéve, hogy E(X?) < oo.
(v) Az X +Y generdtorfigguénye E(s*TY) = g1(s)ga(s).

. L ) ) ) (n)
Bizonyitds. (i) Hat persze, hiszen p, = £+,

(ii) Kovetkezik abbol, hogy > 7 p, = 1.

(iii) Hatvanysor a konvergenciaintervalluman beliil tagonként derivalhato,
ezért

g(s) = anns"_l — ann = E(X)
n=1 n=1

amint s — 1—. Itt lehet E(X) = occ.

(iv) Az el6z6hoz hasonloan



(v) Mivel X ésY fiiggetlenek, ezért

12.3.

E(s*T) = BE(s¥s") = E(s¥)E(s").

Példa. 1. Legyen I ~ Bernoulli(p). Ekkor

E(s')=1—-p+ps, scR

. Legyenek Iy,..., I, fliggetlen Bernoulli(p) véletlen véltozok.

S, = >"1_, I ~ Binomialis(n, p). Igy az el6z6 allitas szerint

B(s™) = [T EGs") = (1 = p+ps)"

k=1

Legyen X ~ Poisson()\). Ekkor

o0 )\TL
Es* = E "o = e M1ms),
n!
n=0

. Legyen X ~ Geometriai(p). Ekkor

0o - sp
Es* = Zs”p(l —p)" =
—— 1—(1-p)s

Ekkor

Lattuk, hogy fliggetlen Poisson-eloszlasu véletlen valtozok Gsszege Pois-
son. Ezt megkaphatjuk a 12.2 Allitas kdvetkezményeként. Valoban, ha X és
Y fiiggetlen, Poisson-eloszlast véletlen valtozok A és p paraméterekkel, akkor

Es¥TY = Es¥EsY = ¢~ 1-s),

ami éppen a A + p paramétert Poisson-eloszlas generatorfiiggvénye. Az egy-
értelmiségi tétel szerint X + Y ~ Poisson(\ + p).
A kovetkezd tétel ravilagit a generatorfiiggvények igazi hasznara.

12.4. Tétel. Folytonossagi tétel. Legyen (X,) nemnegativ egészértékd vé-

letlen wvdltozok sorozata, €s leqgyen g, az X, generdtorfiigguénye.

kovetkezok ekvivalensek:
(1) lim, o P(X,, = k) = py létezik minden k > 0 esetén.
(i1) 1im,, o0 gn(s) = g(s) létezik minden s € (0,1) esetén.
Tovdbbd, g(s) = > p o PES".

o7

Ekkor a



Vigyéazat, (px) nem feltétlentil valoszintiségeloszlas. Valoban, legyen pél-
daul X,, = n. Ekkor persze teljesiil (i) és (ii) a pr = 0, g(s) =0, s € (0,1)
hatarértékekkel. Vagyis a tomeg kiszaladhat a végtelenbe.

12.5. Tétel. Poisson konvergenciatétel. Legyenek (Xin, Xon, -, Xon)n flig-
getlen véletlen vdltozokbol dllo vektorok, ahol X, ~ Bernoulli(py,). Tegyiik
fol, hogy max;<i<y, pin, — 0 amint n — oo, és Z?ﬂ Pin = . Ekkor S, hatdr-

eloszldsa N paraméterd Poisson-eloszlds, azaz tetszdleges k = 0,1, ... esetén
nh_)rrolo P(S,=k) = e

Bizonyitds. A fliggetlenség miatt

n
Eso = H EsXin
i=1

n

= H(l _pin(l - S))

=1

= exp {Zlog(l — pin(1 = 5))}
= exp {— Z(pm(l —s)) + 0(pm))}

=1

=exp{—A(1—3s)+o0(N)}.

A folytonossagi tételbdl kovetkezik az allitas. n
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