26. Kombinatorikus médszerek az egyszerii
szimmetrikus bolyongas vizsgalataban és az
arkusz-szinusz torvény

A fejezet téméaja az egyszerid szimmetrikus bolyongas az egyenesen. Belatjuk a
diszkrét arkusz-szinusz tételt, és explicit formulakat adunk a minimumok és maxi-
mumok egyitittes eloszlaséra. Az itt kapott eredmények segitségével a késGbbiekben
a Wiener-folyamat néhany funkcionaljanak eloszlasat hatarozzuk meg.

Tekintstink n = ¢ + m darab €1,...,¢, szimb6lumot, melyek mindegyike +1
vagy —1. Jelolje s, = &1 + - - - + ¢y a k-adik részletosszeget, k = 1,...,n, és legyen
so = 0. Ha ¢ darab plusz egy és m darab minusz egy van, akkor

(26.1) Sk —Sp_1=¢ex=x1,k=1,....,n, so=0, s,=f—m.

Tekintsiik a szokasos Descartes-féle derékszogii koordinatarendszert, melyben z a
fliggsleges, t pedig, az idére utalva, a vizszintes tengely. Ebben a koordinatarend-
szerben az {e1,...,e,} sorozatot egy tordttvonallal Abrazoljuk, melyben a k-adik
lépés meredeksége €, és a k-adik csicspont ordinataja si. Az ilyen torottvonalakat
a tovabbiakban utaknak nevezziik. Legyenek n > 0 és x € Z egészek. Formaélisan az
origobol az (n, x) pontba vezetd (s1, sa, ..., s,) Gt egy toréttvonal, mely csticsainak
abszcisszai 0,1, ..., n, ordinatai pedig sg, 81, - -, Sn, teljesiti (26.1)-et, és s, = x.
Egy ilyen utra gyakran a (0,0) ~ (n, z) jelolést hasznaljuk. Az tt hossza n.

Vilagos, hogy 2" darab kiilonbéz6 n hosszi at van. A (26.1) Gsszefiiggések
szerint egy Ut pontosan akkor vezet az origobol az (n, z) pontba, ha

o N
(26.2) n=~4+m és x=L—m, [ = nx

2
és ebben az esetben az ilyen utak szama

o= ()= () () ()

(0,0 7 (n)2)  vaels wlad sdnn

("(;\ft)i‘Jﬁ}i"‘” ‘) (2)
&)

b= L) =10 = (7Y
T
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4 2 3 4 s 6 8
1. abra. Egy 8 hosszu 1t, ahol sg = 4.

Az egyszertiség kedvéért, ha (26.1) teljesiil, de (26.2) nem, akkor legyen N,, , = 0.
Analog modon, tetszéleges a,b > 0 és o, 3 € Z egészek esetén hasznéljuk az
A = (a,a) ~ B = (b, 3) jelolést.
Legyenek A = (a,«) és B = (b, 3) racspontok az els6 siknegyedben, melyekre
b>a>0,aa>0,0>0. Az A = (a,«) pont tikorképe az A" = (a,—«) pont.

Tiikrozési elv. Az A-bol B-be vezetd, t-tengelyt érinté vagy metszé utak szdma
megegyezik az A'-b6l B-be vezetd utak szdmdval.

Bizonyitas. Tekintsiink egy (sq = @, Sa+1,---, 61,8 = ) A ~ B utat melynek
egy, vagy tobb pontja van a t-tengelyen. Legyen az els§ ilyen pont abszcisszéja t,

azaz o =S4 > 0,...,5.-1 > 0,5, = 0. Ekkor X 4 Z
% -

(—Sa = —,—Sat1,---—8t—1,5 = 0,5141,S¢42,...,5, = ) X T4 /\/

egy A’ ~ B ut, melynek T = (¢,0) az els6 pontja a t-tengelyen. Az 4j at A" ~ T 7N ¢:>
szakasza az eredeti Ut A ~» T' szakaszanak t-tengelyre valo tiikorképe. Ezzel egy | .. .~ 2
egy-egyértelmid megfeleltetést adtunk meg a tengelyt metsz6 vagy érint6 A ~ B A (a -

utak és az A’ ~ B utak kozott. !

A valbszintiségszamitéasi irodalom a tiikrozési elvet D. Andrénak tulajdonitja,
aki 1887-ben bolyongasokkal kapcsolatos Osszeszamlalasi problémak megoldaséara
hasznalta. Ugyanakkor, habar mas kontextusban, Lord Kelvin és Maxwell mar
korabban is hasznaltak ezt az igen hasznos segédeszkozt.

A kovetkezd tétel mar W. A. Whitworth 1878-ban megjelent kényvében is szere-
pel, mégis gyakran J. Bertrand-nak tulajdonitjak az eredményt, aki 1888-ban djra
igazolta.
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Ballot-tétel'. Legyenek n és x pozitiv egészek. Pontosan ZNn,z darab olyan (YI,;O
(81,...,8n, = x) 4t van, mely az origobdl az (n,xz) pontba vezet, és melyre 4
s1>0,...,8,>0. Haon={0+m ésxz=/{—m >0, akkor ez
L—m ({+m )l
Hm( m ) \
:
o |H)

Bizonyitas. Vilagos, hogy a megfelel6 utak szima pontosan annyi, mint az olyan (,4) 4) o7 L”J"‘)
(1,1) ~ (n,z) utak szama, melyek nem érintik és nem is metszik a t-tengelyt. '
Osszesen Ny, _1 4—1 darab (1,1) ~ (n,z) Gt van. Azon utak szama, melyek érintik

vagy metszik a t-tengelyt a tiikrozési elv szerint pontosan annyi, mint az (1, —1) ~ = ( (9) O) = ("" 1)“*’)
(n,x) utak szama: N,,_1 541. Ezek szerint a keresett értek Np_1, 51 — Np—1, z41 - W an,

A bizonyitas tovabbi része mar mechanikus szamolas. Valoban, ha n = £ 4+ m és

x =L —m >0 valamely £ > 1, m > 0 értékekre ugy, hogy (26.2) teljestil, akkor =

14 -1 14 -1 L
oy () (7)) g
((+m-1! (£+m-—1) C (40) ~An ) evinki o Wy

(L —1)'m! £ (m —1)! o M{

V\-—1) X q

_ (l+m)! L m
T odml \l+m l+m = (U~1) Y %) wda& rgom
l+m \ m n -1, ¥44
ami mindkét allitasunkat igazolja. -

Whitworth és Bertrand is a kovetkez§ alkalmazaséat adtak a fenti tételnek, mely
a tétel elnevezését is megmagyarazza. Tegyiik fel, hogy egy valasztas soran L jeldlt
£, M jelolt pedig m szavazatot kap, és ¢ > m, azaz L nyer. Amikor a szavazatokat
Osszeszamoljak minden egyes kimenetel leirthato egy (0,0) ~ (£ +m, £ —m) tuttal,
melyben €5, = 1, ha a k-adik szavazatot L kapta. Ekkor sj a k-adik szavazat utan
L elénye vagy hatranya. Tegyiik fel, hogy mind az

Npo = <£ + m>
m

lehetséges kimenetel egyforméan valoszini. Ezzel a terminologiaval a ballot-tétel
egyszertien azt jelenti, hogy annak a valoszintsége, hogy L a szavazatszamlalas
alatt végig vezet (€ —m)/(£ +m).

1Az angol ballot sz6 jelentése szavazatszamlalas, de etts] a szakirodalomban méar meghonoso-
dott széhasznalattol nem tériink el.
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Bolyongas. Tekintsiik a 14. fejezetben definialt egyszerti szimmetrikus
{SO =0,51=X1,5% =X14+X5,55 =X +X2+X3,...}

bolyongast, ahol X1, Xo,... valamely (2, A, P) valoszintségi mezdn értelmezett
fiiggetlen véletlen valtozok, melyek 1/2 — 1/2 valoszintséggel veszik fel a +1 ér-
tékeket. A determinisztikus ey, értéket Xp-val, si-t pedig Sk-val helyettesitve egy
véletlen utat kapunk, mely megfeleltethets a bolyongasnak. Igy mindenn = 1,2, ...
értékre az (Sp =0, 51,...,S5,) 0t — ami nem mas, mint a teljes (So = 0,51, 52, ...)
bolyongas els6 n lépése — 2™ lehetséges kimenetel egyike, mindegyik 1/2™ valoszi-
niiséggel. Ezért annak a valoszintisége, hogy a n-edik idépillanatban éppen a k.

pontba ériink g.nnolcl N U%%gﬂ % &W ulern ,& fa d'w’-hlk (n\,;()
(26.3) Dok 1= palK) = P(S, = k) = "k — (i>2 Z;n__zm
¢ = /‘_LM

[A fenti binomialis egyiitthato értéke akkor nem 0, ha (n + k)/2 egész és 0 <
(n+k)/2 < n.] Specialisan, annak a valoszintisége, hogy a 2n lépés utan éppen a
0-ba ériink

=0
2 1 1

(264) U2n ::L‘Pﬁgl: P{S2n = 0} = (:) 92n ° ?,0

Pyyo=

Legyen tovabba ‘ _
(PZN 1,0" O
(26.5) fo=0, fa=P{S1#0,...,59% 1 70,5 =0}

annak a valészintisége, hogy a 2k-adik lépésben tériink vissza el6szor a 0-ba, és
k=0,1,2,...,n esetén

aop,on = P{Sar =0, Sor41 # 0, Sop42 # 0, ..., 52, # 0}

annak a valoszintiség, hogy a 2n-edik id6ponttal bezarélag a 2k-adik pillanatban
voltunk utoljara a 0-ban.

A 14. fejezteben lattuk, hogy az egyszeri szimmetrikus bolyongas természe-
tes modon megfeleltethetd mind végtelen érmedobas sorozatnak, mind pedig egy
szerencsejaték-sorozatnak [l. Jatékos cs6dje]. Mindkét interpretaciot tovabbi emli-
tés nélkil hasznaljuk.

A kovetkezs allitdsban a most definialt mennyiségek alapvets tulajdonsigait
foglaljuk Gssze.

26.1. Allitas. Tetszbleges n = 1,2, ... esetén
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n i
(1)@: fouon—o+ fatuon—a+ -+ fonuo; Mln = (?C 62};: O) ”—'( n 2’&‘1
(i) P{S1 >0,...,52, > 0} = S us,, = P{91 <0,..., 52, <0} ; . ,
(1)) P{St # 0., Son # 0} = 20 Lu> V(G420 4 & o2 b dyp-)
(IV) P{Sl 2 0,. . .,SQn 2 0} = U2n ;5
(V) fan = Uugn—2 — uzn = %;_1 U2n 5
)

(Vi Q2K 2n = U2k U2n—2k = (Qkk) (QZ:ik) 22% ’ k= O’ 17 sy N [
D-2% lv-,w,
Bizonyitas. (i) A kérdéses eseményt a 0-ba valo els6 visszatérés idépontja szerint
egymast kizaré eseményekre bontjuk fel. Ha a 2n-edik 1épésben tériink vissza els-

szor a 0-ba, akkor ennek a valdszintisége fo, = fonug. Kiilonben az els6 vissztérés 2% 2
2k-adik pillanatban tortént, majd ezt kévette 2n — 2k 1épés, és ismét a 0-ba jutot-
tunk, k =1,2,...,n — 1. Ennek a valoszintisége foruan_ok. Osszegzés utan kapjuk f.?é M, 24

-

az allitast.
(ii) Az Ss, véletlen valtozo csak paros értékeket vehet fel, igy

n
P{Sl >0,...,59, > 0} = ZP{SI >0,...,58,_1>0,5, = 27“}.
r=1
A ballot-tétel bizonyitasanal lattuk, hogy azon (0,0) ~ (2n,2r) utak szdma, me-
lyekre (s1 > 0,...,S2n—1 > 0, s2, = 2r), (26.3)-at is figyelembe véve

2n—1(

Nop_1,2p—1 — Nop—1,2r41 = 2 DPon—1,2r—1 — P2n—1,2r+1) »

és ezért
1
P{S1 >0,...,58p-1>0,8, =2r}= §(p2n71,2r71 — D2n—1,2r+1) -

Igy egy teleszkopikus 6sszeget kapunk, és mivel Don—1,2n+1 = 0, ezért

1 1/2n—1 1
P{Sl>Oa-~-;S2n>0}:§p2n—1,1:§< n )22n—1
_1(2n—1)!2n 1 1/2n\ 1 1
22n_2

T 2nl(n—1)n 220 2 tan-

n

A maésodik 4llitas szimmetria okok miatt kovetkezik az el6z6bdl.

(iii) Az {Sl 750,...,52”#0}:{51 >0,...,5, >0}U{S1 <0,...,5, <0}
felbontas alapjan kovetkezik (ii)-bol.

(iv) Egy 2n hosszu ut, mely szigortan a t-tengely f616tt halad sziikségképpen
athalad az (1,1) ponton. Ezt tekintve 4] origonak, egy olyan 2n — 1 hosszi utat

A

g
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kapunk, melynek cstcsai az 1j vizszintes tengelyen vagy afolott vannak. Ezek
int .
szerin b Pvay
P{Sl >0,...,5, > 0} = P{Sl = 1}P{Sl >0,...,5,_1 > 0}

1
= 5P{5120,.... 81 > 0}.

Vegyiik észre, hogy S2,_1 paratlan szam, ezért ha Ss,_1 > 0, akkor Sy, > 0 is
teljesiil, vagyis P{S; > 0,...,S9,—1 > 0} = P{S; > 0,...,S52, > 0}. Az allitas
most méar kovetkezik (ii)-bol.

(v) Figyelembe véve, hogy Sa,—1 nem lehet 0, (iii) és (26.4) alapjan

fon = PAS) £ 0, Son s #0, 50, =0} = PLUrben i 05 s « O1.)

=P{S1 £0,..., 54 # 0} —P{S1 £0,..., 55, # 0} _ _(zni
=P{S1 #0,...,80m_2# 0 —P{S1 £0,...,5, #0} ,=Q(62h“0)~ " )92

2n — 2 1
= U2p—2 — U2n = n—1 W—U%

o (2n=2)122n% 1
T 1)l(n_1)n222n
2n (2n)! 1 _2n 1

T on—1minl 220 YT gyt T T 5T

U2n - M )
(vi) Minden rogzitett & = 0,1,...,n esetén olyan utakat keresiink, melyekre G{M = Mz& uZu—-Z{

Sok = 0,895+1 £ 0,...,82, # 0. Az els6 2k csicsot 22kqs9,, féleképpen valaszthat- &

juk. A (2k,0) pontot véve 1j origonak a (iii) pont szerint a tobbi 2n — 2k cstucsot

22n=2kyo 9, modon valaszthatjuk. Osszesen tehat 22" uguon—_ok lehet&ségiink o( ('P(%??O/ é) Il!»:u

van, vagyis a keresett valoszintiség valoban wogug,—ok. Végil (26.4) szerint

YA - 1Y

“2k“2"‘2’“:(k 25\ n—fk )22 = \ g )\ n—k J220°

Jelolje az els6 n lépés soran a pozitiv oldalon megtett 1épések szamat !

‘ Vo

Ny=#{1<k<n:Sy>0}+#{1<k<n:S,_1>0,85, =0}
=#{1<k<n: Skg_1>0,5, >0},

n=1,2 ..., és legyen

Bokon = P{Mm=2k}, k=0,1,....n
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2. abra. Két példa, melyre Ny = 8.

Masképpen, azon 2n hosszu toréttvonalak szdma, melyeknek 2k oldala van a ten-
gely fol6tt 22" Bk 2. Az n = 5, k = 4 esetben ilyen toréttvonalakat lathatunk a
2. abran.

Az alabbi tétel az egyszeri szimmetrikus bolyongésra vonatkozo egyik legfonto-
sabb eredmény. A eredeti bizonyitas analitikus, a generatorfiiggvények modszerét
hasznalja. Jelen kombinatorikus bizonyités Fellert6l szarmazik.

Diszkrét arkusz-szinusz torvény (K. L. Chung, W. Feller, 1949). Annak a valo-
szintsége, hogy eqy eqyszerd szimmetrikus bolyongds 2n lépés sordn 2k lépést tesz
a pozitiv oldalon

J2k: 2 2k‘71

n —
n = 99 = ,17"'7 .
Bak,2 (k)(n—k)?" k=0 n

Tovabbad ez valoszintségeloszlds, azaz ZZ:O Bok,on =1

Bizonyitas. Ha k = n, akkor Bo,92, = P{S1 > 0,...,S2, > 0}, és igy a 26.1.
Allitas (iv) pontja szerint

_Pfa = .
om\ 1 28" I [Sﬂ 0, ane
Bon,on = Uzp = o2n = U2n U0 = Uzn Uzn—2n = Q2n2n - !
n ?M_H LV 0}

A k = 0 esetben a szimmetria miatt Bo2, = P{S1 <0,...,5, <0} = ap 2, =
0o 2n. Ezzel az allitast a k =0 és k = n esetben belattuk.

U, U
O(ZH,z% % “u-2g
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Legyen most 1 < k < n—1. Ebben az esetben csak 2k 1épés torténik a t-tengely
felett, ezért az ut valamikor visszatér a 0-ba. Legyen 2r az elsé ilyen id6pont, r < n.
Ekkor 27-ig vagy minden oldal a pozitiv oldalon van, amikor is a (2r,0) cstics utan
pontosan 2k — 2r oldal van a tengely f6lott, vagy minden oldal a negativ oldalon

van, amikor is a (2r,0) cstcs utan pontosan 2k oldal van a tengely f6lott. Az els6

i
|

esetben az utak szama Zn-Tv
%2 g U,
22" P{S1 > 0,..., 521 > 0,52 =0} 2> Bop_or 9n—2r, I 1
L\—_‘ — J b
. o A
mig a masodik esetben [ekkor sziikségképpen n —r > k| 1v
22" P{S1 <0,..., 5821 < 0,5, =0} 2°" "> Bop, 22y . I
2y
Vilagos, hogy - —
/ 1
qr1 = P{Sl >07"'a52r71 >0a 527‘:0} -Lr &qu
:P{Sl <0,...,58 1 <0,Sgr:0} =:Qr2, €S ‘2'&- PCL ‘6"2

qr1+ qr2 = P{Sl 7é 0; RS 527“—1 7é 07527' = O} = f27‘7

ahol fa, (26.5)-ben definialt. Ezért q,1 = ¢r2 = far/2, és az utak szama az elss,
ill. a masodik esetben S

A~

2271 f27‘ il 2271 f2r

/8216 2r,2n—2r 62]6 2n—2r -

Mivel r az els6 esetben olyan, hogy 1 < r < k, mig a mésodikban 1 <r <n —k,
ezért Osszegezve a

k n—k
1 1
(26.6) B2eon = 5 > for Bok—2r2n-2r + 3 > far Bakan—2r
r=1 r=1 _?(2"\ &f& gdﬂ" %
formulat kapjuk, 1 <k <n-—1. EZE, fﬂ)
Megmutatjuk, hogy

N

(26.7) Bokom = @2k 2m.) 0<k<m-—-1, m=12,..., zz( 'P(S& O a7 s

/ Q

p h - J wli,

hiszen agp om-re mar a 26.1. Allitas (vi) pontjaban igazoltuk a kérdéses egyenldsé-
get. Teljes indukcibéval bizonyitunk m szerint. Ham = 1, akkor ez 8y 2 = a2, amit
mér [altalanosan| igazoltunk a bizonyitas elején. Tegyiik fel, hogy (26.7) teljesiil
minden 1 < m <n — 1 esetén. Ekkor (26.6) szerint

v 1 f

k
1
Bak,on = B E for q2k—2r 2n—2r + 3 g for 02k 2n—2r
r=1 r=1
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és igy a 26.1. Allitas (vi), majd (i) pontja alapjan

k n—=k
1 1
Bok,2n = 3 ; Jor Uzk—2r U(2n—2r)—(2k—2r) T 3 ; Jor U2k U2n—2r)—2k ,
— — _ + _
k n—k My, = fg, Moy o * Loy “at-
1 1 N
= 5 U2n—2k Z for uop—2r + o U2k Z Jor Ug(n—k)—2r ‘ (f _ '{
r=1 r=1 ™

1 I 1 =
= 5 Uan—2k Uk + 5 U2k Uz(n—k) = U2k U2n—2k
= 2k .2n -

A bizonyités elsé részét is figyelembe véve, indukcioval kaptuk, hogy minden n € N
és k=0,1,...,n esetén B 2n = Qok.2n.

Az, hogy minden n-re ZZ:O oopon = 1 kovetkezik a definiciobdl, hiszen
00,20, ¥2,2n, - - -, O2p 2n, aNNak az eloszlasa, hogy a 2n-edik lépésig mikor jartunk
utoljara a O-ban, a 0. 1épést is beleértve. -

A P{Ny, =2k} = agk,on, k=0,1,...,n, eloszlast diszkrét n-edrendid arkusz-
szinusz eloszldsnak nevezik. Az elnevezést az indokolja, hogy az n + 1 pontot jol
kozeliti az f(-)/n fiiggvény, ahol

1

f(u):m, 0<U<1,

ami az
2

(26.8) F(u) = = arcsinyu, 0<u<l,
T

arkusz-szinusz eloszldsfiigguény stirtisége. Az

n

1 ./k
(26.9) A2k, 2n R —f<—) )
n

kozelités hibaja elhanyagolhato, kivéve ha k kozel van 0-hoz, vagy n-hez.

Vegyiik észre, hogy a kapott eloszlas szimmetrikus, azaz ooy, 2n = Qopn—2k, 2n ,
és oy, 2n a legkisebb érték, ag on = aon,2n & legnagyobbak. A diszkrét arkusz-
szinusz torvény ellentmond a természetes intuicionak. Az érmedobéas terminold-
giajat hasznalva az els6 jatékos az id6 Na,/(2n) részében vezet, és ez az érték
nagy valoszintiséggel kozelebb van 0-hoz vagy 1-hez, mint 1/2-hez. A 4. abran pl.
egy olyan véletlen kimenetelt lathatunk, ahol az id& nagy részében az els§ jatékos
vezet. Vagyis nagyon sokaig kell az érmét dobalni ahhoz, hogy a kiegyenlit&dés
bekovetkezzen. Bizonyos értelemben ez sosem kovetkezik be igazan.
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3. abra. A (26.9) kozelités n = 10 esetén.
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4. abra. A bolyongés egy kimenetele; n = 10000.
A kovetkezd tétel a (26.9) approximéciot teszi egzaktta. b &
Zn

26.1. Teétel. Tetszdleges 0 < u <1 esetén

Nﬂ 2 .
lim P{ 22’ Su} = Zarcsin/u.
T

n—oo n

Bizonyitas. Legyen 0 < a < u < 1. Chung és Feller tétele szerint

Non 27\ (2n — 25\ 1
P{ < G < } ZO‘Z“Q":ZQ)(?@—J')W’

~ JEH JEH
Nl
hx‘ Qod\ { | é ?’Mv‘
o) 78 = B 3{

sk

P_(ﬂ.a’aﬁ\« //é/.:(é‘y iﬂf; ﬂm' q

'a,—éw h=>00

- > 00
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ahol H = {j : 2an < 2j < 2un}. Fontos, hogy n — oo esetén j — oo, és
n—j > n(l —u) miatt n — j — co. Ezért a Stirling-formula szerint

N
<2j (2n2j)i@(2n2j) 1 V\.’N(E,JW
j)\n—j )22 ()2 ((n—j)h2 2%
V272j (g) V2m2(n — j) (\Z__ﬁ
2mj (4)” 27T(n—]) (=) R

7
‘441'\/ n—j) o
%ﬂiy(nfj)m 5_\

11
™ i —=7)

Jelolje j = j, azt az értéket, melyre a

2(n—j)

max
an<j<un

Q2j 2n ‘

(i)

maximum felvétetik. Vildgos, hogy ez a maximum 0-hoz tart. Ez pedig azt jelenti,
hogy tetszdleges e > 0 szamhoz megadhato ng = ng(e) € N kiiszobszam, hogy
n > ng esetén

A&n
1-c¢) {< } 1+¢)

Vegyiik észre, hogy az

{jra<Li<u} {ira<i<u}

Osszeg egy Riemann-féle kozelits sszeg, ami az alabbi integralhoz konvergél. Mivel
€ tetszGlegesen kicsi lehet, 0l CucA
Liw

JLH;OPMS "Su}zi/j —ﬁdx:F(u)—%) 2> 0

minden 0 < @ < u < 1 esetén, ahol F(-) (26.8)-ban definialt. Mivel F'(0) = 0 és
F(1) =1 az a — 0 hatdratmenet [a 2.4. Feladathoz hasonléan| igazolja a tételt. g

Végiil az egyszerd szimmetrikus bolyongés maximuménak, minimumanak és az

my, = min S és M, = max Si
0<k<n 0<k<n
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n jaték soran [szabalyos érmét dobalunk| az elsG jatékos legkisebb és legnagyobb
nyereményét, és legyen

gn(a,b,v) =P{a <m, <M, <b, S, =v}.

26.2. Teétel. Olyan a,b és v egészek esetén, melyek teljesitik az
(26.10) a<0<b,a<b,a<v<b,

egyenldtlenségeket

oo o

(26.11) gp(a,b,v) = Z pn(Qk(bfa)Jrv) - Z pn<2k(bfa)+2b—v),

k=—o0 k=—o0

ahol

. . n 1 .
pn(]):P{Sn:J}:<n_+j)2—n, j=0,4£1,£2,...,%n.
2

Megjegyezziik, hogy a (26.11) formulédban szerepld végtelen sor csak formalisan
végtelen, hiszen a fenti binomialis egyiitthato értéke 0, ha (n + j)/2 értéke nem
egész, vagy abszolutértéke nagyobb, mint n. Ha n és v paritasa eltérs, akkor
(26.11) mindkét oldala elttinik.

Bizonyitas. A rovidség kedvéért jelolje a (26.11) egyenletet [n,a,b,v]. Teljes in-
dukcioval bizonyitunk n szerint. Kénnyen ellenérizhets, hogy [0, a, b, v] igaz.

Tegyiik fel, hogy [n — 1, a, b, v] fennall valamely n > 1 esetén minden (26.10)-et
kielégits a, b, v harmasra. Definici6 alapjan m,, < 0 és M,, > 0, ezért ¢, (0,b,v) =0
és qn(a,0,v) = 0. Ha a vagy b nulla, akkor (26.11) jobb oldala is 0, hiszen p,(j) =
pn(—7), igy a két szumma kiejti egymast. Tehat [n,a,b,v] igaz, ha a = 0 vagy
b=0.

Legyen most a < 0 < b,a < v <b. Ekkora+1<0éb—12>0, igy az
indukcios feltevés szerint [n—1,a—1,b—1,v—1]és [n—1,a+1,b+1,v+1] fennall.
Ekkor az els6 1épés szerint szétbontva az eseteket, a

1 1
gn(a,b,v) = iqn,l(a—l,b—l,v—1)+§qn,1(a+1,b+l,v—|—1)
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rekurziot kapjuk, és igy az indukcios feltevés szerint

qn(a,b,v) = % i pn_1(2k(b —a)+v— 1)
k=—o0
- % i Po-1 (2606~ a) + 25— v 1)
k=—00
+ % k_ioopnl <2k(b —a)+v+ 1)
- % i pn,1<2k(bfa)+2bffu+1)
= i pn(zkz(b— a) +v) - i pn(2k(b— a) +2b—v>,
k=—o00 k=—o00

ahol felhasznaltuk az egyszert

. 1 . 1 )
Pn(j) = 5]%—1(] -1+ 5]%—1(] +1),

rekurziot. Ezzel az allitast belattuk. -

Feladatok

1. Egy szerencsejatékos a kaszindban elvesziti minden pénzét, de a forintra lenne
szitksége buszjegyre. Mivel torzsvendég, a kaszino felajanl b — 1 forint hitelt ha n-
szer feldob egy szabalyos érmét, és minden dobasnal 1 forintot nyer vagy veszit. Ha
addssaga valamikor eléri a b forintot, akkor gyalogolhat hazaig, és legkézelebb vissza
kell fizetnie a kolcsont. Kiilonben végigjatssza az n jatékot. Mennyi a valoszintisége,
hogy notérius szerencsejatékos bardtunknak nem kell hazagyalogolnia? Mekkora
ez az érték, ha a =5,b=2 és n =107

2. Egy mozi el6tt n + m ember &ll sorba véletlen sorrendben. Mindegyiikiik
pontosan egy jegyet akar venni a kovetkezs eladasra. Minden jegy 1000 Ft-ba
keriil. Tegyiik fel, hogy m embernél csak 2000 Ft-os, n-nél pedig csak 1000 Ft-
os bankjegy van, és m < n. Mennyi a valészintisége, hogy nem akad meg a sor
pénzvaltas miatt, ha kezdetben

(a) a kassza {ires?

(b) pontosan k darab 1000 Ft-os van a kasszaban?



