Az X eloszlasfiggvénye a kivetkezdképpen szamolhato:

F(x)=P(X <x)
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a standard normalis eloszlés eloszlasfliggvénye. Ebbdl a szamolasbol vilagos,
hogy elég a ® fliggvény értékeit ismerni, és ebbdl tetszbleges paraméterd
normalis eloszlas eloszlasfliiggvénye szamolhato.
Ugyancsak (5) egyszerii kovetkezménye az alabbi allitas.

8.2. Allitas. Ha X ~ N(u,0?), akkor (X — p)/o ~ N(0,1).

S6t, ez kicsit altaldnosabban is igaz: ha X ~ N(u,0?), és a,b valos
allandok, a # 0, akkor aX + b ~ N(ap + b, a*c?).

A normalis eloszlas nagyon erésen koncentralddik a varhatéd értéke koriil.
Valoban, ha X ~ N(u,0?) és Z ~ N(0,1), akkor

P(|X —ul <Ao) = P(|Z] < A)

= d(N) — D(=N)

= 20()\) — 1
0,6827, A\ =1,

~J0,9545, A=2,

© 10,9973, A\ =3,
0,9999, X\ =4

9. Véletlen valtozok konvergenciaja

E( x|) <o

9.1. Markov és Csebisev egyenl6tlenségei

9.1. Tétel. Markov-egyenldtienség Legyen X eqy véletlen vdltozo (€2, A, P)
valdszinidségr mezdén, melynek véges a vdrhato értéke. Ekkor tetszdleges pozi-
tiv ¢ konstansra

B(|X])
¢ b < E(¥)

Ffo pwilzes) a7 PR

P([X[>¢) <

W/

{



‘e‘('l):’v,

AHze)L =2 E(M) i) 2. 14l Rxex)
(PQX\%) /JP fw: ]wac\ﬁ) fp(?w W) :\(L-’Jxl-l>c])

(o vy g it vig e,

Bizonyitds. Ha X diszkrét xq, 2o lehetséges értékekkel, akkor

el apde - N e N v
P(IX|>0)= YAP(X =u2)< > ““P(X =) R
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Ha X folytonos f stirtiségfiiggvénnyel, akkor (-P< X € ;4) = Aj f%) dg
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A Markov-egyenlGtlenség egyszeri alkalmazéasaval adodik a

9.2. Tétel. Csebisev-egyenldtlenség Legyen X egy véletlen vdltozo (2, A, P)
valoszindségr mezdn, melynek véges a szordsa. Ekkor tetszdleges pozitiv ¢

konstansra D?(X) ST R - ﬂ(DO()
P(X -B(X)| 20 <=2 S
SRR 519&))( e
Bizonyitas. A Markov-egyenltlenség szerint 7/(/) A
2
P(X ~B(X)| > ¢) = P((X ~ E(X))? > ¢*) < DC(QX),
2
Y ve (V-E0) 20 ©
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9.2. Nagy szamok gyenge torvénye - v < 2 B

9.3. Tétel. Csebisev-féle nagy szdmok gyenge tirvénye Legyenek X1, Xo, ...
paronként fiiggetlen, véges szomsu véletlen wvdltozok, melyek kézés vdrhato
értéke p és szordsnégyzete . Ekkor tetszbleges € > 0 esetén

Xi4...+X Xk
. 1 cee n .
JLIEOP ('n —u‘ >6> =0. E(){) SR s,
= ~2 .
Bizonyitas. A paronkénti fiiggetlenség miatt CD?/%) =0T

D*( X, + ...+ X,)) = no*.
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A Csebisev-egyenlétlenséget az X = X7 + ... + X, valtozora folirva kapjuk, G hov) 9 "#/'
hogy V) iy

X, +...+X, DXX, +...+ X, <
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A bizonyitasbol latjuk, hogy a paronkénti fliggetlenség helyett elég kor-
reladlatlanségot feltenni.
Specialis esetként adodik a

9.4. Tétel. Bernoulli-féle nagy szamok gyenge térvénye (1713) Jeldlje S,
eqy p valdszintségd A esemény bekiovetkezéseinek a szdmdt eqy kisérlet n
fiiggetlen ismétlése sordn. Ekkor tetszdleges € > 0 esetén gh: L*‘ T.,l:__-l—I

>c| =0 —~ ALW‘M’Z!Z\/M‘
. 1= WHMJ“”W

A tétel szerint a relativ gyakorisagok a fenti értelemben konvergéalnak a: M""D
igazi valoszintiséghez. Mivel a valdszintiség definicidjat a relativ gyakorisago O
tulajdonsagai motivaltak (additivitas), ezért a fenti tétel szerint a valoszind- i
ség tényleg az, amit akarunk. EYm lul;/

A fenti tételekben szerepls konvergencia a sztochasztikus konvergencia, fbﬁag%u RS
melynek altaldnos definicidja a kévetkezd.

lim P(‘Sn—p
n

n—o0

'Py, VY.
9.5. Definicio. Az (X,,),en véletlen valtozok sorozata sztochasztikusan kon- Bewenlllc ( 77)
vergal X -hez, ha minden € > 0 esetén E(I)
=f

nh_{goP(|Xn X|>e¢e)=0. (Dz(j) ;(Pﬂ”?)
Megjegyzés. A fenti tételekben szerepls gyenge jelzd arra utal, hogy a konver-
gencia sztochasztikusan teljesiil. Erés konvergenciarél akkor beszéliink, ha a
véletlen valtozok majdnem biztosan konvergalnak. Pontosabban, az (X,,),en
véletlen valtozok sorozata majdnem biztosan, vagy eqy valdsziniiséggel kon-
vergdl X -hez, ha -

P ({w - lim X (w) = X@)}) — P(lim X, = X) =
n— oo n—oo
[tt persze méar az is magyarazatra szorul, hogy az {w : lim,,_,., X, (w) = X(w)}
halmaz valéban esemény, azaz eleme a megfelel§ o-algebranak. Ez a o-
algebra tulajdonsagaibol kovetkezik. Erre részletesebben nem tériink ki.
A nagy szamok erds torvénye a kovetkezd.
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9.6. Tétel. Nagy szdmok erds térvénye Legyenek X, X1, Xo, ... fliggetlen, azo-
nos eloszldsi véletlen vdltozok, véges E(X) vdrhato értékkel. Ekkor
. SW
n A% ~ ( &W ‘“i: /) =
hHl Zz:l — E(X) CRD (P P E/’() //

n—00 n

majdnem biztosan.

9.3. Centralis hatareloszlas-tétel

A nagy szamok torvénye azt allitja, hogy fliggetlen, azonos eloszlasu véletlen
valtozok atlagai kozel vannak a varhatd értékhez. Az aldbbiakban ezt a
kozelséget tessziik precizzé.

9.7. Tétel. Centrdlis hatdreloszldas-tétel Legyenek X, X1, Xo, ... fiiggetlen,
azonos eloszldsi véletlen vdltozok kozos E(X) = p vdrhato értékkel, és véges
D(X) = o szordssal. Ekkor tetszdleges v € R esetén

i (S0 )

ahol
P(z) = ! /I e y22d
T) = ——
V27( —00 Y

a standard normdlis eloszlds eloszldsfligguvénye.

A tétel bizonyitasa mar komolyabb eszkozokkel, a karakterisztikus fligg-
vények modszerével torténik.
A tétel indikatorvaltokra vonatkozo specidlis esete a

9.8. Tétel. de Moivre—Laplace tétel Jeldlje S, eqy p valdsziniségili A esemény
bekdvetkezéseinek a szdmdt eqy kisérlet n fiiggetlen ismétlése sordn. Ekkor

tetszdleges v € R esetén ) _
.-,EU ‘«—\/“ ME};

L+,
lim P ng = ®(x). 7(I)=r7p(1\r)
n—o np(l —p),
Lol AN
Valéban, korabban lattuk, hogy a p-paraméterti Bernoulli-eloszlés varhato
értéke p és szordasa /p(1 —p). A specidlis eset bizonyitdsa a binomidlis
egylitthatok pontos aszimptotikidjanak meghatarozasaval torténhet.

S, 4

9.9. Példa. A kakucsretyegei polgarmestervalasztéason két jelolt van: A és B.
Kakucsretyege 40000 szavazoja egymastol fiiggetlentil, 1/2—1/2 valoszintiség-
gel szavaz a két jelolt egyikére. A fesziilt politikai helyzet miatt a szavazatok
djraszamlalasat rendelik el, ha a két jeloltre leadott szavazatok szama kozott
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n=hpovo

S, Amomii (n)2)  :Ane ok new

legfeljebb 100 a kiilénbség. Mi a valdszintisége, hogy tjraszamlalasra keriil
sor?

Ekkor tehat n = 40000, p = P(A-ra szavaz valaki) = 1/2. Legyen S,
az A-ra szavazok szama, ekkor n — S, a B-re szavazok szama. A kérdés
P(]S, — (n — S,)| < 100). A CHT-ban el6fordulé mennyiségek np = 20000

és m =100. Igy a CHT szerint gh, " S,— 200w
aclo P(|S, — (n — S,)| < 100) = P(—100 < 25, — n < 100) {nptes? 100
Sn —np
P g 3g0) ) A0) (09 S05) g i g o
= O =Dl ~ (0,5) — (-0,5) 1 g Scte U
=20(0,5) — 1 ~0,38. Z 100 = L

Galton deszkaja. Sir Francis Galton (1822-1911): polihisztor, Darwin
unokatestvére. A centrélis hatéreloszlas szemléltetése. Az elsé sorban 1 ék
van, alatta 2, ..., az n-edik sorban n. Az n-edik éksor alatt van n+ 1 tartély, @Lt} :”@(/)
0-t6l n-ig sorszamozva. Egy golyot elinditunk az els§ éknél, és a golyot min- ~—
den ¢k 1/2 —1/2 valoszintiséggel tériti el jobbra vagy balra. Annak a valoszi-
1

niisége, hogy a golyo a k-adik tartalyban landol = - azon ttvonalak széma,

ahol a goly6 k-szor megy jobbra és (n — k)-szor balra = 5 (7). Maskeént, ha

Sy, a golyo jobbra eltéritéseinek széama, akkor .S, binomialis eloszlasu (n, 1/2) 1’15 /\511
paraméterekkel. Ha sok golyot engediink le, akkor a haranggdrbe rajzolodik Qg
ki a tartalyokban. A
10. Konvoliicio n
Aa L,
A konvolucios formulék fiiggetlen véletlen valtozok Gsszegének eloszlasat ad- ! g
jak meg.
Jak mes tJ L Ly Ly L
o 1 2 o

10.1. Diszkrét eset

Legyenek X,Y fiiggetlen diszkrét véletlen valtozok xq,xa,..., éS y1,¥o,...
lehetséges értékekkel. Ekkor Z = X +Y véletlen valtozo is diszkrét, lehetséges
értékei {z1, 20,...} = {x; +y; : 1,7 € N}. Tovabba, Z eloszlasa

PZ=2)=P(X+Y =2)
:ZP(X:xi,Y:z—mi)

SseanSgqg
e

= Z P(X = 2,)P(Y =z — 2;).
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