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1. Legyen X ~ Geom(p). Igazoljuk, hogy teljesiil ra a diszkrét orokifju
tulajdonséag, azaz

PX>k+1X>1)=P(X > k).
[gazoljuk, hogy ez jellemzi is a geometriai eloszlast!
Megoldas. Ha X geometriai eloszlasu, akkor valamilyen p-re

P(X =k)=(1-p)""p.

Ezért
P(X > k) = i P(X =) = f: (1-p)'p
i=k+1 i=k+1
=p(1—p)’“2(1—p)3 =p(1=p)'— (1—29) = (1—-p)*
Tehat -
PX>k+1lX>1)= %
(1—p)*™

= = (1) =P > k),

amint allitottuk.
Megforditva, tegyiik fel, hogy

PIX>k+1X>1)=P(X >k)

teljesiil minden k, [ pozitiv egész szamokra. Atrendezve

PIX>k+1)=P(X >kP(X >1).
Innen indukciéval kapjuk, hogy

P(X >n)=(P(X >1))",
ahonnan
PX=n)=PX>n—-1)-P(X>n)=P(X >1)""!—(P(X >1)"
=PX >1)""'1-P(X > 1)),

azaz X geometriai eloszlast p = 1 — P(X > 1) = P(X = 1) paraméterrel.
[



2. Diszkrét 6rokifjubol folytonosat. Legyen X,, ~ Geom(A/n). Hatarozzuk
meg X, /n hatéareloszlasat, azaz adjuk meg a

X
lim P (—n < x)
n—00 n
hatarértéket minden z € R esetén!

Megoldas. Legyen x > 0 tetsz6leges. Ekkor

P(ﬁgx) - P(X, > na) = 1 - P(X, > [na])

n
[na]
-2
n

A[nz]

Xa
(-2
n

—1—e 7,

ami éppen a exponencialis eloszlas eloszlasfiiggvénye. O]

3. Az FC Barcelona passzolasi hatékonysaga 2019. aprilisaban p = 0,85 (azaz
egy passz ekkora valosziniiséggel sikeres). Adjuk meg annak a valoszintiségét,
hogy a Liverpool elleni 525 passzbol legalabb 460 sikeres.

Megoldas. Ez a legklasszikusabb példa a de Moivre-Laplace-tétel alkalma-
zasara. Jelolje S a sikeres passzok szamat. Mivel Gsszesen 525 passz van,
és mindegyik passz egymastol fiiggetlentil 0, 85 valoszintiséggel sikeres, ezért
S eloszlasa binomialis n = 525 és p = 0,85 paraméterekkel. A de Moivre—
Laplace-tétel szerint

S —np

np(1 — p)

kozelitéleg standard normalis eloszlasi, azaz

3 (ag % gb) ~ B(b) — B(a).

A pontos allitas az, hogy ha n — oo, akkor az ~ helyett = van. Ha csak
fels6 korlat van, akkkor a = —oo és ®(—o0) = 0, ha csak als6, akkor b = oo
és P(oo) = 1. A feladat kérdése a P(S > 460) valoszintség. Egyszert



atalakitassal elérjiik, hogy (S — np)/y/np(1 —p) jelenjen meg. Az np =
525+ 0,85 ~ 446 és y/np(1 — p) ~ 8,2 értékeket beirva

S —np 460 — np S —np
P(S > 460) = P =P =——>17
(52 460) (x/np(l—p)Z \/np(l—p)) ( np(l—p)21 )

~1—®(1,7) =1 — 0,955 = 0,045.

Tehat a keresett valoszintsége 0,045. [

4. Magyarorszagon, és mindeniitt a vildgon, tobb fitgyermek sziiletik, mint
lany. Az jsziilottek 52%-a fin, 48%-a lany. Nevezziik ldnyos napoknak/heteknek
azokat a napokat/heteket, amikor t6bb lany sziiletik, mint fit.

e Szegeden naponta 9 gyermek sziiletik. Mennyi a pontos valészintisége,
hogy Szegeden egy adott nap lanyos nap? Milyen eloszlast az egy
héten bekovetkezett lanyos napok szama? Varhatéan hany lanyos nap
van egy héten?

e Budapesten naponta 100 gyermek sziiletik. Mennyi a kozelité (normalis
kozelités, de Moivre—Laplace-tétel) valoszintisége, hogy Budapesten egy
adott nap lanyos nap?

e Egész Magyarorszagon egy héten 2500 gyermek sziiletik. Mennyi a
lanyos hét bekovetkezésének kozelits valoszintisége? Varhatéan hany
lanyos hét lesz 2020-ban? Adjuk meg annak a kozelité valoszintségét
(Poisson-kozelités), hogy legalabb 3 lanyos hét lesz 2020-ban.

Megoldas. (a) Egy nap 9 gyermek sziiletik. Annak a valdszinisége, hogy
egy gyermek lany 0,48. Ezek az események egymastol fiiggetlenek. Ezért, ha
X jeloli a lanyok szamat, akkor X binomialis eloszlasti n = 9 és p = 0,48
paraméterekkel. Ha X a lanyok szama, akkor 9 — X a fiuké, és pontosan
akkor sziiletik tobb lany, ha X > 5. Ennek a valészintsége

9

P(X>5)=) P(X=k=)_ (Z) (0,48)" (0,52)°7*F = 0, 45.

9
k=5 k=5

Tehat annak a valészintisége, hogy egy nap lanyos nap, 0,45. A egyes na-
pokon tortént sziiletések egymastol fliggetlenek, ezért az egy héten bekovet-
kezett lanyos napok szama binomiélis eloszlast kévet, ny = 7 és p; = 0,45
paraméterekkel. A binomidlis varhato értéke ng - p; = 3,15. Varhatoan 3,15
lanyos nap van egy héten.

(b) Jelolje most Xp a Budapesten egy napon sziiletett lanyok szamat.
Ekkor Xp binomialis n = 100 és p = 0,48 paraméterekkel. Akkor lesz tobb
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lany, ha Xp > 51. A de Moivre-Laplace-tétel szerint (most np = 48 és
np(l —p) =5)

Vnp(l —p) - Vnp(1 —p)

~P(Z>0,6)=1-®(0,6) =0,27.

Xp— 51 —
P(X3251):P< 5P ”p)

Itt Z standard normalis véletlen valtozo. Tehat kozelitsleg 27% a lanyos nap
valoszintisége. A pontos valoszintiség

100

1
> < ZO) (0,48)"(0,52)9* — 0, 30.

k=51

Egy héten varhatoan 0,27 -7 = 1,89 lanyos nap van.

(¢) Ez ugyanaz, mint az el6bb csak n = 2500 és p = 0, 48 paraméterekkel.
Legyen X, a Magyarorszagon egy héten sziiletett lanyok szama. Akkor van
lanyos hét, ha X, > 1251. Most np = 1200, \/np(1 — p) = 25, igy

Xy — 1251 —
P(XM21251):P< M ”p>

Vnp(l—p) — /np(l —p)

~P(Z>2,04) =1—d(2,04) = 0,02.

Tehéat a magyarorszagi lanyos hét valoszintisége 0,02. Egy évben 52 hét van,
igy az egy évben levs lanyos hetek szama binomidlis eloszlasti n = 52 és p =
0,02 paraméterekkel. Mivel p kicsi n pedig nagy, ezt kozelithetjiik Poisson-
eloszlassal. Mivel a varhatd érték megegyezik a paraméterrel, ezért A =
52-0,02 = 1,04. Legyen tehat Y Poisson-eloszlasi A = 1,04 paraméterrel.
Annak a valészintisége, hogy legalabb 3 lanyos hét lesz egy évben

)\2
PY>3)=1-P(Y <2)=1- (e—* + e + ?e—k) =0, 09.

[]

5. Chicago és Los Angeles kozott két vastutvonal van, melyek mindegyikén
egy-egy vonat kozlekedik. Mindkét vonat egyidében indul, lényegében egy-
forman kényelmes és k személyes. Tegyilik fel, hogy 1000 utas egymastol
fiiggetleniil 1/2—1/2 valoszintiséggel valaszt vonatot. Legalabb mekkora le-
gyen az l6helyek k£ szdma, hogy 0,01-nél kisebb legyen annak a val6szintisége,
hogy lesz olyan utas, akinek nem jut iil6hely?
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Megoldas. Ez is de Moivre-Laplace. Jelolje S az A tarsasaggal utazok
szamat. Ekkor a B-vel utazok szama 1000 — S. Mivel n = 1000 ember
egymastol fliggetleniil 1/2 — 1/2 valoszintiséggel dont A ill. B mellett, ezért
S binomidlis eloszlasi n = 1000 és p = 1/2 paraméterekkel. Legyen k az
iil6helyek szama (mindkét vonaton). Az, hogy lesz olyan, akinek nem jut
hely, azt jelenti, hogy vagy az A tarsasagnal tul sokan vannak, vagy a B-nél.
Azaz, vagy S > k (A vonat betelik) vagy 1000 — S > k (B vonat betelik). A
kérdés a legkisebb olyan k érték, melyre

P(S > k vagy S < 1000 — k) < 0,01.

Vegylik észre, hogy k > 500 kell legyen, és ekkor csak az egyik vonat telhet be,
azaz a fenti valoszintségben szerepld két esemény egymast kizaro, ahonnan

P(S > k vagy S <1000 — k) = P(S > k) + P(S < 1000 — k).

Hasznéljuk a de Moivre-Laplace-tételt. Beirjuk az np = 500, \/np(1 — p) =
5V 10 =~ 15,8 értékeket. Ekkor

B S —np k—np 1 B
P(S>l{:)—P(m>\/m)~l ®((k —500)/15,8),

és ugyanigy (csak felhasznaljuk, hogy ®(—z) =1 — ®(z) ha = > 0, és hogy
500 — k < 0)

- 1 — k-
P(S<1000—k)zp< S —np 000 — k np>

Vvnp(1 —p) - Vnp(l—p

~1— ®((k—500)/15,8).
Azaz, keressiik azt a legkisebb k értéket melyre
2[1 — ®((k —500)/15,8)] <0,01.

Atrendezve,
®((k —500)/15,8) > 0,995.

Kikeressiik a normélis eloszlas tablazatabol, hogy hol veszi fel & a 0,995
értéket. Ez 2,57, azaz

k — 500
> 2,57
158 — 77
amit atrendezve
k > 540,6.
Mivel k egész, ezért 541 a legkisebb olyan k, amire a feltétel teljesiil. O]



6. Budapesten meg akarjak allapitani a dohanyosok p aranyat. Ehhez ki-
valasztanak n egyént gy, hogy minden valasztasnal mindenki ugyanakkora
valoszintiséggel keriil kivalasztasra, és csak ezek kozt nézik meg a dohanyosok
k szamat. Legalabb mekkora legyen az n, hogy a kapott p’ = k/n arany leg-
alabb 0,95 valoszintiséggel legfeljebb 0,005 hibéaval kozelitse a valodi p aranyt,
akarmi is p € (0,1)7

Megoldas. Ez mar érdekesebb feladat, ugyanis semmi nincs megadva. Vila-
gos, hogy a feladat nagyon fontos, ugyanis a kdzvéleménykutatdsokhoz pon-
tosan ilyen tipusa kérdést kell feltenni. Van valami ismeretlen valoszintiség
p, ami azt mutatja meg, hogy az emberek ilyen ardanya szavazna az A part
jeloltjére. Nem tudjuk mi a p, de errdl szeretnénk valamit mondani. Héany
embert kell megkérdezni, hogy valami okosat mondhassunk?

Jelolje S a dohényzok szamat a megkérdezettek kozott. Ekkor S binomia-
lis eloszlasu véletlen valtozo n (meghatarozando, de ismert) és p (ismeretlen)
paraméterekkel. Vilagos, hogy az ismeretlen p értékre az S/n becslést adjuk.
Elég Osszetett a kérdés, kicsit el kell rajta gondolkodni. A becslés hibaja
|S/n — p|. Azt akarjuk, hogy ez nagy valoszintiséggel (0,95) kicsi legyen
(0,005-nél kisebb), azaz olyan n értéket keresiink, amire

S
P ('— —p‘ < 0,005) > 0,95.
n

(Annak a valoszintisége, hogy a hiba 0,005-nél kisebb, legalabb 0,95.) A
neheze megvan. Hasznéljuk a de Moivre-Laplace-tételt. Eszerint

P (a§ _Somw gb) ~ O(b) — P(a).

Vvnp(l —p)
Tehat be kell ersltetni az (S — np)/+/np(1 — p) kifejezést. Tegyiik meg:
S S —
P (‘— —p‘ < 0,005) _P (’ ”p’ < 0,005>
n n
5’ _
_p (|2 | g5 Y
vnp(l —p) p(1—p)

~ <0,005L> — & (—0,005i>
p(1—p) p(1—p)

— 20 (0,005L> 1.
p)

p(1 —




Annyit hasznaltunk, hogy |z| < a pontosan akkor, ha —a < x < a, és hogy
O(—x) =1— &(x). Ezek szerint az kell, hogy

20 (0.005—Y" | _ 150095,
vp(1—p)

o (0,005%) > 0,975,

A tablazatbol kikeresve azt kapjuk, hogy

Vo
V(1 —p)

azaz

0,005 > 1,96.

Atrendezve
n > 3922 p(1 —p). (%)

Na de nem ismerjiik p értékét. Ugy kell n-et valasztani, hogy a fenti egyen-
I6tlenség minden p-re igaz legyen. Tehat valasszuk p-t Ggy, hogy a jobb oldal
maximalis legyen. Ez p = 1/2-nél van, értéke 1/4. Tehat, ha
51
n > 396 1= 38416,

akkor (x) teljesiil minden p € [0, 1] esetén. O



