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1. Alapfogalmak

1.1. Események

1.1.1. Egy szabalyos érmét kétszer feldobunk. Adjuk meg a kisérlet egy
matematikai modelljét! Adjuk meg azt az eseményt, hogy (i) dobunk fejet;
(ii) két fejet dobunk!

Oldjuk meg a feladatot, ha az érme cinkelt, és a fejdobas valoszintisége p!

Megoldas. Kétszer dobjuk fel az érmét, ezért van egy els6 és egy masodik
dobas. Tehat a lehetséges kimenetelek

Q:{(F7F>v(Fal)v(I’F>7([>I)}'

Figyeljiink a jelolésre: (F,I) azt jelenti, hogy az els6 dobas fej, a masodik
iras, azaz ez egy vektor, aminek van els§ és van masodik komponense. A {}-
zardjel halmazt jelol, amiben az elemeknek nincsen sorrendje. Ez egy fontos
formalizmus.

A lehetséges kimenetelek szama 4. Ekkor az események halmazat valaszt-
hatjuk a hatvanyhalmaznak, azaz az ) Osszes részhalmaza esemény. Ezek
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Egy n elemt halmaznak 2" részhalmaza van, azaz [2¢| = 2/¥l (milyen prak-
tikus jelolés), azaz esetiinkben |A| = 2% = 16. Ez még kis Q esetén is elég
nagy, ugyhogy tébbszor nem from ezeket ki.

Az az esemény, hogy dobunk fejet azt jelenti, hogy vagy az els6, vagy
(nem kizar6 vagy!) a masodik dobas fej. Azaz

A = {dobunk fejet} = {(F, F), (F,I),(I, F)}.

Azaz a megfelel§ halmaznak 3 eleme van, ez egy Osszetett esemény.
Az az esemény, hogy két fejet dobunk az egyetlen (F, F') kimenetelt tar-
talmazza, azaz

B = {két fejet dobunk} = {(F, F)},

ez egy elemd, tehat elemi esemény.



Vegyiik észre, hogy eddig nem kellett az, hogy az érme cinkelt-e vagy sza-
balyos. Csak a lehetséges kimenetelek kellettek, azaz a fontos, hogy hényszor
dobjuk fel az érmét. Szabalyos érme esetén a fej és az iras valoszintisége egy-
arant 1/2, ahonnan latjuk, hogy mind a négy lehetséges kimenetel egyforman

valoszind. Tehat klasszikus valoszintiségi mezénk van, igy P : A — [0, 1],
|A]
P(A) = —.

() =12

Cinkelt érme esetén p a fej valoszintisége, 1 — p az irasé. Ekkor, a (F, F')
valoszintisége p?, hiszen mindkétszer fejet kaptunk, azaz

P({(F.F)}) =p".

Kicsit koriilményes a formalizmus, de ilyen. Valészintisége eseménynek van.
Tehat annak az (F, F) elemi eseménynek a valoszintiségét vizsgaljuk. Mivel a
valoszintiség additiv halmazfiiggvény, elég az elemi események valoszintiségét
megadni. Ezek

P{(F.D)}) =p-(1-p), PHIF)})=p-(1-p), PHUD})=(1-p)"

O

1.1.2. Adjuk meg a lottohuzést leird valoszintiségi mez6t! Mennyi annak a
valoszintisége, hogy pont 3 talalatunk lesz? Mennyi a valdszintsége, hogy
lesz taladlatunk?

Megoldas. A klasszikus 6toslotton az 1,2, ...,90 szamok kozil huznak ki
véletlenszertien 6t0t. Azaz a kisérlet lehetséges kimenetelei szamotosok. Mi-
vel a szamok kihuzasi sorrendje nem szamit, ezért névekvs sorrendbe rendez-
ziik az 6t szdmot. Tehat

Q={(a,az,...,a5): 1 <a; <ay <...<a; <90}.

Egy 90 elemt halmaz 5 elemi részhalmazainak szama

90\ 90-89-...-86
0] = (5) = 5 = 43949 268.

Véges alaphalmaz esetén az események halmazat valaszthatjuk a hatvany-
halmaznak, azaz

A=2%=1{0,{(1,2,3,4,5)},(1,2,3,4,6),...,Q}.



Mivel barmely szamotost ugyanakkora valoszintiséggel huznak ki, ez egy
klasszikus valdszinidségi mezd, azaz P : A — [0, 1],
_ 4]

P(A) = g

Egy szelvénnyel jatszunk, a szédmaink: 1 < a; < as < ag < ag < a5 < 90.
(Jatszhatunk az 1,2,3,4,5 szamokkal is.) Jelolje A azt az eseményt, hogy
pontosan 3 talalatunk lesz. Ez tgy lehetséges, hogy az ay,...,as szamok

koziil valasztunk 3-at, amit (g)—féleképp tehetiink meg, és a nem megjelolt

85 szam koziil ( {1,...,90}\{a4,...,as} halmazbol) kivalasztunk 2 szamot.

Ez

) 85

3 2
lehetGség, azaz ennyi a kedvez§ esetek szama. Tehét a valoszintiség

5\ (85
P(A) —_ (3) 90(2)'
(5)
Jelolje B azt az eseményt, hogy lesz talalatunk. Ez lehet tgy, hogy pon-

tosan 1, pontosan 2, ..., pontosan 5 talalatunk van. Ehelyett azt szamoljuk,

hogy nem lesz talalatunk, mert ez ,egyféleképpen lehet” tigy, hogy a 85 nem
megjelolt szambol hiaznak ki 5-6t. Ez

(5)

lehetGség. Tehat a valoszintiség

1.1.3. Fejezziik ki az A, B, C' halmazokkal az alabbi eseményeket!
(a) Az A, B, C események koziil pontosan k € {1,2,3} kovetkezik be.

(b) Az A, B, C események koziil legalabb k kovetkezik be.
(c) Az A, B, C események koziil legfeljebb k kovetkezik be.

Megoldas. Csak az (a) részt csinaljuk meg. Ha pontosan egy esemény
kovetkezik be, akkor valamelyik bekovetkezik és a mésik kettd nem, azaz ez
az esemény

{pontosan 1 kovetkezik be} = (ANB°NC)U(A°NBNC)U(A°NB°NC).
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1. abra. £ =1,2,3

Hasonl6an
{pontosan 2 kovetkezik be} = (ANBNC)U(ANB°NC)U(A°NBNC),
és ha mindharom bekovetkezik az a legegyszertibb, hiszen
{pontosan 3 kévetkezik be} = AN BNC.

[]

1.1.4. Harom kockaval dobva mennyi a valészintisége, hogy a dobott szamok
Osszege 47 Adjuk meg a kisérletet leird valoszintiségi mezét, ha 3 kiillonb6z6
kockéaval dobunk, ill. ha 3 egyformaval!

Megoldas. Ha harom kiilonb6z6 kockaval dobunk, akkor vilagos, hogy a
lehetséges kimenetelek halmaza

Q={(i,,k): 1 <45,k <6}

Egy w = (i,5,k) € Q esetén i jeloli az els6 kockdn dobott szamot, j a
maéasodikon dobott szamot, k pedig a harmadikon dobott szamot. Vilagos,
hogy |©2] = 63. Az is vilagos, hogy minden kimenetel egyformén valoszint,
ezért egy klasszikus valoszintiségi mezénk van.
A dobott szamok Gsszege gy lehet 4, ha két 1-est és egy 2-est dobunk,
azaz
A = {az osszeg 4} = {(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)}.

Ez egy Osszetett esemény, aminek a valoszintisége

Al 3 1
P(A) =22 _
W=~ n
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Ha a kockéak latszolag egyformak, akkor mondhatjuk, hogy a lehetséges
kimenetelek halmaza

Q={(jk):1<i<j<k<6)}.

Itt az az A esemény, hogy a dobott szamok Gsszege 4 egy elemi esemény,
hiszen az egyetlen lehetséges kimenetel (1,1, 2).

Itt mér az elemszamot is nehezebb meghatarozni, de nem ez a {6 baj. Ve-
gyiik észre, hogy az (1,1, 1) lehetséges kimenetel azt jelenti, hogy mindharom
kockéaval 1-est dobtunk. Ugyanakkor az (1, 1,2) kimenetel azt jelenti (ebben
a modellben nines (1,2,1)), hogy két kockaval 1-est dobtunk, a harmadikkal
pedig 2-est. Ekkor persze az (1, 1,2) kimenetel valoszintisége nagyobb, egész
pontosan haromszorosa az (1,1, 1) kimenetel valoszintiségének. Tehat a valo-
szintiségi mezd nem klasszikus. Persze a keresett valoszintiség nem véltozik.

A tanulsag: Mindig kiilonboztessiik meg a kockdkat!. O]

1.1.5. Egy szabalyos dobokockéval egyszer dobunk. Adjuk meg a kisérletet
leird valoszintiségi mezét! Adjuk meg azt az eseményt és annak valoszintsé-
gét, hogy (i) paros szamot dobunk; (ii) primet dobunk; (iii) hatost dobunk!

1.1.6. Egy szabalyos dobokockaval kétszer dobunk. Adjuk meg a kisérletet
leird valoszintiségi mezdét! Adjuk meg azt az eseményt és annak valoszintsé-
gét, hogy (i) két hatost dobunk; (ii) dobunk hatost; (iii) mindkétszer paratlan
szamot dobunk!

1.1.7. Egy szabalyos érmét tizszer feldobunk. Adjuk meg a kisérlet egy
matematikai modelljét! Adjuk meg azt az eseményt és annak valosziniiségét,
hogy (i) nem dobunk fejet; (ii) az els6 dobas fej; (iii) pontosan 5 fejet dobunk!

Oldjuk meg a feladatot, ha az érme cinkelt, és a fejdobas valdszintisége p!

1.1.8. Legyenek A, ..., A, tetszbleges események. Mit jelent az A;0...0A4,

esemény?
A o a szimmetrikus differenciat jeloli, azaz Ao B = (A — B)U (B — A).
(2] 1.1.7)

1.1.9. Igazoljuk az alabbi formulak helyességét!
(a) AoB=(AUB)—- AN B;

(b) AN(B-C)=ANB-ANC,

(c) A—(A—(B—-C))=ANBnNCs

(d) AUB=AoBo(ANB).



1.1.10. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges Ay, As, ..., A, események esetén
P(AiNAN---NA,) >P(A)+P(A) +---+P(A4,) —(n—1).
(|2] 1.2.2)

1.1.11. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges A, B, C' eseményekre
(a) P(AoC) <P(AoB)+P(Bo()
(b) ha P(Ao B) =0 akkor P(A) = P(B);
(c) |P(ANB)—PANC)| <P(Bo().
([2] 1.2.3 és 1.2.4)

1.1.12. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges A és B eseményre

[P(ANB) - P(A)P(B)| <

AN,

Mikor van egyenl&ség? (2] 1.2.5)

1.1.13. Igazoljuk, hogy tetszGleges A és B eseményre

P*(AN B)+P*(AN B°) + P*(A°N B) + P*(A°N B°) >

1 =

Mikor van egyenlGség?

1.1.14. Igazoljuk, hogy tetszéleges Ay, ..., A, eseményekre

- (1 - l)n <P(AN.. NA)—P(A).. P(A,) < (1 _ 1) /),

n n

(Vigh Viktor, Polygon)

1.2. Szita formula

1.2.1. Egy pénziigyi befektets cég harom cégbe fekteti pénzét, melyek rend-
re 0,19, 0,25, illetve 0,28 valoszintiséggel mennek csédbe az elkdvetkezs 6t
évben. Annak a valoszintisége, hogy az els6 és a mésodik cég is cs6dbe megy
0,05, hogy az els6 és a harmadik is cs6dbe megy 0, 1, mig hogy a méasodik és
a harmadik is becs6dol annak is 0, 1. Annak az esélye, hogy mindharom cég
becs6dol 2%. Mennyi a valoszintisége, hogy

(a) az els6 vagy a masodik cég cs6dbe megy?
(b) egyik cég sem megy csédbe?
(Sztics Gabor feladata)
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2. abra. Az els6 vagy a masodik cs6dbe megy.

Megoldas. Ez egy egyszerii szita-formulas feladat. Jelolje A, B, illetve C'
azt az eseményt, hogy az elsd, masodik, illetve harmadik cég cs6dbe megy
az elsé 6t évben. A feladat megadja a egyes, kettes és harmas metszetek
valoszintiségét.

(a) Az, hogy az els6 vagy a masodik cég cs6dbe megy a A U B esemény.
Ennek a valoszintisége

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB)=0,19+ 0,25 — 0,05 = 0, 39.

(b) Az, hogy egyik cég sem megy csédbe, az a (AU B U C)° esemény. A
szita formula szerint
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)
—P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)
+P(ANBNCQC)
=0,194+0,254+0,28—-0,05—-0,1—-0,1+ 0,02
=0, 45.

]

1.2.2. A Faluvégi Kurta Kocsma el6tt 5 bicikli all. Zarora el6tt egymas utan
jon ki az 5 tulajdonos, és mindegyikiik véletlenszerden valaszt egy kerékpart.
Mennyi a valoszintisége, hogy senki sem a sajat biciklijén jutott haza?

1.2.3. A Jonas Brothers nevii egyiittes tGjra Osszeall és koncertet adnak. A
PepsiCo cég a kovetkezd oOtlettel all els: a kolasiivegeik kupakjaban elrejtik
a banda egy-egy tagjanak a nevét és azok kozott, akik 6sszegytjtik mindhé-
rom nevet kisorsolnak egy VIP belépst. Kevin neve a kupakok felén szerepel,
Joe-val a kupakok egyharmadéaban talalkozhatunk és Nick a legritkabb, ne-
ve atlagosan minden hatodik kupakban szerepel. Mennyi a val6szintisége,

8
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3. dbra. Egyik sem megy csédbe.

hogy 5 kolat vasarolva sikertil kigytdjteniink a harom testvért? (Segitség: a
kupakokra gondoljunk gy mintha egy zsakbol hiznank egy nevet, melyben
Kevin haromszor, Joe kétszer, Nick pedig egyszer szerepel.)

1.2.4. Két szabalyos kockat r-szer feldobunk. Legyen p, annak a val6szint-
sége, hogy az (1,1),(2,2), ..., (6,6) mindegyike legalabb egyszer eléfordul.
Hatéarozzuk meg p,-et! (2] 1.2.13)

1.2.5. Sorban elhelyezett n dobozba taldlomra berakunk N goly6t tgy, hogy
az Osszes elhelyezés egyforman valoszind. Mennyi a valoszintisége, hogy az
elsé k doboz egyike sem iires? (2] 1.2.14)

1.2.6. Egy urndban k-féle szint goly6 van, mindegyik sziniib6l ugyanannyi
darab. Egyenként hizunk a golyokbol tigy, hogy minden hiizas utan vissza-
tessziik a kihtizott golyot, és minden hizésnél barmelyik goly6é ugyanolyan
valoszintiséggel keriilhet kihuzasra.
(a) Mennyi annak a ¢, valosziniisége, hogy legalabb n huzas kellett ahhoz,
hogy minden szin eléforduljon?

(b) Mennyi annak a p, valoszintisége, hogy n hizas soran minden szin
eléfordult, és ez az n-edik huzéasnal kovetkezik be eldszor (vagyis az
els6 (n — 1) huzas soran csak (k — 1) szin fordult eld) ?

(2] 1.2.15)

Megoldas. Ez egy kicsit nehezebb szita-formulés feladat.

(a) Az, hogy legalabb n huzas kell, hogy minden szin elforduljon pon-
tosan azt jelenti, hogy n — 1 huzés utdn még nem volt minden szin. Jelolje
Ain—1 = Ak azt az eseményt, hogy az els6 n — 1 hizéas soran nem volt ¢
szinld goly6. Ekkor az az esemény, hogy n — 1 hiizéds utan nem volt minden
szin, pontosan azt jelenti, hogy az Ay, As, ..., Ay események koziil legalabb
egy bekovetkezett, azaz

C,, := {legalabb n huizas kell} = UF_ A;.

9



Az A; események nem kizarodak, ezért az uni6 valoszintiségét szita-formuléval
hatarozhatjuk meg. Eszerint

P(AJU...UA) =P(A) + ...+ P(Ay)
— [P(Al N Ag) + ...+ P(Ak_l N Ak)]

+P(A; N...NAL)

k
1k
=> (-1 ( ,)P(Al N...NA)),
i=1 J
ahol az utolsd egyenlGségnél felhasznaltuk, hogy a j-es metszetek valoszint-
ségei megegyeznek (hat persze, ugyanakkora valoszintséggel nem volt sem
piros sem kék, mint sédrga meg zold. A metszetek valoszintiségeit konnyt
meghatarozni. Val6ban
(k —1)n1

P(A) = —7—
hiszen az Osszes eset k"', mert az n — 1 hizéas soran mindig k-féle golyot
kaphatunk, és a kedvez6 esetek szama meg (k—1)""1, hiszen 1-es szint golyot
nem hiztam, barmi mas lehetett. Hasonléan,

(k —2)m!

P(A N As) = =

hiszen ekkor mar sem 1l-es sem 2-es szint golyot nem htuzhattam. Altalanosan

(k=)

P(AiNA,N...NA4j) = e

Ezt visszahelyettesitve

P(U_ A)) = i(_l)H (‘/:T)P(,él1 N...NA)
Yy BE=l

J=1

(b) Legyen D,, az az esemény, hogy pontosan n huzas kellett. Koénnyt
latni, hogy
Dn - Cn\cn—l-lu

10



hiszen ha pontosan n kellett, akkor legalabb n kellett, de nem kellett n + 1.
Nyilvan C), D C), 41, hiszen ha legaldbb n + 1 huzas kellett, akkor legalabb n,
ezért

P(Dn) = P(Cn) - P(Cn+1)-
]

1.2.7. Egy kockat addig dobunk, amig mind a 6 szam el§ nem fordul. Legyen
pn annak a valoszintisége, hogy ez elGszor az n-edik dobas utan kovetkezik
be. Hatarozzuk meg p,,-et! (2] 1.2.16)

1.2.8. Tekintsiik n elem véletlen permutaciojat. Mekkora a valoszintsége,
hogy nem lesz fixpont? Mekkora a valdszintisége, hogy pontosan k fixpont
lesz?

1.3. Kombinatorikus val6szintiiség

1.3.1. Hét torpe koziil Hofehérke leiiltet 6t6t egy kor alakt asztalhoz. Te-
gyiik fel, hogy az Osszes lehetséges elrendezés egyforman valoszind. Mennyi
a valoszintsége, hogy Morg6 és Kuka nem keriil egymas mellé?

Megoldas. Minden lehetséges vélasztas egyformén valdszind, ezért klasszi-
kus a valoszintiségi mez6. Tehat kedvezs (vagy kedvezdtlen) és Gsszes esetet
kell szdmolni. El6szor mindig az 0sszes esetet szamoljuk.

Hofehérke (g) —féleképp valaszthat ki 7 torpe koziil 5-6t, akik leiilnek. Ok
5l-féleképpen iilhetnek le, hiszen az els§ székre 5, a masodikra 4, ..., az
otodikre 1 torpe iilhet. Figyeljiink, most megkiilonboztettiik a székeket, nem

csak a szomszédsag szamit! Tehat az Osszes esetek szama

()

Mindig meg kell gondolni, hogy a kedvezd, vagy a kedvezsGtlen eseteket
konnyebb Gsszeszamolni. Most talan a kedvezGtlent. Ekkor mindketten az 5
leiiltetett torpe kozott vannak, és a maradék 3 torpét Hofehérke (g) -féleképp
valaszthatja ki. Az iiltetésnél Morgo 5 helyre iilhet, Kuka pedig 2-re, hi-
szen Morg6 mellé kell iiltetni. A tobbi 3 torpét 3!-féleképp lehet leiiltetni.

Osszesen .
-5-2.3l
9
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a rossz esetek szama. A keresett valoszintiség

P(Morgo és Kuka nem iil egymas mellé)

=1 — P(Morg6 és Kuka egymaés mellé il)

(3)-5-2-3

=13
(5)'5!
_,_5_16
N 21 21°

]

1.3.2. Tiz par cip6bdl véletleniil kivalasztunk négy darabot. Mekkora a
valoszintisége, hogy nem lesz egy par sem?

Megoldas. Tiz par cip6 az 20 db cipd, ezért az Osszes esetek széma

20 20-19-18-17
= = 4845.
<4> 4! 845

Szamoljuk a kedvezd eseteket. Mivel nincs par, 0sszesen 4 par cipébdl va-
lasztok ki egy-egy cipét, ezt (lf)—féleképpen tehetem meg, majd mindegyik
parbol a bal vagy jobb cip6t valaszthatom 2*-féleképpen. Osszesen

10
-2 = 3360.
( 4) 3360

lehetGség. Tehat a keresett valoszintiség

, ()2t 224
P(HIDCS par) = W = @
O

1.3.3. Egy sakktablan talalomra elhelyeziink 8 bastyat. Mi a valoszintisége,
hogy egyik sem {iti a mésikat?

1.3.4. Egy hallgaté 40 tétel koziil 20-at tgy megtanul, hogy abbdl jelesre
tud vizsgazni, a masik 20-bol csak jora. A vizsgatétel kivalasztasakor 40
tétel koziil huz 2 tételt, majd ebbdl valaszt egyet és ebbdl felel. Mennyi a
valoszintisége, hogy jelesre vizsgazik? (12])

1.3.5. Egy dobodkockaval n-szer dobunk. Mi a valészintisége, hogy a dobott
szamok 0Osszege oszthato
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(a) 6-tal?
(b) 5-tel? (IMC, 1999/2/2)

1.3.6. Egy urnaban csak piros, zold és kék golyok vannak. A piros golyok
szama 18. Egy goly6 kihtizasa esetén annak a valdszintisége, hogy nem piros
golyot htizunk 1/15-del kisebb, mint azé, hogy z6ld vagy piros golyot hizunk.
Annak a valoszintisége viszont, hogy kék vagy piros golyot htizunk 11/10-szer
nagyobb, mint annak a val6szintisége, hogy zold vagy piros golyot huzunk.
Hany zold és hany kék goly6é van az urnaban? (2008-as érettségi feladat)

1.3.7. Egy vendéglében az egyik asztalnal 9 vendég iil. Négyen kolat, harman
sort rendeltek, ketten pedig dsvanyvizet rendeltek. A kissé feledékeny pincér
emlékszik, hogy mibdsl mennyit rendeltek, de azt mar elfelejtette, hogy ki mit
kért. Ezért véletlenszertien osztja ki az italokat. Mekkora a valoszintisége,
hogy mindenki azt kapja, amit rendelt?

Megoldas. A vendégeknek az italokat 9!-féleképpen oszthatja ki a pincér.
Ekkor megkiilonboztettiik a koldkat! A kedvezd leosztasok szama

41.31.2,

hiszen a kolakat 4!-féleképpen oszthatja ki jo, a soroket 3!-féleképpen, a vi-
zeket pedig 2-féleképpen. Tehat a keresett valoszintiség

41-3!-2
P( mindenki azt kapja amit rendelt ) = g

2. megoldas. Nem kell megkiilonboztetniink az azonos italokat. Ekkor az
Osszes esetek szama

9!
4!.31.27
hiszen a kolakat 4!-féleképpen, a soroket 3!-féleképp, a vizeket 2-féleképp
permutalhatjuk. Ha az Gsszes eseteket igy szamoljuk, akkor kedvezd eset csak

1 van, amikor mindenki azt kapja amit kért. Tehat a keresett valoszintiség
. : . . 41-31-2
P( mindenki azt kapja amit rendelt ) = T

ami persze ugyanaz, mint az el6bb. Tobbféleképpen szamolhatjuk az esete-
ket, de arra kell nagyon iigyelni, hogy ugyanigy szamoljuk az Gsszes esetet,
mint a kedvezét. O
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1.3.8. 2008-ban a Bajnokok Ligajaban 4 angol (MU, Arsenal, Chelsea, Li-
verpool), egy olasz (Roma), egy spanyol (Barcelona), egy német (Schalke) és
egy torok (Fenerbahce) csapat jutott a 8 kozé. Sorsolassal hatarozzék meg a
negyeddontsk parositasat. Hatarozzuk meg annak a valdszintiségét, hogy a
negyeddontében

(a) a Roma elkeriili a MU-t!
(b) az angol csapatok elkeriilik egymaést!

1.3.9. A Bajnokok Ligajaban 2017-ben harom spanyol csapat jutott a 8 kzé:
az Atlético Madrid, a Barcelona és a Real Madrid. Sorsolassal hataroztak
meg a negyeddontsk parositasat (itt mar nincs kiemelés, és azonos nemzet
csapatai is Osszekeriilhetnek). Mennyi volt a sorsolas el6tt a valoszintisége
annak, hogy a negyeddéntében

(a) Barcelona — Real Madrid péarharc lesz?

(b) lesz spanyol parharc?
Megoldas. (a) Sokféleképpen szamolhatjuk az eseteket. Arra kell mindig
figyelni, hogy a kedvezGeket ugyantugy szamoljuk Ossze, mint az Osszeset.

A feladat szempontjabol lényegtelen, hogy ki kezd otthon, és az is, hogy
hanyadiknak huztak ki az adott part. Tehat az Osszes eset

() 6)-6)-6)

4] ’

hiszen elGszor kiveszem az els§ part a 8 csapatboél, aztan a maradék 6 csa-
patbol a mésodik part, majd a 4-bdl a harmadik part, végiil a negyedik part.
De azt mondtuk, hogy mindegy a parok sorrendje, ezért leosztom az egészet
az Osszes lehetséges sorrenddel, ami 4!.

Ekkor a kedvez6 esetek Osszeszamolasanal rogzitem a Barcelona — Real
Madrid part. A maradék 6 csapatbol valasztom a mésodik part, majd a ma-
radék 4-bdl a harmadikat, végiil a negyediket. Most csak 3 part valasztottam,
ezért 3! a sorrendek szama. Osszegezve a kedvezs esetek széama:

3! '
A kérdéses valoszintiség

kedvezs B 4 1

Osszes @ T

P(Barcelona — RM) =

2. megoldas. Miutéan kijott az 1/7, gyanis, hogy egyszeriibben is lehetett
volna:
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— Andrés, most akkor a Madriddal jatszunk?
— Nem, Leo. Hét csapat koziil sorsolnak egyet nekiink. Barmelyiket egyforma
eséllyel kapjuk, tehat 1/7 a valoszintisége, hogy a Madriddal jatszunk.

(b) A valtozatossag kedvéért, most mashogy szamoljuk az Gsszes esetet.
Mindent figyeliink, hogy kit hanyadiknak hiztak, ki kezd otthon. Ekkor az
Osszes esetek szama 8!, hiszen az elsére kihtuzott csapat 8-féle lehet, . ... Ekkor
a kedvezé eseteket is eszerint kell szamolni. Mivel 3 spanyol csapat van, ezért
ha van spanyol parharc, az csak gy lehet, hogy két spanyol csapat egymas
ellen jatszik, a harmadik meg méssal. Ezt 3-féleképpen tehetjiik meg, a két
csapat 8-féleképpen jatszhat egymaés ellen (4 par, ki kezd otthon). A maradék
6 csapat pedig 6!-féleképpen rendezhetem el. Osszesen

3-8-6
Tehat a keresett valoszintiség

3-8-6!
P(spanyol parharc) = T

| w

]

1.3.10. Maté nagymaméja meggylevest készit a vasarnapi ebédhez. Osszesen
5 szem szegfiiszeget tesz a levesbe. A levest 4 egyforma adagra osztjak.
Mennyi a valoszintisége, hogy Maté levesében nem lesz szegfiiszeg? Mennyi
a valoszintisége, hogy legalabb 3 szegfiiszeg lesz a levesében?

1.3.11. Egy unatkoz6 gyakorlatvezetd dolgozatiratas soran arra lett figyel-
mes, hogy a csoportjaban az Osszes lany egy sorban il. A csoportban 10
hallgat6 van, koziiliik 3 lany. A teremben 4 sor van és minden sorban 4
hely, és feltessziik, hogy mindenki véletlenszertien valaszt helyet, azaz min-
den leiilési konfiguricioé egyforma valoszintiségii. Mennyi a kérdéses esemény
valoszintisége?

1.3.12. Egy halastoban M aranyhal és K eziisthal van. Egy horgasz addig
fogja ki egyesével a halakat, amig mar csak egyszinii hal marad a toban (tehat
vagy csupa aranyhal, vagy csupa eziisthal). Mennyi a valoszintisége, hogy a
Gyuri nevi eziisthal megussza a horgéaszkalandot?

Megoldas. Ez egy kicsit nehezebb feladat. Koénnyen belefuthatunk egy
olyan Osszeszamlalési feladatba, amit nehéz megoldani.

Képzeljiik el, hogy a halakat véletlenszertien megszamozzuk 1-t6l (M +
K)-ig, és a sorszam azt jeloli, hogy a horgasz hanyadiknak horgészna ki az
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adott halat. Nem htizza ki mindet, az utols6 néhany sorszamu hal megtssza,
de az a véletlentdl fiigg, hogy hényan. Azt kell észrevenni, hogy Gyuri pon-
tosan akkor tssza meg, ha az § sorszama nagyobb, mint az utolsé aranyhal
sorszama. Tehét csak arra kell figyelni, hogy az M aranyhalhoz képest Gyuri
sorszama hol van. Tehat Gyuri pontosan akkor tssza meg, ha M + 1 hal
koziil 6 az utolsd, aminek a valoszintisége

1
M+1

O

1.3.13. Egy n hazasparbol allo tarsasag leiil egy kor alaku asztalhoz tugy,
hogy férfiak és ngk felvaltva iilnek, egyébként a sorrend véletlen. Mi a valo-
szintisége, hogy egyetlen feleség sem keriil a férje mellé?

1.3.14. Egy vacsorara n feleség érkezik a férjével és egy baratnGjével. A
3n embert egy kor alaki asztalhoz kell letiltetni. Minden feleség a baratndje
mellett akar iilni. Ha ezen feltételt betartva, de egyébként véletlenszerten iil-
tetnek, jelolje p, annak a valoszintiségét, hogy semelyik férj nem iil a felesége
mellett. Hatarozzuk meg p,-et!

1.3.15. Az A, B,C, D, E, F keresked6cégek mindegyike az 6t masik céggel
k6tott egy-egy tizletet az el6zé honapban (barmelyik két cég kozott pontosan
egy tlizletkotés jott létre). Az ellendrzé hatosag véletlenszertien kivalaszt a
hat cég el6z6 havi (egymas kozotti) tizletkotései koziil négyet, és azokat el-
lenérzi. Mekkora a valészintisége, hogy az A vagy a B cég lizletkotései koziil
is ellendriznek legalabb egyet? (Erettségi 2018)

1.3.16. Egy szabalyos kockaval 11-szer dobunk. Mennyi a valészintisége,
hogy az egymaést kovets 1, 2, 3, 4, 5, 6 eredménysorozat nem fordul elG?

1.3.17. Szaz alma kozil tiz férges. Véletleniil kivalasztva 6t6t, mi a valoszi-
ntisége, hogy lesz kozte férges?

1.3.18. Mekkora a valoszintisége, hogy az 6toslotton kihtizott szamok kozott
nem lesznek egymaéast kdvetsk?

Megoldas. FEz egy kicsit nehezebb. Mivel 90 szdm koziil valasztunk ki 6t6t,
igy az Osszes esetek szama

90

5 )

A kedvezs eseteket triikkos Osszeszamolni. A keresett esemény

A:{(’él,ig,...,i5) 1§Z1<ZQ—1<Z3—2<Z4—3<Z5—4§86},
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hiszen az, hogy nincsenek szomszédosak, pontosan azt jelenti, hogy 7o > 7;+1,
i3 > 19+ 1, ..., i5 > iy + 1, ami atrendezve ugyanaz ami fént van. Ekkor
majdnem kész is vagyunk, hiszen az (i1,i5—1,...,i5—4) az 1, ..., 86 szamok
kozil kivalasztott szamotos, azaz az ilyenek szama

86
- )
Valojaban megadtunk egy bijekciot (egy-egy értelmii leképezést) a nemszom-

szédos szamotosok halmaza és az 1,...,86 halmaz szamotosei kozott. Tehat
a keresett valoszintség

P (nincs szomszédos) = -~

]

1.3.19. Egy embernek n egyforma kinézet kulcsa van, melyek koziil pon-
tosan egy nyitja az ajtot. Emberiink véletleniil valasztva sorra probalja a
kulcsokat addig, amig a jo kulcs el6 nem keriil. Valamely & € {1,2,...,n}
esetén mennyi a valoszintisége, hogy a k-adik probalkozasa sikeres, ha

(a) a kiprobalt rossz kulcsokat mindig félreteszi?

(b) a kiprobalt rossz kulcsokat sose teszi félre?

1.3.20. Egy 2n lanybdl és 2n fiibol allo tarsasagot véletlenszertien két egyen-
16 létszamu csoportra osztunk. Legyen p, annak a valoszintisége, hogy a
csoportokon beliil is megegyezik a lanyok és a fiuk szama.

(a) Hatéarozzuk meg p,-et!
(b) Szamitsuk ki a lim,, ., p,y/n hatarértéket!

1.3.21. Egy n elemid halmaz 0sszes részhalmaza koziil kivalasztunk egyet,
majd Gjra az Osszes koziil kivalasztunk még egyet. Mennyi a valoszintisége,
hogy az egyik halmaz tartalmazza a masikat? (|5, 3.11])

1.3.22. Bergengocidban minden ember egymaéstol fiiggetlentil p € (0,1) va-
l6szintiséggel hazudik, csak két kivétel van: az Elnok és a Radidriporter, akik
megbizhatok. Az Elnok elhatérozza, hogy ismét indul a véalasztason, és ezt
kozli egy emberrel, aki tovabbadja a hirt, ..., végiil az n-edik ember elmond-
ja a Radioriporternek. (Az n ember kozt nem szerepel sem a Réadioriporter,
sem az Elnok.) Mikor valészintibb, hogy a Radioriporter a valodi dontést
kozvetiti, n = 19 vagy n = 20 esetén? (|5, 3.40])
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1.3.23. Egy n x n-es négyzetracs bal alsd és jobb fels§ sarkaba letesziink
egy-egy pokot. A pokok 2n lépésben helyet cserélnek gy, hogy egymastol
fiiggetleniil minden tutvonalat ugyanakkora valoszintiséggel valasztanak. A
pokok egyszerre indulnak, és minden méasodperchen egy lépést tesznek. Mi
a valoszintisége, hogy a két pok talalkozik?

1.3.24. Mind a 4 péar kiilonbo6z6 cipémet az elGszobaban levd beépitett szek-
rényben tartom. Az elGszobdban kiégett a villany, igy sotétben keresgélve
véletlenszertien kiveszek 4 cip6t. Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan egy
Osszeill§ part veszek ki? Mekkora ugyanez a valoszintiség, ha 4 par egyforma
cip6m van?

1.3.25. Az iskolai kardcsonyi vasarra késziilédve Blanka, Csenge és Dori
feladata az volt, hogy kiilonbo6z6 figurdkat hajtogassanak szines papirbol.
Osszesen 70 figurat hajtogattak. A figurak kétheted részét Dori készitette, a
maradékot pedig fele-fele aranyban Blanka és Csenge. Szamitsa ki annak a
valoszintiségét, hogy a 70 figura koziil véletlenszertien kivalasztott két figurat
ugyanaz a lany készitett! (Erettségi 2018)

1.3.26. Egy kertész harom juhar-, négy tolgy- és 6t nyirfat iiltet egy sorba
véletlen sorrendben, mindegyik fat egyenls valoszintiséggel valasztva. Mennyi
annak a valészintisége, hogy nem keriil egymas mellé két nyir?

1.3.27. Egyes vidékeken elterjedt a kovetkezd babona: egy lany 6 fiiszalat
fog a markaba tugy, hogy azok a kezébdl mindkét irdnyban kidllnak. Egy
mésik lany mindkét oldalon paronként Gsszecsomoézza a ftiszalakat. Ha igy
egy zart lanc keletkezik, akkor arra kovetkeztetnek, hogy a lany a kévetkezs
évben férjhez megy. Ha a csomodzas teljesen véletlenszertien torténik, mennyi
a valoszintsége, hogy zart lancot kapunk. Mi a helyzet 2n fliszal esetén? (|2,
1.3.29])

1.3.28. Mennyi a valoszintisége, hogy a kor keriiletén adott 2n pontot ta-
ldlomra parokba szedve és mindegyik par két pontjat hurral Osszekotve a
kapott n szamu hur koziil egyik sem metszi a masikat? (Schweitzer, 1952, 6)

A kovetkez6 feladatok a Boltzmann—Maxwell-, Bose-Einstein- és a Fermi—
Dirac-statisztikdkat targyaljak. Bévebben Feller [4].

1.3.29. A Boltzmann—Maxwell-statisztikanal r golyot tugy helyeziink el n
dobozba, hogy mind az n" elhelyezés egyforman valoszint. Hatarozzuk meg
annak a p, valésziniiségét, hogy pontosan k golyo keriil az els§ dobozbal
Szamitsuk ki ezt a hatarértéket, ha n — oo ugy, hogy r/n — A!
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1.3.30. A Bose-Einstein-statisztika esetén a feltétel az, hogy a lehetséges
(”+:_1) szamu elhelyezés egyforman valoszini. (Ez a modell jol hasznalhato
a nukleonok és paros szamu elemi részecskét tartalmazo atomok esetében.)
Hatarozzuk meg annak a ¢ valoszintiségét, hogy pontosan k golyd keriil az
els6 dobozba! Szamitsuk ki ezt a hatarértéket, ha n — oo ugy, hogy r/n — Al

1.3.31. A Fermi-Dirac-statisztika esetén egy dobozba legfeljebb egy golyo
keriilhet, és az Osszes ilyen (:f) elhelyezés egyforman valoszint. (Ez a modell
alkalmazhato elektronokra, neutronokra és protonokra.) Hatarozzuk meg
annak az rp valosziniségét, hogy pontosan k goly6 keriil az elsé dobozba,
k =0,1, és szamitsuk ki ezt a hatarértéket, ha n — oo ugy, hogy r/n — A

1.4. Geometria valészintiség

1.4.1. A [0, 1] intervallumot felosztjuk két véletleniil radobott ponttal harom
részre. Mennyi annak a valoszintisége, hogy

(a) mindharom szakasz hossza nagyobb, mint 1/47
(b
(c

(d) a szakaszokbol hegyesszogt haromszog szerkeszthets?

mindharom szakasz hossza kisebb mint 1/27

)
) a szakaszokbol haromszog szerkeszthets?
)

Megoldas. Csak az (a) részt csinaljuk meg. Két pontot valasztunk a [0, 1] in-
tervallumon, jelolje X az elsének, Y a masodiknak vélasztott pontot. Nagyon
fontos, hogy nem a kisebb és nagyobb, azaz lehet, hogy X a nagyobb, lehet,
hogy Y. Ekkor (X,Y) egy pont a [0,1]* egységnégyzetben, tehat a kisérlet
kimenetelei megfeleltethetSk az egységnégyzet pontjainak. Azaz egy geomet-
riai valoszintiségi mezénk van, Q = [0,1]%, A = B([0,1]*) (az egységnégyzet
Borel-halmazai, vagy a szép halmazok, kinek mi), és mivel az egységnégyzet
teriilete 1, ezért a valoszintiség éppen a teriilet, azaz P(A) = ter(A).

Y
11
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Azt kell meghatarozni, hogy mi lesz az az esemény, hogy mindharom
szakasz nagyobb, mint 1/4. Az X,Y helyzetétdl fiiggSen a harom szakasz:
(i) ha X >Y: [0,Y], [V, X], és [ X, 1].
(i) ha X <Y: [0, X], [X,Y], és [V, 1].
Nézziik az (i) esetet. Ekkor a jobb alsé haromszogben vagyunk. A sza-
kaszok hosszai: Y, X —Y,1 — X. Tehét az kell, hogy

1 1 1
Y>— X-Y>—- 1-X>--.
4’ 4’ 4
Tehat az egységnégyzet azon részét kell meghatarozni, ahol mindhérom egyen-

I6tlenség teljesiil. Na de ez konny:

y e
1] <4/&x>y
/
17
0 1

A (ii) eset hasonloan targyalhato (szimmetria okokbol is kovetkezik). Azt
kapjuk, hogy a kedvezd sikrész két 1/4 befogdju egyenld szaru derékszogi
haromszog:

=
=

Azaz a kedvezd teriilet 1/16 és a keresett valoszintiség

1
P( mindharom szakasz 1/4-nél hosszabb ) = 6
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1.4.2. Andras és Betti munkaideje egymastol fiiggetleniil egy-egy du. 4 és
6 kozotti egyenletes eloszlast id6pontban ér véget. Munkaidejiik végeztével
mindketten elmennek egy, munkahelyiikt6l azonos tavolsagra levs kavézoba,
ahol elfogyasztanak egy csésze kavét. Andrés esetében ez 10 perc, Betti
esetében 20. Mi a valdszintisége, hogy talalkoznak?

Megoldas. A kisérlet két véletlen pont valasztasaval irhaté le. Legyen 44X,
ill. 4+ Y az az id6pont 6rdban, amikor Andras, ill. Betti végez. Ekkor a
kisérlet megfeleltethets egy véletlen pont valasztasanak a [0, 2] négyzetben.
Tehat ©Q = [0,2]?, A = B([0,2]?), ¢s P : A — [0, 1], a normalizalt teriilet,
azaz

P(4) = teriA)‘

Azt az eseményt kell leirnunk, hogy Andréas és Betti talalkoznak. Ha
Andras végez hamarabb, azaz X < Y, akkor mivel 6 csak 10 percet (1/6
orat) kavézik, pontosan akkor taldlkoznak, ha Y < X + 1/6. Ha viszont
Betti véges hamarabb, azaz Y < X, akkor pontosan akkor taldlkoznak, ha
X <Y +1/3. Tehat ezt a sikrészt kell meghatérozni, majd ennek a teriiletét
kiszamolni. A fentiek szerint a keresett sikrész:

z<y
) 1
y—iUSg x>y
24
r—y<g
0 2 7

A kedvezd tertilet

1 1\? 1 1\?2
4—-(2-2) —Z(2-= :g,
2 6 2 3 72

igy a keresett valoszintiség
67

P(talalkoznak) = 288"
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1.4.3. Egy négyzet belsejében egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy pon-
tot. Mennyi a valoszintisége, hogy a valasztott pont kozelebb van valamelyik
oldalhoz, mint 1/47

Megoldas. A kisérlet egy geometriai valoszintségi mezén irhato le, ahol az
eseménytér az egységnégyzet, az események az egységnégyzet Borel-halmazai
(szép halmazai), és valoszintiség pedig a teriilet, azaz Q = [0,1]*, A =

B([0,1]?), P(A) = ter(A). A kedvezs sikrész:

ST

A kedvezs teriilet, ami éppen a keresett valészintiség

P (kozelebb van mint 1/4) =4 -

N
=~ w
S

]

1.4.4. Valasztunk egy véletlen szamot 0 és 2 kozott, és egy masikat ettdl
fliggetlentil 1 és 2 kozott. Mennyi a valoszintisége, hogy az Osszegiik kisebb,
mint 27

1.4.5. Valasszuk az XY pontokat egymastol fiiggetlentil a (0, 1) interval-
lumban egyenletes eloszlas szerint. Mennyi a valoszintisége, hogy az

4+ Xr+Y =0
egyenletnek valos gyokei lesznek?

1.4.6. Matyas vonattal utazik Szegedrsl Debrecenbe, Cegléden kell atszall-
nia. A 10:45-kor indulé vonat 12:12 és 12:22 kozott érkezik Ceglédre egyen-
letes eloszlas szerint, a Budapestr6l Debrecenbe indulé vonat pedig 12:14
és 12:19 kozott egyenletes eloszlés szerint fut be, és var Cegléden 2 percet.
Mennyi a valoszintisége, hogy Matyas eléri a csatlakozast? (A vonatok szom-
szédos vaganyra érkeznek, és Métyéas nagyon gyors.)
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1.4.7. Anna és Szabina minden szerdédn fodraszhoz mennek. Anna 2 és 3
ora kozott, Szabina pedig 2 és fél 3 kozott végez egy véletlenszerd idépont-
ban, egymaéstol fiiggetleniil. Egymést megvarjék, majd egyiitt indulnak haza.
Mennyi annak a valészintisége, hogy egy adott napon negyed 3 utéan indulnak
haza? Mennyi ez a valoszintiség, ha tudjuk, hogy Anna legaldbb 10 perccel
koréabban végzett, mint Szabina?

1.4.8. Tekintsiink egy egységnyi keriiletd kort, és ennek egy rogzitett pontjat.
Valasszunk tovabbi két pontot a kérvonalon egymaéstol fiiggetleniil egyenletes
eloszlas szerint. Mennyi a valoszintisége, hogy a harom pont altal meghaté-
rozott haromszog fedi a kor kézéppontjat?

1.4.9. Egy egységnégyzet két szemkozti oldalan véletleniil valasztunk egy-
egy pontot. Mi a valoszintsége, hogy tavolsaguk négyzete kisebb, mint 3/27

1.4.10. Egy egységnyi hosszu szakaszon talalomra valasztunk kettd pontot.
Mennyi a valészintisége, hogy mindkét pont a szakasz egy el6re adott vég-
pontjahoz van kozelebb, ha tudjuk, hogy a két valasztott pont tavolsiaga
kisebb, mint 1/37

1.4.11. A [0,1] intervallumban egyenletes eloszlas szerint véletlenszeriien egy-
méastol fliggetleniil valasztunk két szamot. Mennyi a valoszintisége, hogy leg-
alabb az egyik szam kisebb, mint 0,5, és ugyanakkor a tavolsaguk nagyobb,
mint 0,257

1.4.12. Egy kor keriiletén egymastol fiiggetleniil, egyenletesen vélasztunk
4 pontot: A, B,C,D. Mennyi a valoszintisége, hogy az AB és C'D huarok
metszik egymést? (KoMalL 2012)

1.4.13. Egy kor keriiletén valasszunk n pontot egymastol fliggetleniil, egyen-
letes eloszlas szerint. Mennyi annak a valdszintisége, hogy a pontok konvex
burka tartalmazza a kor kozéppontjat? Mennyi ez a valoszintiség, ha a pon-
tokat a kor belsejében vélasztjuk fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint?

1.5. Vegyes

1.5.1. A vezeték nélkiili halozati kapcsolatot 1étrehozo egységek (wifi route-
rek) 3%-a 2 éven beliil meghibasodik (ezt ugy tekinthetjiik, hogy 0,03 annak
a valoszintdsége, hogy egy késziilék meghibasodik 2 év alatt). A meghibé-
sodott eszkozt garancialisan kicserélik. Az iskola 20 ilyen eszkozt vasarolt.
Mennyi a valoszintisége annak, hogy 2 év alatt legfeljebb egy hibasodik meg
a vaséarolt eszkozok koziil? (Erettségi 2018)
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1.5.2. Egy szabalyos érmét addig dobunk, amig kétszer egymés utan azonos
oldalara nem esik. Adjuk meg a kisérletet leir6 valdszintiségi mezst! Hata-
rozzuk meg a kovetkezd események valoszintiségét:

(a) { legfeljebb 6-ot kell dobni };
(b) { paros sokat kell dobni }.

1.5.3. Egy csomag francia kartyat megkevertiink, majd egyesével kihizzuk
a lapokat. Hanyadik helyen legval6szintibb a méasodik &sz?

1.5.4. Egy urnaban 101 goly6 van, koziiliik pontosan harom piros. A golyo-
kat visszatevés nélkiil egyesével kihtizzuk. Hanyadik helyen legvaldszintibb a
mésodik piros?

1.5.5. Szaz gyerek kozt egy nem szabalyos érme t6bbszori feldobaséval sze-
retnénk kisorsolni egy ajandékot. Az Gsszes k hosszi dobéssorozathoz megha-
tarozzuk, hogy ki nyer, majd feldobjuk k-szor az érmét. Bizonyitsuk be, hogy
a fej p valoszintiségét és a k értékét alkalmasan megvalasztva a 2F kimenetelt
fel lehet osztani a gyerekek kozt gy, hogy mindenki azonos valdszintiséggel
nyerjen. (|5, 3.41])

1.5.6. Vesziink egy elég nagy urnat, és éjfél el6tt fél perccel 1-t6l 10-ig sza-
mozott golyokat rakunk bele, majd rogton kivesziink egyet. Ejfél elstt 1/4
perccel az urnaba 11-t61 20-ig szamozott golyokat tesziink, majd régton kive-
sziink egyet. Ezt igy folytatjuk éjfélig. Hany goly6 lesz az urndban pontban
éjfélkor, ha

(a) az i-edik lépésben az i-edik golyot vessziik ki?

(b) az i-edik lépésben a 10 - i-edik golyot vessziik ki?

(c) véletlentl vessziik ki a golyot?

1.5.7. Vegyiink két olyan kockat, melyeken annak a valdszintisége, hogy -t
dobunk, p;, ill. ¢;, i = 1,2, ...,6, ahol p;,¢; > 0 és Z?lei =1és Z?:1 g = 1.
Vialaszthatok-e a p;, q; valoszintségek tgy, hogy két kockaval dobva minden
Osszeg 2-t6l 12-ig egyforméan valészind legyen?

Bolyongas. Olyan sorozatokat fogunk vizsgalni, melyek véges sok plusz
egybdl és minusz egybdl allnak. Tekintslink az ¢4, ..., e, sorozatot, melyben
p db 1 és g db —1 szerepel, p + q¢ = n. Jeldlje s, = 1 + -+ + €, ezek
részletosszegét. Az (e1,...,¢&,) sorozatot egy tortvonallal dbrazoljuk: a tort-
vonal k-adik lépésének meredeksége ¢, és k-adik szdgpontjanak ordindtaja
sg. Jelolje N, , az origobdl az (n,x) pontba vezets utak szamaét.

1.5.8. Hatarozzuk meg N, , értékét!
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1.5.9. Tiikrozési elv. Legyen A = (a,«a), B = (b,5), és A’ = (a,—a)
az A pont x-tengelyre vonatkozo tiikorképe. Mutassuk meg, hogy az x-
tengelyt érinté vagy atmetsz6 A — B utak szdma megegyezik az A’ — B
utak szamaval.

1.5.10. Ballot—tétel. Legyenek n és x pozitiv egészek. Igazoljuk, hogy az

origobol az (n, x) pontba vezetd olyan (sq, sa, . . ., s, = =) utak szdma, melyre
s1>0,82>0,...,8, >0 pontosan £N,, ;.

1.5.11. Ballot—tétel’. Tegyiik fel, hogy egy valasztés soran a P jelolt p
szamu, a () jelolt ¢ szamu szavazatot kap, ahol p > ¢. Annak a val6szintisége,
hogy a szavazatszamlalas soran P végig vezetett (p — q)/(p + q).

A tovabbiakban a fent leirt tortvonalra tgy gondolunk, mint egy bolyongo
részecske palydjara. Jelolje Xp, Xy, ... az egyes lépéseket és S, = X; +
-+ 4+ Xj. Feltessziik, hogy a részecske n lépése soran elforduld 2™ utvonal
egyforman valoszind.

1.5.12. Mennyi P(S,, = r) valoszintiség? Legyen ug, = P(Sa = 0) ¢és
for =P(S2 #0,..., S92 # 0,5 =0). Hatarozzuk meg u,-et, és igazoljuk,
hogy

Ugn = folUgn—2 + falgn—a + - + fanlo.

1.5.13. Annak a valdészintisége, hogy az origéba vald visszatérés nem kovet-
kezik be a (2n)-edik idépillanatig az ugyanannyi, mint annak a valdszintsége,
hogy a (2n)-edik idépillanatban a részecske visszatért az origoba.

1.5.14. Bizonyitsuk be, hogy

rp+1)~ (2) Vomp.

Ennek segitségével igazoljuk, hogy T'(p + h)/T(p) ~ p", amint p — oo.
1.5.15. Mutassuk meg, hogy

x x 1) .
: : ("n,,) %, han paros,
sin"xdx = cos"rdxr = e
(n—1)!!
0 0

——  han paratlan.
2
Ez alapjan igazoljuk a Wallis—formulat: lim,, . (%) % —z

1.5.16. De Moivre is tudta, hogy n! ~ (n/e)"/nc, ahol ¢ valamilyen pozitiv
konstans. A Wallis—formula segitségével igazoljuk, hogy ¢ = v/2x! (Stirling
is igy csinélta 1733-ban.)
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1.5.17. A béta—fiiggvény (vagy elséfaju EULER—féle integral).
(a) Bizonyitsuk be, hogy

1
B(x,y):/ 1 =)yt de
0

véges minden = > 0, y > 0 esetén, és B(x,y) = B(y,x).
(b) Mutassuk meg, hogy

L(2)C(y)

Ble.y) = Iz +y)

(Vagyis, ha a Gamma—fiiggvényt a faktorialis folytonos kiterjesztésének
tekintjiikk, akkor a Béta—fliggvény a binomialis egyiitthatoé folytonos
kiterjesztése.)

1.6. Feltételes valoszintiség, Bayes tétele

1.6.1. Az 52 lapos francia kirtyabol kiosztanak 13 lapot. Legyen A az az
esemény, hogy pontosan 2 aszt kaptunk. Hatarozzuk meg a P(A|B;) feltételes
valoszintiségeket, ha

(a) By azt jelenti, hogy van legalabb egy aszunk;

(b) Bs azt jelenti, hogy a kdr asz nalunk van;

)
(c) Bs azt jelenti, hogy a kiosztott lapok koziil az els§ 4sz;
)

(d) By azt jelenti, hogy a kiosztott lapok koziil az elss a kor asz.

1.6.2. Magyar kartyabol kapunk 12 lapot, a mésik két jatékos 10-10 lapot
kap. Mennyi a valoszintisége, hogy pontosan 5 pirosat kapunk, kézte a piros
hetest? Feltéve, hogy pontosan 5 pirosat kaptunk kozte a piros hetest, mennyi
a valoszintisége, hogy a masik 3 piros egy kézben van?

1.6.3. Elhelyeziink N golyét n dobozba tgy, hogy az 6sszes n elhelyezés
egyforman valoszind. Feltéve, hogy az els6 dobozban van goly6, mennyi a
valoszintisége, hogy K goly6 van benne?

1.6.4. Egy kockaval addig dobunk, mig elGszor kapunk hatost. Feltéve, hogy
a sziikséges dobasok szama péaros, mennyi a valoszintisége, hogy kétszer kellett
dobnunk?

1.6.5. Tegyiik fel, hogy egy alkatrész meghibasodasanak valoszintisége a
(t,t + h) intervallumban, feltéve, hogy ¢ ideig miikodott, a(t)h + o(h). Ha-
tarozzuk meg annak a p(t) valoszintiségét, hogy az alkatrész legalabb t ideig
mikodatt! (2] 1.5.13)
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1.6.6. Doppingteszt. Kifejlesztenek egy 1j doppingtesztet, mely a doppin-
golok 99%-anal pozitiv eredményt ad, azonban a nem doppingold sportolok
1%-nal is tévesen pozitiv eredményt ad. Tegyiik f6l, hogy a sportolok 1%-a
doppingol. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy véletleniil kivalasztott
sportolo

(a) doppingtesztje pozitiv?

(b) doppingolt, ha tudjuk, hogy a doppingtesztje pozitiv?

1.6.7. Két pénzérme koziil az egyik szabalyos, a masik cinkelt, 1/4 valoszi-
niiséggel ad fejet. Véletlenszertien kivéalasztjuk az egyiket, majd ezzel kétszer
dobunk. Mennyi a valoszintisége, hogy két fejet kapunk? Ha két fejet kapunk,
mennyi a valoszintisége, hogy a szabalyos érmét valasztottuk?

1.6.8. Egy hallgaté p valoszintiséggel tudja a valaszt egy kérdésre. Ha nem
tudja, akkor az n lehetséges valasz koziil véletleniil valaszt egyet. Mennyi
legyen a lehetséges valaszok n szama, hogy az oktato6 legalabb 0,9 val6szini-
séggel kovetkeztethessen arra a hallgatd jo valaszabol, hogy a hallgato tudta
a valaszt?

1.6.9. Aladar a pénzét harom egyforma boritékban tartja. Az els6ben két
ezerforintos, a mésodikban egy ezer- és egy kétezerforintos, a harmadikban
egy ezer és harom kétezerforintos van. Aladar talalomra kivesz egy boritékot,
és onnan egy bankjegyet. Mennyi a valoszintisége, hogy ezerforintost hiizott?

1.6.10. Feldobunk n egyforma dobodkockat, melyeken a hatos valoszintisé-
ge p € (0,1). Jelolje p, annak a valoszintiségét, hogy paratlan sok hatost
dobtunk. Hatarozzuk meg p,,-et!

1.6.11. Egy cukraszdaban 3 cukrasz A, B és C siit siiteményt, és a siite-
mények 2, 3 illetve 5%-at rontjak el. A siitemények 50%-at A, 30 %-at B,
20%-at pedig C' késziti. Mennyi a valoszintisége, hogy A siitotte a siiteményt,
feltéve, hogy az rossz?

1.6.12. Az iskolai kardcsonyi vasarra késziilédve Blanka,Csenge és Dori fel-
adata az volt, hogy kiilonbozé figurakat hajtogassanak szines papirbol. Ossze-
sen 70 figurat hajtogattak. A figurdk kétheted részét Dori készitette, a ma-
radékot pedig fele-fele aranyban Blanka és Csenge. A Blanka altal készitett
figurdk 40%-a volt karacsonyfa, a Csenge altal készitett figuraknak 60%-a, a
Dori altal készitett figuraknak pedig 30%-a. Az els vasarld a vasaron Blan-
ka édesanyja volt; 6 megvett egy véletlenszertien kivalasztott kardcsonyfa-
figurat. Hatarozza meg annak a valoszintiségét, hogy a figurat éppen Blanka
készitette! (Erettségi 2018)

27



1.6.13. Aladar hétf6 reggelenként 7:15-kor indul el otthonrol, hogy 8:00-ra
beérjen az egyetemre. Gyalog kimegy a buszmegélloba, 20 percet buszozik,
aztdn villamosra szall 4t, amelyen 15 percet utazik, végiil ismét gyalogol
az egyetemig. A buszon 0,5, a villamoson pedig 0,2 valészintiséggel hallja
meg, ha csordg a mobiltelefonja, mig gyaloglas kozben biztosan észreveszi, ha
hivjak. Ha hétfs reggel 7:15 és 8:00 kozott egy véletlen idépontban felhivjuk,
és felveszi a telefonjat, akkor mennyi a valoszintisége, hogy épp villamoson
van?

1.6.14. Jokedvében Méatyas kiraly kegyelmet ajanl velencei rabjanak, ha a
rab két egyforma urna koziil az egyikbdl kihuz egy eziistgolyot. Megengedi
neki, hogy 50 eziist- és 50 aranygolyot tigy osszon el a két urnaba, ahogy
akarja. Ezutdn Métyas udvari bolondja taldlomra valaszt egy urnat, a rab
pedig abbdl talalomra egy golyot. Hogyan ossza el a rab a két urnaba a
golyokat, ha kedves az élete? Ekkor mekkora az esélye a szabaduléasra?

1.6.15. Vandorlasai kozben Odiisszeusz egyszer egy hérmas ttelagazéshoz
ért. Tudta, hogy az egyik at Athénba, a masik Miikénébe, a harmadik pedig
Spartaba vezet. Azt is tudta, hogy az athéniak atlagosan minden harmadik
alkalommal mondanak igazat, a miikénéiek minden mésodik alkalommal, a
spartaiak pedig becsiiletesek, sosem hazudnak. Kockadobéssal dontotte el,
melyik utat valassza, egyforma esélyt adva mindegyiknek. Ezutén ment,
mendegélt, mig egy varosba nem ért. Itt az elsG szembejovétsl megkérdezte,
hogy mennyi ketté meg kettd, és azt a valaszt kapta, hogy négy. Mennyi a
valoszintisége, hogy Athénba érkezett?

1.6.16. A szegedi Gabonakutatdéban két 0j kukorica vetémagot fejlesztettek
ki. Az A tipusu strapabir6 vetémag csapadékos, atlagos, és széraz idGjarés
esetén egyarant 0,2 valoszintséggel hoz prémium termést. A B tipusa vets-
mag csapadékos idGjaras estén 0,5, atlagos idGjaras esetén 0,1 valoszintiséggel
hoz prémium termést, szaraz idében viszont biztosan nem hoz j6 termést. A
meteorologusok 0,5 valdszintiséggel atlagos, 0,2 valdszintiséggel sok, 0,3 va-
l6szintiséggel pedig kevés csapadékot josolnak. Melyik vetémagot valasszuk,
ha minél nagyobb valdszintiséggel akarunk prémium termést?

1.6.17. Maté nagymamaja meggylevest készit a vasarnapi ebédhez. Osszesen
5 szem szegfliszeget tesz a levesbe. A levest 4 egyforma adagra osztjak. Maté
méar az elsé kanal levesében talal egy szegfiiszeget. Mennyi a valoszintisége,
hogy legalabb 3 szegfiiszeg lesz a levesében, feltéve, hogy van a levesében
szegfiszeg?

1.6.18. Egy konyvels iroddban harom alkalmazott van, akik egyenls arany-
ban osztoznak a munkan. Felvesznek egy negyedik embert is az irodéra, hogy
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csOkkentsék a terhelést, igy mar négyfelé oszlik a munka egyenld aranyban.
A tapasztalt konyvelSk ritkdn, az eseteknek mindossze 3%-aban hibaznak,
mig az ujonc, aki csak most tanult bele a konyvelésbe 10%-os hibarataval
bir. A konyvelsk fénoke kézbevesz egy addbevallast és azt latja, hogy az hi-
bésan van kitoltve, mekkora a valdésziniisége, hogy az 1j alkalmazottat terheli
a felelGsség?

1.6.19. Egy matematikuscsaladban a fit megfigyelte, hogy mikor hazaér, az
esetek 20%-aban senki nincs otthon, 50%-aban csak az édesanyja, a maradék
esetekben pedig mindkét sziilGje. Tudja, hogy édesanyja az esetek 80%-aban
magéara zarja az ajtot; ha mindketten otthon vannak, akkor mar csak 40%-
ban zarjak be, de ha nincs otthon senki, szorakozottsagbol akkor is az esetek
5%-aban nyitva marad az ajto. A fin egy délutan hazaér, és zarva talalja az
ajtot. Mekkora a valoszintisége, hogy van otthon valaki?

1.6.20. A sztochasztika tanszék egyik oktatoja p valoszintiséggel szokott be-
jonni a tanszékre. Ha ismerGseinek azt mondta, hogy aznap bejon, akkor
annak a valészintisége, hogy pontosan k-an keresik telefonon e #u*/k!, ha
pedig azt mondta, hogy nem, akkor e *\*/k!, k =0,1,..., 0 < A\ < p. Fel-
téve, hogy k hivas érkezett, mennyi a valoszintisége, hogy aznap bent volt az
oktato? Vizsgéljuk a k — oo esetet. (I2])

1.6.21. Legyen (1 — p)p™ annak a valoszintisége, hogy egy almafan n virag
van, n = 0,1,.... Tegyiik fel, hogy minden virdgbhol a valoszintiséggel lesz
érett gyiimolcs. Feltéve, hogy a fan r alma van, mennyi a valoszintisége, hogy
n virdg volt? (12])

1.6.22. Van n darab urnénk, melyek mindegyikében a fehér és b piros golyo
van. Az els§ urnabol kihtzunk egy golydt, attessziik a masodikba; majd a
mésodikbol hizunk egyet és atrakjuk a harmadikba, ... . Végiil az n-edik
urnébol huzunk egyet. Jelolje p,, annak a valoszintiségét, hogy az utolsé urna-
bol fehér golyot hizunk, feltéve, hogy az els6bdl fehéret huztunk. Igazoljuk,

hogy

= arp et

1.6.23. Egy fiu és egy lany megbeszéli, hogy két utca keresztez6désénél talal-
koznak egy meghatarozott idépontban. Elfelejtik megbeszélni, hogy a négy
sarok koziil melyiknél varnak egymésra. Az utkeresztezddés nagyon forgal-
mas, nem lehet 4tlatni a tobbi sarokra. Mindketten pontosan érkeznek, és
ha a masik nincs ott, akkor 2,5 perc utan atmennek a szomszédos sarkok
valamelyikére, 1/2-1/2 valoszintiséggel. Ez fél percet vesz igénybe, majd ha
megint nem talalkoztak, akkor 2,5 perc utan megint sarkot valtanak. ElG-
szOr mindketten 1/4 valoszintiséggel valasztanak sarkot. Természetesen az is

talalkozasnak szamit, ha egymassal szembe jonnek az tuttesten.

Pn
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(a) Mennyi a valoszintisége, hogy az els6 percen beliil taldlkoznak?

(b) Mennyi annak a p, valoszintisége, hogy az els6 3n percen beliil talal-

koznak?
(c) Mennyi annak az r, valoszintisége, hogy pontosan a 3n-edik percben
talalkoznak?

(d) Igazoljuk, hogy egy valoszintiséggel véges idoén beliil talalkoznak.

(I21)

1.6.24. Pinokkionak kilenc akadalyon kell sikerrel tuljutnia, hogy fababubol
kisfinva valtozhasson. Ha egy akadalyon elbukik, akkor vissza kell mennie az
el6z6hoz, ha az elsén bukik el, 6rokre fababu marad. Pinokkié nem tanul a
kudarcokbol, ezért az egyes akadalyokon a siker valoszintsége 1/10,2/10, .. .,
9/10. Milyen sorrendben helyezze el a Kékhaju Tiindér az akadalyokat, hogy
Pinokki6 a legnagyobb eséllyel lehessen igazi kisfit. Mennyi ekkor a valoszi-
niiség? (KéMalL, 2001,
B.3441)

1.6.25. Szindbadnak jogaban all N haremholgy koziil egyet kivédlasztania
oly modon, hogy az el6tte egyenként elvonulé holgyek valamelyikére rému-
tat. Tegyiik fel, hogy egyértelmi szigortian monoton szépségi sorrendet tud
felallitani, és a haremholgyek barmely elvonulasi sorrendje egyforman valo-
szind. Szindbad k holgyet elenged, majd kivilasztja az els6t, aki szebb az
Osszes el6tte elvonultnal. Mennyi a valdszintisége, hogy a legszebb hdlgyet
valasztja ki? Milyen k esetén lesz ez a valoszintiség a legnagyobb, ha N elég
nagy?

1.6.26. Shanille O’Keal biintetéket dobal egy kosarpéalyan. Az elsét bedob-
ja, a masodikat nem. Ezek utdn annak a valoszintisége, hogy egy biintetst
bedob, megegyezik az eddig sikeres dobasainak részaranyaval. Mi annak a
valoszintisége, hogy az els6 100 dobasbol pontosan 50 sikeres?

1.6.27. Egy szazszemélyes repiil6gépen széz ember utazik tgy, hogy min-
denkinek van el6re kiosztott helye. Az els§ utas ezzel nem torGdve vélet-
lenszerten leiil a széz koziil egy helyre. Ezutan minden utas a sajéat helyére
probal leiilni, vagy ha az foglalt, véletlenszertien valaszt egy masikat. Mennyi
a valoszintisége annak, hogy a szazadik utas a helyére iil, ha egyszerre csak
egy ember foglal helyet? (KoMaL, B4771)

1.6.28. A szamegyenesen egy bolha ugral. A 0-boél indul és minden ugra-
sdnak hossza 1. Minden ugrasnal az elézdektdl fiiggetleniil p valoszintiséggel
jobbra, 1 — p valoszintiséggel pedig balra ugrik. Mennyi annak a valészint-
sége, hogy eljut az 1-be?

Jelolje ezt a valoszintséget u. Fejezziik ki igy a —1-bél 1-be jutés valoszintiségét,
majd a kapott egyenletet oldjuk meg u-ra.
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1.6.29. A szamegyenesen egy bolha ugral. A 0-bdl indul és minden ugra-
sanak hossza 1. ElGszor az 1-be ugrik, majd a kovetkezd ugrdas mindig p
valoszintiséggel az eldzdvel egyezs, 1 — p valoszintiséggel pedig ellentétes iréa-
nyu. Mennyi annak a valoszintisége, hogy visszajut a 0-ba? (KoMaL
B4676)

1.6.30. Egy bolha ugral az ABCD négyzet csiicsain, az A cstcsrol indul-
va. Minden egyes ugrasnal 1/2 — 1/2 valoszintiséggel valamelyik szomszédos
csucsba ugrik. A bolha akkor all meg, ha az utolsé olyan cstcsot is eléri,
amin addig még nem volt. Hatarozzuk meg, hogy melyik cstcs mekkora va-
loszintiséggel lesz utolso! (KoMal
B4783)

1.6.31. A parti tiizérség 1 km tavolsidgban felfedez egy ellenséges cirkalot,
és elkezd ra tiizelni, percenként egy 16vést adva le. A cirkdld az els6 16vés
leadésakor menekiilni kezd 60 km/h sebességgel. A taldlat valoszintisége x
km tavolsdg esetén 0,752~ 2. Ha egy 16vés taldlt, akkor még mindig 1/4
valoszintiséggel a cirkdld nem siillyed el, és tovabb menekiil. Mekkora valo-
szintiséggel menekiil el a cirkal6? (Schweitzer,

1950)

1.7. Fiuggetlenség

1.7.1. Legyen A énmagatol fliggetlen esemény. Mutassuk meg, hogy P(A) =
0 vagy 1!

1.7.2. Valasszunk talalomra az 1,2,...,n szdmok kozil tgy, hogy mind-
egyiket 1/n valoszintséggel valasztjuk. Jelolje A, azt az eseményt, hogy a
valasztott szam p-vel oszthato.

(a) Igazoljuk, hogy ha p; és py relativ prim és pips|n, akkor A, és A,
fiiggetlenek.
(b) Igazoljuk, hogy

w@)=n11<1—%),

pln

ahol ¢(n) az Euler—féle fiiggvény, azaz ¢(n) az n-nél kisebb n-hez relativ
prim pozitiv egészek szama.

1.7.3. Haromszor feldobunk egy szabalyos érmét. Jelentse A azt az ese-
ményt, hogy a dobasok kozott fej és irds is eldfordul, B pedig azt, hogy
legfeljebb egy iras fordul els. Filiggetlenek-e A és B.

1.7.4. Adjunk példat olyan A, B, C eseményekre, melyek paronként fligget-
lenek, de nem fiiggetlenek.
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1.7.5. Legalabb hany lottoszelvényt kell kitolteni ahhoz, hogy egy sorso-
lasnal a telitalalat valoszintisége legalabb 1/2 legyen? Legalabb hany hétig
kell jatszani egyetlen szelvénnyel, hogy annak a valdszintisége, hogy legalabb
egyszer volt telitaldlatunk legalabb 1/2 legyen?

1.7.6. Egy dobokockaval tizszer dobunk. Jeldlje A azt az eseményt, hogy az
els6 5 dobéas soran nincs hatos, B pedig azt, hogy tiz dobas kozt nincs egyes.
Mekkora az A és a B események valoszintisége? Fiiggetlenek-e A és B?

1.7.7. Egy dobokockéaval n-szer dobunk. Jelolje A azt az eseményt, hogy az
els6 m dobas soran nincs hatos, B pedig azt, hogy az n dobas kdzt nincs
egyes, m < n. Mekkora az A és a B események valoszintisége? Igazoljuk,
hogy P(AN B) < P(A)P(B).

1.7.8. Legyenek x € [0,1] és m,n € N. Bizonyitsuk be (lehetsleg valoszind-
ségi gondolatmenettel), hogy

(1—2")"+(1—(1—2)™" > 1.

1.7.9. A szultan birodalménak mind az 1024 matematikusat borténbe za-
ratta. Mindegyikiik csak a sajat réztalléros érméjét tarthatta meg. A mate-
matikusok tudjak, hanyan vannak, de semmiféle médon nem képesek kom-
munikalni egymassal. A szultan a sziiletésnapjan nagy kegyesen a kévetkezo
jatékot ajanlotta a matematikusoknak: az udvaron egyenként vagy 0-t, vagy
1-et mondanak. Ha a mondott szdmok Gsszege 1, akkor szabadon bocsétja
Sket. (A matematikusok nem adhatnak jelet egymésnak, nem tudjak, hogy
6ket hanyadiknak vitték ki, vagy hogy az el6ttiik az udvaron lévék mit csi-
naltak.) Mekkora eséllyel szabadulhatnak ki a matematikusok? (KoMaL
B5018)

1.7.10. Két jatékos, Anna és Balazs jatszanak. Annénak a pont hianyzik
a gyGzelemhez, Balazsnak pedig b. Egy-egy jatékot Anna p € (0,1) valoszi-
niiséggel nyer meg, Balazs pedig 1 — p valoszintiséggel. Hogyan osszak el a
tétet?

1.7.11. Maté nagymamaja meggylevest készit a vasarnapi ebédhez. Osszesen
5 szem szegfiiszeget tesz a levesbe. A levest 4 egyforma adagra osztjak.
Legyen A az az esemény, hogy Maté levesében nincs szegfiiszeg, B pedig az,
hogy a nagymamaja levesében nincs szegftiszeg. Filiggetlen-e A és B?

1.7.12. Az amerikai kosarlabdabajnoksag dontéjében a keleti és a nyugati
konferencia bajnoka csap Ossze egy 4 gyGzelemig tartdé mérkdzéssorozaton.
2016-ban a dontét a Cleveland Cavaliers és a Golden State Warriors vivta.
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A Warriors mar 3 — 1 aranyban vezetett, de végiil mégis elveszitette a mér-
k&zéssorozatot. Mennyi volt ennek a vereségnek az esélye a negyedik meccs
utdn? Mennyi volt ez a valoszintsége a masodik meccs utan, amikor 2—0 volt
a Warriors javara? (Az egyes meccseken a két csapatnak azonos a gy6zelmi
esélye. Dontetlen nincs, minden mérkszést eldontenek hosszabbitasokkal.)

2. Véletlen valtozok

s ss

2.1. Eloszlasfiiggvény, eloszlas, strtiségfiiggvény

2.1.1. Eloszlasfiiggvények-e a kovetkezd fiiggvények?

0 haz <0
() F(x) = { ) =0,

Tha ha z > 0.
(b) F(z)=e*".

0, ha z < 0,
(c) F(x):{ 1— 1= haz>0.

2.1.2. Milyen a, b értékek esetén lesz eloszlasfiiggvény
(a) F(z)=a+0barctanz?
(b) F(x)=e "7

2.1.3. Legyen F(x) eloszlasfiiggvény. Igazoljuk, hogy

1

z+h 1 z+h
Gilw) = 5 / Fltydt e Galo) = 5 / F(t)dt
T z—h

is az!
2.1.4. Adjunk példat olyan F' eloszlasfiiggvényre, mely tiszta ugrofiiggvény,
és barmely a < b esetén F(b) — F(a) > 0!
2.1.5. Az alabbi szamsorozatok koziil melyek alkotnak valoszintiségeloszlast?
(a) p*¢?, ahol p€ (0,1),q=1—p, k=1,2,..
(b) k(k;—ﬁ—l)’ k= 1,2,,
(c) 3¥/Kle™3 k=0,1,2,....
2.1.6. Strtségfiiggvény-e?

(a) f(z)= Loy (x)sinz)/2;

(b) f(x) = Ie0)(z)2™%
(¢) f(x) = L0.00)(x)Ae™*, ahol A > 0.
(d) fz)=(m(1+27))7".

T
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2.2. Diszkrét véletlen valtozok

2.2.1. Egy embernek n egyforma kinézeti kulcsa van, melyek koziil pontosan
egy nyitja az ajtot. Emberiink véletleniil valasztva sorra probélja a kulcsokat
addig, amig a jo kulcs el nem kerill. Valamely k& € {1,2,...,n} esetén
mennyi a valészintisége, hogy a k-adik probalkozasa sikeres, ha

(a) a kiprobalt rossz kulcsokat mindig félreteszi?

(b) a kiprobalt rossz kulcsokat sose teszi félre?
Varhatoan hanyadik probélkozasa sikeres?

2.2.2. Egy szabalyos érmét feldobunk egymés utan hdromszor. Jelolje X a
dobott fejek és a dobott frasok szamanak a kiilonbségét. Hatarozzuk meg
X eloszlasat és eloszlasfiiggvényét (készitsiink abrat is)! Mi a valoszintisége,
hogy X a [—v/2,+/2] intervallumba esik?

2.2.3. Egy hallgat6 26 tétel koziil 16-ot jelesre tud, 8-at jora, 2-t viszont csak
kozepesre. A vizsgatételek kivalasztasakor 26 tétel koziil hiiz 1-et. Adjuk meg
a kapott jegy értékének eloszlasat, varhato értékét és szorasat!

2.2.4. Otéslotton egy szelvénnyel jatszva hatarozzuk meg a talalataink sza-
méanak eloszlasat!

2.2.5. Hatarozzuk meg az 6toslotton kihizott legnagyobb szam eloszlasat,
varhato értékét és szordsat!

2.2.6. Maté nagymamaja meggylevest készit a vasarnapi ebédhez. Osszesen
5 szem szegfiiszeget tesz a levesbe. A levest 4 egyforma adagra osztjak. Ad-
juk meg Maté levesében talalhato szegfiiszegek szamanak eloszlasat, varhato
értékét, és szorasat!

2.2.7. Mind a 4 pér kiilonb6z6 cipémet az el6szobaban levs beépitett szek-
rényben tartom. Az elGszobaban kiégett a villany, igy sotétben keresgélve
véletlenszertien kiveszek 4 cip6ét. Jelolje X a kivett Osszeill6 parok szamét!
Adjuk meg X eloszlasat, varhato értékét és szorasat!

2.2.8. Szaz alma koziil tiz férges. Véletleniil kivalasztunk 6t6t! Adjuk meg
a férges almak szaméanak eloszlasat!

2.2.9. Egy urnédban van 20 piros és 30 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golyot
visszatevés nélkiil. Szémoljuk ki a kihtzott piros golyok szamanak varhato
értékét és szorasnégyzetét!
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Megoldas. Jelolje X a kihazott piros golyok szaméat. Vilagos, hogy X
diszkrét véletlen valtozo, melynek lehetséges értékei 0,1, 2, ...,20. Szamoljuk
ki a P(X = k) valoszintiségeket. Klasszikus valoszintiségi mezén vagyunk, az
Osszes eset szama annyi, ahanyféleképpen ki tudunk valasztani 50 golyébol
20-at. Azaz (28) Az {X = k} esemény azt jelenti, hogy pontosan k db piros
goly6t hiaztunk, azaz a 20 pirosbol k-t, a 30 fehérbdl 20 — k-t. Ezt (QkO) . (QSEk)
féleképpen tehetjiik meg. Tehat

20 30
(k) ) (20—k)
50 ’
(20)
Ez az X véletlen véltozo eloszlas. O a negativ binomialis eloszlés.
Innen a varhato értéket meghatarozhatjuk a definicié alapjan. Eszerint

E(X)=) kP(X =k)= ik%

k=0 20

P(X =k)= k=0,1,...,20.

Ezt kellene zart alakra hozni. Vegyiik észre, hogy

() -m(,) "

Valoban, egy 20 f6s tarsasagbol kell kivalasztani egy k f6s bizottsigot, és
annak a vezetGjét. Ezt szamoljuk meg a bal és jobb oldalon is. A bal oldalon
elgszor kivalasztjuk a k f6s csapatot, és utédna annak a vezetSjét, mig a
jobb oldalon elGszor a vezet6t valasztjuk ki, és utdna a maradék 19 f6bdl
valasztunk még k — 1-et. Ezt a formuléat felhasznélva

ik@o) ' (2032 k:) - 220 <k:1—9 1) ' (2032 k)

Az Gsszegben megjelend (k1_91> : (2§Ek) kifejezés pontosan olyan, mint amit

korabban kaptunk, csak most Osszesen 49 goly6 koziil, melybdél 19 piros és
30 fehér, valasztunk ki 19-et. Tehat a fenti Osszeg az Osszes kivéalasztéast adja
meg, azaz

f’:19_30 _i19_30_49

k—1) \20—k) 14 19-¢) \19)
k=1 =0

Ezt visszahelyettesitve a varhato értékre kapott formulaba

B(X) = 20% - 20% _3.
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Itt felhasznaltuk azt is, hogy 50(118) =20 (38), ami éppen (k) csak mas sza-
mokkal.

A szoéras meghatarozasihoz elGszor a mésodik momentum kell. Ez

E(XQ) _ i k2P Z k2 )( (;(?OIJ .

Ez még az elsbbinél is bonyolultabb formula. Hasznéljuk, hogy k? = k(k —
1) + k, igy a fenti 6sszegben megjelenik a mar meghatarozott varhato érték.
A (%) formuldhoz hasonloan

k(k — 1)<2k0) — 92019 (k1_82>

A bal- és jobboldalon is azt szamoljuk 6ssze, hogy hanyféleképp lehet egy 20
f6s tarsasaghol kivalasztani egy k {6s bizottsagot, annak a vezet§jét, és egy
helyettest. Ezt a formulat felhasznéalva

ik(k ~1) <2k0> (20 - ) 220 - ( . 2) <203E k>

k=2

=20- 192 (18> (18 —z) —20- 19(‘112).

Itt hasznaltuk, hogy k(k — 1) = 0 ha k£ = 0 vagy k = 1, ezért elegendd 2-
t6l Osszegezni, valamint a varhato érték kiszamitéasanal is hasznalt formulat.
Most 18 piros és 30 fehér goly6 koziil vesziink visszatevés nélkiil 18-at. Ezt
visszahelyettesitve a mésodik momentum formulajaba

2 )'(2301&)
Zk NG
@G )6
‘Zk BRI Dy

_ (15) 2019
=20 19® +B(X) =20 19— o +8.

Az utolsd egyenl@ségnél felhasznaltuk, hogy 20 - 19(38) = 50 - 49 (1‘2), amit
maér lattunk. Tehét a szorasnégyzet

D*(X) = E(X?) — (E(X))* = (25%—132 +8-64= %4
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és igy D(X) = 2. O
2. Megoldas. Megadunk egy mésik megoldast, aminek az 6tletét mar hasz-
naltuk (pl. Csodaorszagos téveés feladat) és késébb is hasznalni fogjuk. Jelolje
megint X a kihtzott piros golyok szamat. Ekkor persze X diszkrét véletlen
valtozo, de most nem hatarozzuk meg az eloszlasat. Ehelyett X-et felirjuk
egyszeriibb valtozok osszegeként. A modszer: irjuk fel indikdtorok Gsszege-
ként!
Legyen i = 1,2, ...,20 esetén
_J 1, ha az i-ediknek htzott goly6 piros,
t 0, kiilonben.

Ekkor X = 2?21 I;. Egy indikatorvaltozé mindig két értéket vehet fel, 0-t és
1-et. Ezért varhato értéke a definicié szerint

E(I)=0-P(I; =0)+1-P([, = 1) = P(I, = 1).

Tehét azt kell meghataroznunk, hogy mennyi a valoszintisége, hogy az i-edik

goly6 piros. Ez egyszert, hiszen az i-edik helyre 50 goly6 koziil valaszthatunk,

abbol 20 piros, tehat tetszéleges 7 esetén

20 2

P(I; = 1) = P(i-edik goly6 piros) = — = —.
50 5

Tehéat

E(X)=E (ZI) => E(I) :20-%:8.

Igy talan egyszertibb volt a szamolds, mint az el6bb. Annyit hasznaltunk,
hogy dsszeqg vdrhato értéke az a vdrhato értékek osszege. Ez mindig teljestil,
tetszbleges véletlen valtozok esetén.

A szorasnégyzet meghatéarozasa is hasonldéan torténik, de itt mar tobbet
kell szamolni. A kovariancia tulajdonsagai szerint

20 20
D?(X) = Cov(X, X) = Cov (Z Ly IZ)
=1 =1

20 20 20
=> Y Cov(l;,I;) =) D*(L)+2 >  Cov(l;,I)).
i=1 j=1 i=1 1<i<j<20

Vegyiik észre, hogy I; eloszldsa nem filigg i-t6l, azaz annak a valoszintisége,
hogy els6re pirosat hiizunk, pontosan ugyanaz, mint annak a valoszintisége,

37



hogy 7.-re. Ezt talan tgy latjuk legkonnyebben, ha a hetedik huzasra nem
gy gondolunk, ami el6tt mér volt hat mésik, hanem mint a hisz huzas
kozil az egyikre. Azaz ekkor semmi més nem érdekel minket, csak a hetedik
hizas. Ugyanigy latjuk, hogy (11, I>) egyiittes eloszlasa ugyanaz, mint (I;, I;)
egyiittes eloszlasa tetszéleges ¢ # j esetén. Azaz, annak a valoszintsége,
hogy az els6 két huizas piros, pontosan ugyanaz, mint annak a val6szintisége,
hogy a hetedik és tizenharmadik piros. Ezek szerint D?*(I;) = D?(I;) és
Cov(I;,I;) = Cov(ly, ). Tehat, folytatva a szorasnégyzet kiszamolasat

D?*(X) = 20D*(1,) + 20 - 19Cov (I}, I,).

A definicié szerint
2 /2\? 2
D(1) = B(E) — (B(1)) = & - (-) -2,

és

COV(Il, _[2) = E(Iljg) — E(Il> . E(IQ)
2\? 20-1 2\ 2
—P(L=1L=1)—(= _20-19 /2 7
5 50 - 49 5

hiszen annak a val6szintisége, hogy az elsé és masodik goly6 is piros

20-19

50 - 49

Osszegezve,

2 3 20 - 19 2\ 2 144
D3*(X)=20=-=+420-19- [ —— — [ = _
(X) 55T (5().49 (5)) 49’

¢s igy D(X) = 2.
2.2.10. Egy urnaban van 20 piros és 30 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golyot
visszatevéssel. Szamoljuk ki a kihtizott piros golyok szamanak varhato értékét
és szoérasnégyzetét!

Megoldas. Ezt a feladatot is megoldhatjuk mindkét fenti modszerrel. Mi-
vel visszatevéssel huzunk, ezért minden hizas el6tt pontosan ugyanaz van
az urndban, azaz igazabol egy kisérletet ismétlek 20-szor, ahol a siker valo-
szintisége 2/5, hiszen a piros golyokat figyelem, annak a kihtizasa lesz most
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a siker. Tehat, ha Y jeloli a kihuzott pirosak szdmat, akkor Y lehetséges
értékei 0,1, ...,20, és

o= () ()

Vagyis Y binomialis eloszlast 20 és 2/5 paraméterekkel. Binomialis eloszlas
varhato értékeét, szordsat mar szamoltuk,
2 2 3 24
E(Y)=20--=8, D*Y)=20----="—".
Felbonthatom Y-t is indikatorok dsszegére. Ha J; = 1, ha az i-edik golyo
piros, 0 kiilonben, akkor

Y=Jh+...4+ Jy.

Eszerint a varhato érték és a szorasnégyzet is konnyen kiszamolhato. Most
a valtozok fiiggetlenek, ezért az Osszeg szorasnégyzete megegyezik a szoras-
négyzetek Osszegével.

Az el6z6 feladattal Gsszevetve nagyon fontos kiilonbség, hogy itt Jy, . . ., Jog
fiiggetlen véletlen valtozok, hiszen az els6 5 hizas semmilyen médon nem be-
folyasolja a hatodikat. Ezzel ellentétben, ha visszatevés nélkiil huzunk, akkor
I, ..., Iy nem fliggetlenek (persze a kovarianciajuk sem 0), mert ha az els6
5 huizés piros, akkor a hatodik hizas el6tt az urndban mar csak 15 piros van
és 30 fehér.

Vegyiik észre, hogy a varhato érték mindkét modell esetén ugyanaz, mig
D?(X) < D*(Y), azaz visszatevés nélkiil a szorasnégyzet joval kisebb. Gon-
doljuk végig, mért természetes ez! O

2.2.11. Egy szabalyos érmével 100-szor dobunk. Jelolje X a kiilonbozé F'F
sorozatok szaméat. Hatarozzuk meg X varhato értékét és szorasat!

2.2.12. Egy csomag francia kartyat megkevertiink, majd egyesével kihuzzuk
a lapokat. Adjuk meg a méasodik asz helyének eloszlasat!

2.2.13. Egy urnaban 101 goly6é van, koziiliikk pontosan harom piros. A go-
lyokat visszatevés nélkiil egyesével kihtizzuk. Jelolje X a maéasodik piros sor-
szamat. Adjuk meg X eloszlasat!

2.2.14. Egy fickban hirom par kesztyid van Osszekeveredve: az egyik par
fekete, a masik sziirke, a harmadik piros. (A harom par kesztyd csak a
szinében kiilonb6zs.) A fiokbol egyesével elkezdjiik kihtzni a kesztytiket tgy,
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hogy huzas el6tt nem nézziik meg a kesztyt szinét, és a kihtzott kesztytiket
nem tessziik vissza a fiockba. Addig folytatjuk a huzast, amig lesz két azonos
szind kesztytink. Hatarozza meg annak a hat eseménynek a valoszintiségét,
hogy ehhez 1, 2, 3, 4, 5, illetve 6 kesztyl kihtizasara lesz sziikség, majd
szamitsa ki a huzasok szamanak varhato értékét és szorasat!

Megoldas. Ez egyszeri, par éve érettségi feladat volt. Jeldlje X azt, hogy
hényszor kellett huizni, hogy legyen egy par. Vilagos, hogy X lehetséges
értékei 2,3,4. Tehét

Elsére hiizunk valamit. Ha X = 2, akkor a masodik kihtzott kesztyid éppen
az elsd parja. Mivel 5 kesztyd maradt, ennek a valoszintisége

Ha X = 3, akkor mésodikra nem huztuk ki az els6 parjat, ennek a valo-
szintisége 4/5, harmadikra viszont part huztunk. A harmadik huzas elstt 4
keszty( van, ebbdl 2 jo, tehat a par valoszintisége 1/2. Osszegezve
4 2
P(X =3)= E 1%
Itt valojaban egy feltételes valoszintiséges gondolatmenetet kovettiink. Ugy is
gondolkodhatunk, hogy az els6 huzas utan van 5 kesztyt, és kétszer hizunk.
Mivel fontos a sorrend az Gsszes esetek szama 5-4 = 20. A kedvez§ eseteknél
a méasodik huzas nem par, erre van 4 lehet&ségiink, mig a harmadik huzasra
part hizunk, de mar két kesztytit haztunk ki, tigyhogy a jo esetek szama
2. Osszegezve a kedvezs esetek szama 4 -2 = 8. Persze azt kaptuk mint
korabban, mert % = %
Végiil
P(X:4):1—P(X:2)—P(X:3):§.

Persze ezt is kiszdmolhatjuk a korabbiak szerint.
Tehat a valoszintiségeloszlas:

1 2 2

(X=2)=2 P(X=3)—2, P(X=4)—_
A varhato érték ) ) 0 16
E(X)=2-- 3= 4.—-=—.
(X) 5+ 5+ 5 5



A masodik momentum

1 2 2 54
E(X2)=922.2432.2 1 42.2 22
(X%) 5+ 5+ 5 5’
ahonnan a szorasnégyzet
54 256 14
D*(X)=E(X?) — (E(X))?=2 - 2= = =
(X) =B(X) - (B(X) = = - 22 = o,
és a szoras D(X) = v/14/5. O

2.2.15. Foldobunk n-szer egy szabalyos pénzérmét. Hatarozzuk meg az F-I,
[-F valtasok szamanak eloszlasat!

2.2.16. Legyenek X1, Xs, ..., X, véletlen valtozok fiiggetlenek és azonos el-
oszlasiuak, melyre P(X; = k) = 1/3, k € {0,1,2}. Adjuk meg az Y =
X1 X5 - X, szorzat eloszlasat!

2.2.17. Egy varosban 200 taxi kozlekedik. Telefonon taxit rendeliink, és ha
van szabad taxi, akkor a kozpont a legkdzelebbit hozzank kiildi. Feltessziik,
hogy a taxik egymaéstol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint helyezkednek
el a varosban, és mindegyik egymastol fliggetleniil 2/3 valoszintiséggel foglalt.
Tovabba egy taxi helyzete a varoson beliil fiiggetlen attol, hogy foglalt-e vagy
sem. Mennyi annak a valészintisége, hogy a legkozelebbi szabad taxi 1 km-
es korzetiinkben legyen (mely nem nyulik ki a varosbdl), feltéve, hogy van
szabad taxi? A varos teriilete 28,26 km?. (I2])

2.2.18. Egy urnaban egy piros és egy fehér goly6 van. Visszatevéssel hiizunk
az urnabol, minden huzas utan még egy piros golyot tesziink az urnaba.
Jelolje Xy annak a kisérletnek a sorszamét, amikor el§szor huztunk fehéret.
Adjuk meg X eloszlasat, varhato értékeét!

2.2.19. Kupongyitijté probléma. Egy N kiilonb6z§ elembdl allo sokasag-
bol visszatevéses mintat vesziink. Jeldlje S, azt a véletlen szamot, ahany
elemet kellett htiznunk, hogy kapjunk r kiillonb6z6 elemet. Hatarozzuk meg
S, varhato értékeét, szorasat, majd adjunk ezekre kezelhet§ aszimptotikus
egyenlGséget.

Utmutatas: Vezessiik be az X, = Sip1 — Si valtozot.

2.2.20. Egy urndban N goly6 van, megszamozva 1-t6]1 N-ig. Visszatevéssel
n elemi mintat vesziink. Jelolje X a legnagyobb mintaelemet. Adjuk meg
X eloszlasat, varhato értékét, és az utobbira adjunk aszimptotikat. Ha N
értéke ismeretlen, hogyan lehetne becsiilni?
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2.2.21. Egy gombafajta spordi nyolcelemii lanc alakjaban keletkeznek. A
lanc kilonboz6 részekre szakadhat, mind a hét lehetséges helyen egymaés-
tol fiiggetlentil p valoszintiséggel. Hatarozzuk meg az i sporabol allo lancok
varhato értékét!

Egy tényleges kisérlet soran 7251 sporat szamoltak meg, melyek N = 907
lancbol szarmaztak (5 spora elveszett). A sporak 1975 lancra szakadtak szét.
Adjunk becslést p értékére! ([4])

2.2.22. Jelolje S, n elem véletlen permutacidja soran a fixpontok szamat.
Hatarozzuk meg S,, varhato értékét és szorasat!

2.2.23. Stefan Banach er6s dohanyos volt. Mindkét zsebében egy-egy doboz
gyufat tartott, 100-100 szal gyufaval. Minden alkalommal, amikor ragytujtott
talalomra benyult az egyik zsebébe, és az abban levs gyufasskatulyabol kivett
egy szal gyufat, majd a dobozt visszatette abba a zsebébe, amelyikbdl kivette.
Egyszer csak azt vette észre, hogy a gyufasskatulya kitiriilt. Hatarozzuk meg
a masik zsebében levs gyufdk szdmanak eloszlésat!

2.2.24. Vérvizsgalatot végeznek N embernél. Egyszerre k ember vérét ossze-
ontik és analizéljdk. Ha az eredmény negativ, akkor egy vizsgalat elég k
embernek, ha pozitiv, akkor a k személyt egyenként is meg kell vizsgalni, és
igy k + 1 vizsgalat kellett. A vizsgalat eredménye egymastol fiiggetlentil p
valoszintiséggel pozitiv.
(a) Mennyi a valoszintisége, hogy k ember vérét egyiitt vizsgalva, az ered-
mény pozitiv?
(b) Jelolje X a sziikséges vizsgalatok szamat! Mennyi X varhato értéke?
(¢) Minimalizaljuk E(X)-et k fliggvényeként!
(d) Lassuk be, hogy a kapott k kézel van 1/,/p-hez, és a varhato érték
2N, /p koriil lesz.

2.2.25. Csodaorszag munka torvénykonyve szerint egy cég minden munkasa
fizetett szabadsagot kap azokon a napokon, amikor legalabb az egyikiiknek
sziiletésnapja van. Ezen napok kivételével azonban az év minden napjan
mindenkinek dolgoznia kell. Minden munkas 1 TV-késziiléket készit egy nap
alatt. Hany alkalmazottat vegyen fel a cégtulajdonos, ha azt akarja, hogy a
gyartott TV-keésziilékek szamanak a varhato értéke maximalis legyen?

2.2.26. Legyen X nemnegativ egész értékd véletlen valtozo, és tegyiik fel,
hogy E(X) < oco. Bizonyitsuk be, hogy

E(X) = ip(x > ).
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2.2.27. Hatéarozzuk meg 1/(X + 1) varhato értékét, ha
(a) X ~ Binom(n,p);
(b) X ~ Poisson(\);
(c) X geometriai eloszlasu;
)

(d) X hipergeometriai eloszlast.

2.2.28. Legyen X véletlen valtoz6, melyre E(X?) < oo. Mutassuk meg,
hogy az f(z) = E[(X —)?] az x = EX pontban veszi {6l a minimumat, ami
éppen D?(X).

2.2.29. Egy dobokockaval 10-szer dobunk. Hatéarozzuk meg (a) a kapott
hatosok szaménak eloszlasat! (b) az 6sszeg harmadik momentumét!

Megoldas. (a) Ilyet mar lattunk. Jelolje X a hatosok szamét. Ekkor X
diszkrét véletlen valtozo lehetséges értékei 0,1,...,10, és

10\ /1\* /5\""
ro-n- () 6) G)
Valoban, kivalasztjuk a 10 dobasbol melyik k& lett hatos, az a k db hatos, a
tobbi meg barmi, de nem hatos.

(b) Legyen most Yi,...,Y) az egyes dobasok eredménye. Ekkor ezek
fiiggetlen véletlen valtozok, hiszen az egyes dobasok egymastol fiiggetlenek.
Az Gsszeg

S=Y+...4+ Y.

Ez egy diszkrét véletlen valtozo, melynek lehetséges értékei 10,11, ...,60. A
pontos eloszlast nem akarjuk meghatérozni. Ehelyett irjuk fel a harmadik

momentumot:
10 3
E(S%) =E (Z Y;)
i=1

Az 6sszeg harmadik hatvanyat kifejtve lesznek Y, Y2V}, Y;Y,Y} alaku tagok,
ahol 7, 7, k kiilonboz6ek. Azt kell 6sszeszamolni, hogy az egyes tipusu tagok-
b6l mennyi lesz. Elgszor is, Y;?>-bol pontosan 1 lesz minden i-re, hiszen mind
a harom szorzotényezébdl az Yi-t kell kivenni. Igy Gsszesen 10 ilyen tag lesz.
Az Y?Y; alaki tagokbol pedig 3 lesz, hiszen kettd tényez6b6l Y-t vessziik ki,
a harmadikbol pedig Y;-t. Mivel ¢ és j szerepe nem szimmetrikus, osszesen
10 - 9 féle 7, j vélasztas van, igy 3 - 10 -9 = 270 ilyen tag lesz. Végiil Y;Y;Y}
alaki tagbol 6 lesz, mert az Y;-t harom helyrél, Yj-t kettorsl valaszthatjuk.
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Az i, j, k értékeket pedig (130) = 1098 _ 120 féleképpen vélaszthatjuk, azaz
Osszesen 6 - 120 = 720 ilyen tagot kapunk. Osszegezve
E(S%) = 10 - E(Y?) + 270 - E(Y2Ys) + 720 - E(Y; YaY3).

Tényleg megszamoltunk minden tagot, hiszen 103 = 1000 = 10 + 270 + 720.
A fiiggetlenség miatt E(Y?2Y,) = E(Y2)E(Y3), és

E(Y1Y2Y3) = E(Y1)E(Y2)E(Y;) = (E(V1))°.
Tehét
E(S?) = 10-E(Y}?) + 270 - E(Y2)E(Y2) + 720 - (E(Y})).

Végiil kiszamoljuk a megfelel6 momentumokat. Definici6 szerint

1 1 1 1 6-7 7
EY,))=--14+--24+ .. 4+-6== —" =
(1) 6 T T TG 6 2 2
1 1 1 6-7-13 91
EY?) == -1"+--224+.. . +-.62=—". ==
(¥7) 6 +6 et 6 6 6’
1 1 1 /6-7\% 147
EY)==-1+--24+.. . +=-.63==.— ) =—
(¥7) 6 - 16 et 6 2 2
Végiil ezeket visszahelyettesitve,
147 917 7\° 91875
E(S?) =10 — +270- —— +720- [ = | = 2=,
(5%) =10 2+70 62+70(2) 5

A feladat nem tul izgalmas, de valojaban a varhato érték fontos tulajdonsa-
gainak alkalmazasait gyakorloltuk. ]

2.2.30. Egy halastoban N hal van. Kihalaszunk M halat, megjel6ljiik Gket,
és visszaeresztjiikk a toba. Bizonyos id6 elteltével, miutan jol elkeveredtek,
kihaldszunk n-et. Ezek kozott legyen a megjeloltek szama X. A teljes halal-
loméany N meghatarozasara az Mn /(X +1) becslést hasznaljuk. Szamitsuk ki
ennek a varhato értékét és szorasat! Miért nem a logikusabb Mn/X becslést
hasznaljuk?

2.3. Folytonos véletlen valtozdk

2.3.1. A (0,1) intervallumon talalomra kijeloliink harom pontot. Hatéroz-
zuk meg a kozépss nullatol vett tavolsdganak eloszlas- és stirtségfiiggvényét,
varhato értékét és szorasat!
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2.3.2. A [0, 1] intervallumon kijel6liink harom pontot egymastol fiiggetleniil,
egyenletes eloszlas szerint. Hatarozzuk meg a legkisebb eloszlasfiiggvényét és
varhato értékét!

2.3.3. Valasszunk az egységnégyzetben egy pontot véletlenszertien. Legyen
X a pontnak a négyzet hataratol vett tavolsaga. Adjuk meg X eloszlasfiigg-
vényét, varhato értékét, szorasat!

2.3.4. Egy permetez6 szakaszold szelep napokban mért élettartamanak st-
riségfliiggvénye

fz) =

3220, ha = > 10,
0, kiilonben.

Mennyi a valoszintisége, hogy a permetez6 szakaszolé szelep 20 napot tulél?
Hatarozzuk meg a szelep élettartamanak eloszlasfiiggvényét, varhato értékét
és szorasat!

Megoldas. Jelolje X egy permetezs szakaszolo szelep napokban mért élet-
tartamat. Vilagos, hogy ez egy véletlen mennyiség, véletlen véltozd. A
feladat szerint ez egy folytonos véletlen véltozo f stirtségfiiggvénnyel, ami
definici6 szerint azt jelenti, hogy

PeY <o) [ " F)dy.

Az, hogy a permetez szakaszolo szelep 20 napot tulél pontosan azt jelenti,
hogy X > 20. Ennek a valoszintisége

20

P(X>20)=1-P(X<20)=1- [ f(y)dy

20
—1- / 30002 *de = 1 — 3000 [-3712~3]"22
1

=10
0

1 1 1
141000 —— — —— | = —.
1000 <8000 1000) 8

Itt annyit hasznaltunk, hogy a stirtiségfiiggvény értéke 0, ha x < 10, és ezért
elég a [10, 20| intervallumon integralni, valamint hatvanyfiiggvény integraljat
szamoltuk ki. Hat persze, ha o # 1 akkor

a+1
/ﬁwzx )
a—+1

Tehat P(X > 20) = ¢.
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Az eloszlasfiiggvény meghatéarozasahoz a definiciot hasznaljuk: F(z) =
P(X <z)=["_f(y)dy. Ha z <10, akkor a konstans 0 fiiggvényt integral-
juk, ha z > 10 akkor pedig a fenti szdmoléshoz hasonl6an

' : -8 1000
F(x) = / fly)dy = / 3000 y~*dy = 3000 [_%] 1
—00 10

3 -
y=10 x

Tehat

v 0 ha z < 10
F(z) = dy=1<" -
) /oo Fu)dy {1 — 190 ha z > 10.

Mivel folytonos az eloszlas, az eloszlasfiiggvény is folytonos, ezért mindegy,
hogy = = 10-re melyik dgon definialjuk az értéket. Azt is latjuk, hogy az el-
oszlasfiiggvény 10-ig konstans 0, utdna szigoriian monoton ng, és végtelenben
1-be tart, mint minden eloszlasfiiggvény.

A varhato értéket is definicié alapjan szamoljuk. Eszerint

E(X) = /_00 zrf(x)dr = /100 23000 2~ *dx

0
[e'e) .73_2 oo
= 3000 / 2 3dx = 3000 {——}
1

0 =10

Itt egy végtelenben improprius integralt kellett kiszamolni, ezért ha na-
gyon precizen akarjuk ifrni a dolgot akkor a végtelen fels6 hatar helyett
limy oo fljg kellene, azaz

o0 N
/ h(z)dz = lim h(z)dz.
10 N=oo Jig
Ezt késébb is elhagyjuk, és nem akarunk ebben az értelemben nagyon precizek
lenni.
A szorasnégyzet kiszamitasahoz elGszor a mésodik momentumot kell meg-
hatarozni. Ez

E(X?) = / 2” f(z)dz = 3000 / z72dx = 3000 [—2~1]25 = 300.

00 10

Es igy a szorasnégyzet
D*(X) = E(X?) — (E(X))* = 300 — (15)? = 75,
azaz a szoras D(X) = /75. O
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2.3.5. Legyen a X véletlen véltozo stirtiségfiiggvénye f(x) = ¢/x?, ha z > 1.
(a)
(b) Adjuk meg X varhato értékét (ha létezik)!
(c) Mennyi P(X > 4)?
(d)
Megoldas. (a) Ahhoz, hogy egy f fliggvény striiségfiiggvény legyen az kell,

hogy 6 nemnegativ, és integralja az egyenesen 1. Mivel a siirtiség értéke cz—2
ha z > 1, kiilénben pedig 0, ez azt jelenti, hogy ¢ > 0 és

1= /_OO f(z)dx = /1 cx*dr = ¢ [—x’l]zozl =c.

Hatarozzuk meg c értékét!

Legyen Y = 1/X. Adjuk meg Y eloszlas—, és stirtiségfiiggvényét!

Tehat ¢ = 1.
(b) A varhato érték definicio szerint

E(X):/_fo(x)dx:/loox%dx:/looidx:oo

azaz a varhato érték nem létezik. A varhatd érték definiciojaban feltettiik,
hogy az f |z| f(z)dz improprius integral létezik és véges. Most ez nem
teljestil. Latjuk hogy vannak olyan véletlen valtozok, melyeknek nem véges
a varhato értéke.

(c) A stirtiségfiiggvény tulajdonségai szerint P(X € A) = [, f(x)dx, azaz
egy A halmazba esés valoszintisége egyenls a surusegfuggveny A halmazon
vett integraljaval. Eszerint

IXX>4%:Amf@Mx:L%xQMWﬂ—fﬂf4:%

Az eloszlasfiiggvényt is meghatéarozzuk. A definicié alapjan

0, ha x <1,
[Fy'dy=1-1 haz>1

F(l‘)ZP(XSx):/x f(y)dyz{

Ez az 1 paramétert Pareto-eloszlas.

(d) Legyen Y = 1/X. Ezzel a definicioéval nincs baj, hiszen X > 1.
Elgszor meghatéarozzuk Y eloszlasfiiggvényét. Mivel X > lezért Y =1/X €
[0,1]. Ezek szerint

0, hay <0,
1, hay>1.

Gly) =P <y) = {
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Az érdekes eset amikor y € [0, 1]. Ekkkor
PY<y)=PX '<y)=PX 2y )=1-PX <y )=1-F(y ') =y

Itt felhasznaltuk, hogy X folytonos véletlen valtozo, ezért eloszlasfiiggvénye
is folytonos, valamint beirtuk a (c) részben meghatéarozott eloszlasfiiggvény
pontos alakjat. Ezek szerint Y eloszlasfiiggvénye

0, hay <0,
Gly)=PY <y)=1 vy, hayel01],
1, hay>1.

A striiségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivéltja (majdnem mindeniitt). Az
eloszlasfiiggvény G(y) szép differencialhato fiiggvény, kivéve a 0 és az 1 pon-
tokban. Tehat

1, haye(0,1),

0, kiilonben.

ﬂwzng{

Ez az egyenletes eloszlas a (0, 1) intervallumon. O

2.3.6. Anna és Szabina minden szerdan fodraszhoz mennek. Anna 2 és 3
ora kozott, Szabina pedig 2 és fél 3 kozott végez egy véletlenszert idépont-
ban, egymastol fliggetleniil. Egymést megvarjak, majd egyiitt indulnak haza.
Jelolje X azt az id6t amennyit a hamarabb végz6 lany var a masikra! Haté-
rozzuk meg X eloszlasat, varhato értékét és szorasat!

2.3.7. Legyen X ~ E(—1,1) eloszlastu véletlen valtozo. Hatarozzuk meg a
kovetkezd véletlen valtozok strtiségfiiggvényeit:

(a) [XT;
(b) X%
(c) eX.

2.3.8. Legyen X ~ Exp()\) eloszlasa véletlen valtozo. Hatarozzuk meg a
kovetkezd véletlen valtozok strtiségfiiggvényeit:

(a) 2X + 3;
(b) X%
(c) VX.

2.3.9. Valasszunk két szamot egymastol fiiggetleniil az egyenletességi hipo-
tézis szerint a (—1, 1) intervallumbol! Adjuk meg a két szdm maximuménak
eloszlasfiiggvényét! Szamoljuk ki a varhaté értéket és a szorést is!
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2.3.10. Valasszunk 2n + 1 pontot egymastol fliggetleniil, egyenletes eloszlas
szerint a [0, 1] intervallumban. Adjuk meg a kozéps6 pont Z eloszlasfiiggvé-
nyét! Mutassuk meg, hogy tetszéleges € > 0 esetén

P(|Z—1/2| > ) =0

amint n — oo.

2.4. Vektorvaltozok

2.4.1. Egy vallalat egy honapra esd profitja a havi teljes bevétel és a havi
teljes kiadas kiilonbségeként all els, ahol a bevétel és a kiadas is véletlen
valtozo. A bevétel varhaté értéke 120 millié forint 30 milli6 forint széréassal,
mig a kiadas varhato értéke 80 millié forint 20 milli6 forint szérassal. Hata-
rozzuk meg az egy honapra jutd profit varhatod értékét és szoérasat akkor, ha
a bevétel és a kiadas fliggetlen, illetve akkor, ha a kozottiik 1évé korrelacios
egylitthato 0,8. A korrelécio fiiggvényében irjuk fel formulaval és abrézoljuk
grafikonon a profit varhato értékét és varianciajat.

2.4.2. A megtakaritott pénziinket értékpapirba fektetjiik, 20 darabot vasaro-
lunk az A val- lalat és 10 darabot a B vallalat részvényeibsl. Egy év mulva a
két vallalat részvényei varhato értékben 700 illetve 1500 dollart fognak majd
érni, az arfolyamok szorésa pedig 20 illetve 80 dollar.

(a) Tegyiik fel, hogy a részvények arfolyama fiiggetlen egyméastol. Varha-
toan menynyit fog majd érni a portfélionk egy év milva? Mennyi a
portfolio értékének a szorésa?

(b) Tegyiik fel, hogy a részvények arfolyama nem fiiggetlen egyméastol. Az
arfolyamok kozotti korrelécios egyiitthato fliggvényében irjuk fel formu-
laval és dbréazoljuk a portfolio értékének varhato értékét és varianciajat!

(c¢) Milyen kapcsolat van a korrelacios egytiitthato és a befektetés kockazata
kozott? Ha én egy kockazatkeriilg befektets vagyok, akkor pozitiv vagy
negativ korrelacidju értékpapirokbol allitsak Ossze portfoliot?

Megoldas. Jelolje X az A vallalat, Y pedig a B véllalat részvényének értékét
egy év mulva. A feladat szerint E(X) = 700, D(X) = 20, E(Y) = 1500, és
D(Y) = 80. Egy év mulva a portfolionk értéke 20X + 10Y.

(a) Az Osszeg varhato értéke mindig a varhato értékek Osszege, az Osszeg
szorasnégyzete pedig akkor egyenls a szordsnégyzetek Osszegével, ha a valto-
zOk flggetlenek (na jo, korrelalatlansag is elég). Tehat, mindig

E(20X + 10Y) = 20E(X) + 10E(Y) = 29000,
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és ha X és Y fliggetlenek, akkor

D?(20X + 10Y) = D?*(20X) + D?(10Y) = (20)*D?*(X) + (10)*D*(Y)
= 160000 + 640000 = 800000,

azaz D(20X + 10Y) = 400v/5.
(b) Lattuk,

E(20X + 10Y) = 20E(X) + 10E(Y") = 29000,

azaz a varhato érték nem filigg a korrelaciotol.
A szorasnégyzet (variancia) az altalanos esetben, hasznélva a korrelacio
p(X,Y) =Cov(X,Y)/(D(X)D(Y)) definicidjat, és hogy a kovariancia olyan

mint a szorzas, bilinearis

D?(20X + 10Y) = Cov(20X + 10Y, 20X + 10Y)
= Cov(20X,20X) + 2Cov(20X,10Y) 4+ Cov(10Y, 10Y)
= D?*(20X) + 2D(X)D(Y)p + D*(10Y)
= 4002 + 2 - 400 - 800 - p + 800>
= 400%(5 + 4p).

Ez egyszerii linearis fiiggvény. Figyeljiink, hogy p € [—1, 1].

(c) Nyilvan a kockazatos befektetés azért kockazatos, mert nagyon inga-
dozik a varhato értéke koriil, azaz a szoérasa nagyobb. Tehat, ha én koc-
kézatkeriil§ vagyok, akkor minél kisebb szérasnégyzetii portfoliot szeretnék
Osszerakni. Ezt tgy érhetem el, ha p a korrelacié negativ. O]

2.4.3. Bence és Luca testvérek. Ebéd utan mindketten véletlentdl fiiggs ide-
ig alszanak. Bence esetében ez atlagosan 2 ora, a szoéras 30 perc, mig Luca
esetében 1,5 ora, 20 perc szoérassal. Hatarozzuk meg Bence és Luca egyiittes
(Bence + Luca) alvasanak varhato értékét és szorasat, ha az alvasmennyi-
ségek egyméstol fliggetlenek, illetve akkor, ha a kozottiik 1évé korrelécios
egyiitthato 0,5.

2.4.4. A Real Madrid 2018/2019-es idényben az egy mérkdzésen 16tt golja-
inak szama Poisson-eloszlast kovet A = 3 paraméterrel, mig a kapott golok
szama Poisson-eloszlast kovet u =0,7 paraméterrel. Adjuk meg a Real Mad-
rid egy mérkézésén esett Osszes gol szaménak varhato értékét és szorasnégy-
zetét abban az esetben ha

(a) a lott és kapott golok szama fiiggetlenek;
(b) a l6tt és kapott golok szamanak korrelacios egytitthatoja 0,4.
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2.4.5. Egy dobokockaval az els¢ hatosig dobunk. Jeldlje X a sziikséges do-
basok szamét, Y pedig a dobott egyesek szamat. Adjuk meg az egyiittes
eloszlast és a kovarianciat!

2.4.6. Legyen az (X,Y) véletlen valtozo. eloszlasa egyenletes az egységkor-
ben. Hatéarozzuk meg az egyiittes eloszlasfiiggvényt és a peremeloszlasok
strtségfiiggvényeit!

2.4.7. Két szabalyos kockaval jatszunk. Jelolje X az els6 kockaval dobott
szamot és Y a dobott szamok nagyobbikat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast
és az Osszeg varhato értékét, szorasat!

Megoldas. Mind az X, mind az Y véletlen valtozo lehetséges értékei 1,2, .. .,
6. Tehat X, Y diszkrét véletlen valtozok. Az (X,Y') vektorvaltozo lehetséges
értékei szamparok. Mivel Y > X, hiszen Y a két szam koziil a nagyobb,
ezért a lehetséges értékek halmaza

{(,j) - 1<i<j<6}.

Elgszor meghatarozzuk a P((X,Y) = (1,1)) valoszintiséget. Mivel X az
els6 kockaval dobott szam, Y pedig a két szadm nagyobbika, ezért csak tgy
lehet mindekettd 1, ha mindkét kockéval 1-et dobtunk. Mivel az Gsszes eset
szama 6 - 6 = 36, igy

1

P((X,Y) = (L) =P(X =LY =1) = .

Most vizsgaljuk a P(X = 1,Y = 2) valosziniiséget. Az els6 kockaval megint
1-et dobtunk, és a dobott szamok maximuma 2. Ez csak tgy lehet, ha az
els6 kockéaval 1-est, a méasodikkal 2-est dobtunk. Megint 1 kedvezs eset, ezért

1
P((X,Y)=(1,2) =P(X =1,V =2) = .
Latjuk, hogy tetszbleges j = 1,2,...,6 esetén
: N
P(X,Y)=(1j)=PX=1Y =)= =

Nézziik a P(X = 2,Y = 2) valoszintiséget. (Persze, ha X = 2 akkor Y > 2.)
Ez azt jelenti, hogy az els6 kockaval 2-est dobtunk, és a dobott szdmok
nagyobbika 2. Ez tugy lehet, ha a mésodik kockéval 1-est vagy 2-est dobtunk.
Azaz, most két kedvezd eset van,

P((X,Y)=(2,2)=P(X =2,Y =2) = —.
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Ha X =2 és Y = 3, akkor az els6 kockaval 2-est dobtunk, a nagyobbik szam
pedig 3, tehat a masodik kockéaval 3-ast dobtunk. Ez megint egy eset, tehat

1
P(X=2Y=3)=—.
( Y ) 36
Ugyanigy tetszGleges j > 3 esetén
1
P(X=2Y=j)=—.

Most mér latjuk az altalanos képet. Ha X =1, Y = i, akkor az azt jelenti,
hogy az els6 kockaval i-t dobtunk, és a nagyobbik szam i, tehat a masodik
kockaval az 1,2, ..., szamok valamelyikét dobtuk. Ez i lehetGség, azaz

P(X =i,V =) 7
=5,Y =1) =—.
36
Ha pedig X =17 és Y = j > 1, akkor az els6 szam ¢, a nagyobbik 7, és mivel
ez nem lehet az elsd, ezért a masodik j. Tehéat

: : 1
P(X:Z,Y:j):%.

Roviden .
P(X =i,V = j) = {? bt
36, hai<j.
Ez az egyiittes eloszlas.
A peremeloszléasokat tgy kapjuk meg, hogy rogzitjik az egyik valtozo
értékét, és kiosszegziink a masik Osszes lehetséges értékére (folytonos esetben
ugyanez, csak Osszegzés helyett, a strtiséget kell integralni). Azaz

6 .
1 6 1
P(X:z'):E:P(X:@Y:j):iJF 3 ==
j=i :

Ez persze nem nagy meglepetés, ehhez nem kellett volna ennyit szamolni.
A szabalyos kockaval 1/6 a valoszintisége minden lehetséges értéknek. Az Y
eloszlasa pedig

j -1 ) .
. . . 1 J 27 —1
(Y =) Zl (X =4,Y =) ;36+36 %
Innen a varhato értékek definicio szerint szamolhatok. Valoban
6
1 16-
E(X) —= — ] = —ﬂ = 7’
6 6 2 2



és

E(Y) =

26:2j—1 _ 1 (,6-7-13 6.7\ _182-21 161
36 36

2736 77 36 6 2
7j=1

Az Osszeg varhato értéke az a varhato értékek Osszege, azaz

7 161 126 + 161 287
BXHY) =5+ 56 =36 ~ 36

Az 6sszeg szorésnégyzetének kiszamitasa macerasabb, hiszen X és Y nyil-
van nem fliggetlenek (hat persze, a lehetséges értékek 1,2, ..., 6, ugyanakkor
X <Y). Az Osszeg szorasnégyzete akkor egyenld a szorasnégyzetek Gssze-
gével, ha a vdltozdk fiiggetlenek (vagy korrelalatlanok). Altaldban, a kovari-
ancia tulajdonséagai szerint (vegyiik észre, hogy a kovariancia ugy viselkedik,
mint egy szorzas; pontosabban ¢ egy bilinearis funkcional)

D*(X +Y)=Cov(X +Y,X +Y)
= Cov (X, X)+2Cov(X,Y)+ Cov(Y.Y)
= D?*(X) +2Cov(X,Y) + D*(Y).

A szorasnégyzetek definicié alapjan szamolhatok

6 2
1 7
D?(X) =E(X?) — (E(X))? = 22 (L
() = B0 (B0 = 35— (5
_6-7-13 49 182-147 35
6-6 4 12 12
Ugyanigy
D*(Y) = E(Y?) — (E(Y))?,
és

6 . 2

2 -1 , 1 6-7\> 6-7-13\ 791
E(Y?) = == 2l—) — = —
<);36‘7 36((2) 6) 36

D2(y) = 9L (161 > 2555
36 36 ) 1296

Maradt a kovariancia. A kovariancia tulajdonsigai szerint

tehat

Cov(X,Y) = E(XY) — (E(X) - E(Y)).
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A véarhato értékeket mar kiszamoltuk, tehat mar csak a szorzat varhato értéke
kell. A szorzat egy kétvaltozos fliggvény, tehat a varhato érték tulajdonsagai

szerint
= E P(X=4Y=j)ij
4,J

Ez egy 21 tagu 6sszeg, ki kell szdmolni:

6 6
EXY)=) > P(X=iY=j)ij
i=1 j=i
_i"' s, 16 T—ili+1)
= 36 36 2
6
%Z (z +21 — (Z;_l))
6 . .
1 {23 i? }
==Y |5 -5 +21-i
36 < 2
1[(1/6-7\*> 16-7-13 6-7| 154
= — - —_— ————|—21~— = —
36 (2 \ 2 2 6 2 9

fehat 154 7 161 35
Cov(X,Y) = — ==
9 2 36 24
A kovariancia pozitivitasa azt jelenti, hogy ha az egyik valtozoé nagy, akkor
a masik is hajlamos nagyobb lenni. Ez intuitiven vilagos ebben a példaban.

]

2.4.8. Valasszunk két szamot egymastol fiiggetleniil az egyenletességi hipo-
tézis szerint a (0, 1) intervallumbol! Adjuk meg a maximum és a minimum
egyliittes eloszlasat, és szamoljuk ki a kovarianciajukat!

Megoldas. Legyen U; és U, a két, fiiggetleniil egyenletes eloszlés szerint
valasztott pont, és jelolje X a maximumot, Y pedig a minimumot. El&szor
meghatarozzuk X és Y eloszlasat kiilon-kiilon.

Vilagos, hogy X lehetséges értékei a [0, 1] intervallum elemei, és = € [0, 1]
esetén {X < x} pontosan akkor teljesiil, ha mindkét pont a [0, x] interval-
lumba esik, aminek valoszintisége x2. Tehat

0, hax<O0,
F(z)=P(X <z)=42? hazxel01],
1, haz>1.
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Innen derivalassal kapjuk a stirtiségfiiggvényt, azaz

f) = {2;5, ha z € (0,1),

0, kiilénben.

A varhato érték

E(X) :/fo(x)dm:/olx~2mdx: ;

Hasonloan, az Y lehetséges értékei a [0, 1] intervallum elemei, és {Y < y}
pontosan akkor teljesiil, ha legalabb 1 pont a [0, y| intervallumba esik, azaz
vagy pontosan 1 esik oda, aminek a valdszintisége

2-y-(1—vy),

melyik pont esik oda, az a [0, y]-ba esik, a masik pedig nem; vagy pontosan
2 pont esik oda, aminek a valdszintisége

y2,

hiszen ekkor mindketts a [0, y]-ba esik. Tehét az eloszlasfiiggvény

0, ha y <0,
Gly)=P(Y <y)=q2(1—y)+y* =2y —y> hayec|01],
1, ha y > 1.

Innen a stirtiségfiiggvény

2_2y7 hay€(071)7
9(y) = o
0, kiilonben.

A varhato érték
1

BY) = [ 2 -2 - 5.

Ez heurisztikusan vilagos, hiszen 2 véletlen pont nagyjabol 3 egyforma
hosszt intervallumra osztja az egységnyi intervallumot. Tehat a kisebbik
pont varhato értéke 1/3, a nagyobbiké pedig 2/3, ahogy kiszamoltuk.

Nézziik most az egyiittes eloszlast. Legyen

P(X <z,Y <y) = H(x,y)
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az egylittes eloszlasfliiggvény. Mivel a lehetséges értékek a halmaza [0, 1] x
[0, 1], ezért

1, haz>1,y > 1,
Hiz.y) P(X<z), hay>1,
T,Y) =
4 PY <y), hazx>1,

0, ha x < 0 vagy y < 0.

Igy az érdekes eset amikor z,y € [0,1]. S6t, mivel X > Y, igy ha o < y
akkor
P(X <z Y <y =PX <uz).

Héat persze, ha a maximum kisebb, mint z, akkor a minimum is kisebb, igy az
a feltétel elhagyhato. Legyen tehat 1 > o > y > 0. Ekkor az {X < z,Y <y}
esemény akkor kovetkezik be, ha mindkét pont < x, és legalabb egy pont < .
Ez gy lehet, ha vagy mindkét pont a [0, y]-ba esik, aminek a valoszintsége 32,
vagy az egyik a [0, y]-ba, a masik (y, z]-be, aminek a valoszintisége 2-y- (z—y)
(melyik pont, hova, hova). Tehat

P(X <z,Y <y) =y +2y(z —y) = 22y — y°.

Osszegezve,

(1, haz > 1,y >1,
P(X <z), hay>1,
PY < h > 1

H(z,y) =P(X <=z,Y <y) = Y <), axr>1,
P(X < fﬂ), ha z < v,
22y —y®, haO0<y<az<l,
(0, ha z <0 vagy y < 0.

Latjuk, hogy kétvaltozos eloszlasfiiggvény meghatarozésa nehezebb. A stri-
ségfiiggvény tobbvaltozos esetben is az eloszlasfliggvény derivéltja, csak most
minden valtozé szerint egyszer kell derivalni. ElGszor x szerint derivalunk,
az y-t konstansnak tekintve, majd az eredmény derivaljuk y szerint. Az el-
oszlasfiiggvény alakjabol latjuk, hogy csak ott nem 0 a strtiség, ahol xz-t6l és
y-tol is fliigg az eredmény, azaz

0? 2, ha0<y<z<l,
h(z,y) {

- 0x0y - 0, kiilonben.
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Persze a stirtiség éppen azon a tartomany nem tiinik el, ami az (X,Y") vektor
lehetséges értékeit adjak, ami most {(x,y) : 0 < y < z < 1}. Ezek utan
kiszamolhatjuk a kovarianciat. A formula szerint

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y),

és a varhato értékeket mar ismerjiikk. A szorzat varhatod értéke, a varhato
érték tulajdonsagainal megismert formula szerint (szorzat, mint kétvaltozos
fiiggvény)

1 T 1 1
E(XY) = //h(x,y)xyd$dy = / (/ 2xydy) dr = / r-2tdr = 7
0 0 0

Az el6bbi integralasnal figyeljiink a hatarokra: rogzitett x € [0, 1] esetén
y € [0, z]-re lesz h = 2! Tehat

]

2.4.9. Legyenek XY, 7 fiiggetlen, Geom(p) eloszlasu véletlen valtozok. Ad-
juk meg a kovetkezs valoszintiségeket:

(a) P(X =Y);
(b) P(X >2Y);
(c) PIX+Y > 2).
2.4.10. Legyen U = min{ X, Y} és V = X —Y ahol X, Y fliggetlen, Geom(p)

véletlen valtozok. Igazoljuk, hogy U és V fliggetlenek. [Ez jellemzi is a
geometriai eloszlast.|

2.4.11. Legyen az X és Y véletlen valtozok egyiittes strtiségfiiggvénye

(z+2y+y), ha(z,y)ec(0,1)?,
, kiilonben .

o) ={ §

Hatarozzuk meg a peremeloszlasokat!

2.4.12. Lattuk, hogy abszolut folytonos véletlen vektorvaltozd peremeloszla-
sai abszolut folytonosak. Igazoljuk, hogy ez nem megfordithato, azaz mutas-
sunk X, Y abszolut folytonos véletlen véaltozokat, melyek egyiittes eloszlasa
nem abszolut folytonos!
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2.4.13. Lassuk be, hogy ha az (X,Y) véletlen vektorvaltozo abszolut foly-
tonos, akkor P(X = Y) = 0. Az egylittes siirtségfiiggvénnyel irjuk fel a
P(X <Y) valoszintiséget!

2.4.14. Legyenek X, X, ..., X, fiiggetlen véletlen valtozok Fi, Fs, ..., F,
eloszlasfiiggvénnyel. Adjuk meg a minimum m, = min{X;,..., X,}, és a
maximum M,, = max{Xy,..., X, } eloszlasat és egyiittes eloszlasat!

2.4.15. Legyen f(z,y) = c(z +y), 0 < x,y < 1, egy (X,Y) vektorvaltozo
strtségfiiggvénye. Mennyi c értéke? Adjuk meg a peremeloszlasokat, varhato
érték vektort, kovarianciamatrixot! Szamoljuk ki XeY varhato értékét!

2.4.16. Legyen X és Y fiiggetlen Poisson eloszlast véletlen véaltozo A illetve
i paraméterrel. Hatarozzuk meg X + Y és XY varhato értékét és szorasat,
valamint a két valtozo kovariancidjat.

2.4.17. Egy szabalyos kockaval n-szer dobunk. Jelolje X; az egyesek, X5 a
kettesek szamét. Hatarozzuk meg az egyiittes eloszlasukat! Hatarozzuk meg
X1, Xo kovariancidjat és korrelaciojat!

2.4.18. A Jonas Brothers nevii egyiittes Gjra 6sszeall és koncertet adnak. A
PepsiCo cég a kovetkezs otlettel all els: a kolasiivegeik kupakjaban elrejtik a
banda egy-egy tagjanak a nevét és azok kozott, akik 6sszegytijtik mindhérom
nevet kisorsolnak egy VIP belépst. Kevin neve a kupakok felén szerepel,
Joe-val a kupakok egyharmadaban talalkozhatunk és Nick a legritkabb, neve
atlagosan minden hatodik kupakban szerepel. Vesziink 10 kolat. Adjuk
meg a Joe feliratt kupakok szaménak varhato értékét és szorasat! Adjuk
meg a Joe felirati és a Kevin feliratu kupakok szdmanak kovarianciajat és
korrelécios egytitthatojat!

2.4.19. Legyen az X és Y valtozok egylittes stirtiségfiiggvénye
fla,y) =6e7>7%  (z,y > 0),

0, kiilonben. Hatérozzuk meg az egyiittes és marginalis eloszlasfiiggvényeket!
Adjuk meg a kovarianciamatrixot!

2.4.20. Legyen X és Y egylittes stirtisége h, ahol
(a) h(x,y) = e *0FY) ha 2,y > 0;

(b) h(x,y) = 6zy? ha z,y € [0, 1];

(c) h(z,y) =2xy +z, ha z,y € (0,1);

(d) Mz,y) = (x+y)* — (r —y)*, ha z,y € (0,1).

Hatarozzuk meg a kovarianciamatrixot!
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Megoldas. Ez egyszerd szamolas. A definiciot kell tudni. Megcsinéljuk az
(a), (b) részt.

(a) Az X strtiségét jelolje f, Y-ét g. Ekkor a peremeloszlas stirtiségére
vonatkozo6 formula szerint x > 0 esetén

f@%=/wh@wﬂy=1fx€””mm

—0o0
oo
= e_‘”/ vem My = e [—e )Ly = e,
0

és, a parcialis integralas formulaja szerint y > 0 esetén ([ f'g = fg— [ f¢')

ﬂwZ/fMMMZ/awmmw
- 0

= [z(-1)(1 + y)’le’z(Hy)}j:O — /OOO(—l)(l +y) e "0 Ay
1
IRCEETE

Tehéat X stirtisége
e haxz>0,
-]

0, kiilénben. ’
és Y-¢é ,
T P
A varhato értékek
E(X) = /OO re *dx =1,
0

és

o0 1 % 9
E(Y) = Ay > Zdy = oo.
&) Ayﬂﬂﬁy Lyy >

Itt annyit hasznaltunk, hogy v/(1 + v)*> > 1/(2y) ha y > 3, ¢és hogy az 1/y
integralja végtelen a (3, 00) intervallumon. Tehat Y varhato értéke nem léte-
zik. Vannak olyan valtozok, amiknek nincs varhato értéke, ezen ne lep&djiink
meg. Ekkor a szoras sem létezik, igy kovariancia sem.

(b) Egyszerti, a korabbi jelolésekkel, ha x € [0, 1], y € [0, 1],

ﬂ@z[ﬂmwwzﬁ®ﬁ®=%

o0

00 1
g(y) = / h(z,y)dz = / 6zy*de = 3y°.
- 0

o0
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Latjuk, hogy h(x,y) = f(x)g(y), ami azzal ekvivalens, hogy a valtozoink
fiiggetlenek. Ekkor kovarianciajuk 0. Varhato értékek és a masodik momen-
tumok:

D2(X) = B(X?) - (B(X)f = 5 - 5 = =0,
DY) = B(Y?) - (BY)? = — o= =

]

2.4.21. Legyen az (X,Y) véletlen vektor stirtsége f(z,y) = 3/x°, ha x >
y >0, x > 1. Adjuk meg a kovarianciamatrixot!

2.4.22. Legyenek X és Y fiiggetlen standard normélisok. Hatarozzuk meg
az (X — Y, X +Y) vektor varhatoérték-vektorat és kovarianciaméatrixat!

2.5. Nevezetes eloszlasok

2.5.1. Husvétra dobta piacra a Kinder Meglepetés 1j, matematikusfigurakat
tartalmazo Kinder tojasait. Atlagosan minden 4-edik tojés rejt matematikus-
figurat. Aladar 10 Kinder tojast kapott. Adjuk meg annak a valosziniiségét,
hogy Aladar matematikusfiguranak oriilhet! Adjuk meg Aladar matemati-
kusfigurai szaméanak eloszlasat, varhato értékét!

2.5.2. Egy koényvben az egyes oldalakon a sajtohubak széma egyméastol fiig-
getlen, Poisson(2) eloszlast kévet. Hatarozzuk meg annak a valdszintiségét,
hogy a 30. és 31. oldalon sincs hiba! Adjuk meg az ezeken az oldalakon
talalhato sajtohubak varhato értékét és szorasat!
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sz 0z

Megoldas. El6szor is felidézziik a Poisson-eloszlas definiciojat (rosszabb
esetben megnézziik a képletgytjteményben). Eszerint X Poisson-eloszlasa
A = 2 paraméterrel, ha

N2k

P(X:k‘):Fe :He s

k=0,1,2,....

Jelolje X a 30. oldalon, Y a 31. oldalon levé hibak szamét. A feladat szerint
ezek fliggetlen, Poisson-eloszlasuak 2 paraméterrel. Az, hogy egyik oldalon
sincsen hiba, azt jelenti, hogy X = 0 és Y = 0. Ennek a valoszintisége, a
fiiggetlenség miatt

PX=0Y=0=P(X=0)-PY=0)=e¢?-c?=¢"

Tudjuk, hogy A-paraméterti Poisson varhato értéke és szorasnégyzete is A,
ezért

E(X+Y)=EX)+E®Y) =4,

és mivel fiiggetlen valtozok Osszegének szorasnégyzete egyenld a szorasnégy-
zetek Osszegével, ezért

D*(X +Y) =D*X) +D*Y) =4,

azaz D(X +Y) = 2. O

2.5.3. Egy augusztusi éjszakan megfigyelhetd csillaghulldsok szama Poisson—
eloszlast kivet. Annak a valdszintisége, hogy egy éjszaka egyetlen hullocsilla-
got sem latunk 0,1. Varhatoan hany hullocsillag figyelhets meg egy éjszaka?

Megoldas. Itt is Poisson-eloszlas van. Most ki kell talalnunk az adatokbol
a paramétert, mert nincs expliciten megadva, mint az el6bb. Legyen X a
megfigyelt hullocsillagok szama egy este. Ekkkor X ~Poisson(A). Az, hogy
nem latunk hullocsillagot azt jelenti, hogy X = 0. Azaz, azt tudjuk, hogy

Na de a formula szerint ez éppen \°/0!-e~* = ¢=*. Tehat e~* = 0, 1 ahonnan
A = —log0,1 = log10 (itt a log = In a természetes alapu logaritmus).
A Poisson paramétere tetszéleges pozitiv szam lehet, nem kell, hogy egész
legyen! Poisson varhato értéke a paramétere, azaz

E(X) =\ =log 10.
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2.5.4. Egy biztositotarsasag felmérte, hogy egy év soran egy csaladi héz
0,0002 valoszintiséggel gyullad ki. Mennyi a valoszintisége, hogy 2008-ban
egy faluban, ahol 15000 haz van, négynél kevesebb tiiz it ki? (Kozelitsiink
Poisson—eloszléassall)

Megoldas. Itt is Poisson-eloszlassal kell szamolni. A pontos eloszlas binomi-
alis n = 15000 és p = 0,0002 paraméterekkel, de a binomialis jol kozelithets
Poisson-eloszléssal ha p kicsi és n nagy.

El6szor meg kell hataroznunk a A paramétert. Mivel a tiiz valoszintisége
egy héaznal 0,0002, és a faluban 15000 haz van, ezért az Osszes tiiz varhato
értéke

15000 - 0,0002 = 3.
Tehét egy olyan Poisson-eloszlés kell nekiink, aminek a varhato értéke 3.
A varhato érték éppen a paraméter, tehdt A\ = 3. Ezek szerint annak a
valoszintisége, hogy négynél kevesebb tiiz iit ki az

P(X<4)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)+P(X =3)

3F . 9 27
Zed=—¢3(1 4z
;k!e e (+3+2+6)

= e 313.

O

2.5.5. Egy szovet 100 méterében atlagosan 5 hiba van. Harom méteres da-
rabokra vagnak 300 m hosszu szovetet. Varhatoan hany hibatlan darab lesz?

2.5.6. Legyen X,, ~ Binom(n,p,), ahol np, — A > 0. Hatarozzuk meg X,
hatéreloszlasat, azaz a lim,_,., P{X,, = k} értékeket!

2.5.7. Valamely novényfajta magjaibol 4ll6 mintaban a hibas magok szama
A paramétert Poisson—eloszlasu véletlen valtozo. Minden mintat 3 technikus
vizsgél meg egymas utan, hogy eltéavolitsak a hibas magokat. Az i-edik tech-
nikus p; < 1 valoszintiséggel veszi észre a hibas magokat; dontései az egyes
magokra nézve fliggetlenek, és az egyes technikusok is egymastol fiiggetleniil
dontenek. Hatarozzuk meg az el nem tavolitott hibas magok eloszlasat! (]2])

Megoldas. Azt nézziik, hogy egy technikus utdn mi a helyzet. Legyen
p = p1. Jelolje X az eredeti mintaban a hibés magok szamat, és Y a technikus
ellenérzése utdn megmaradt hibds magok szamat. Tudjuk, hogy X Poisson-
eloszlasu A paraméterrel, azaz lehetséges értékei 0, 1, . ... Vilagos, hogy Y-nak
is ezek a lehetséges értékei.
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Igy nehéz a feladat. Az eredeti hibas magok szama is véletlen. Mi lenne,
ha tudnénk a hibas magok szamat. Tegyiik fel, hogy az eredeti hibas magok
szama k, azaz X = k. Jon az els§ technikus, minden egyes hibas magot p
valoszintiséggel vesz észre, azaz 1 — p valoszintlséggel nem veszi észre. Ez
minden hibas magra egymastol fliggetlen, ezért a bennemaradt hibas magok
szama binomidlis eloszlasi k& és 1 — p paraméterekkel. Tehat, az X = k
feltétel mellett (ez egy kutya kozonséges feltételes valoszintiség)

PYY=/(X=k) = (’Z)u —p)pt ¢=0,1,... k.

Akkor alkalmazzuk a teljes valoszintiség tételét az {X = 0}, {X = 1}, ...,
teljes eseményrendszerrel. Eszerint

P(Y = () = ip(y — (X = k)P(X = k).
k=0

Irjuk be a Poisson-eloszlas formulajat, és a fent kapott formulat. Kicsit
szamolunk (persze ha Y = ¢ akkor X islegalabb ¢, azaz P(Y = (| X = k) = 0,
ha k < 0)

PY =1/ = iP(Y =X =kKP(X =k)
(K 0 A
—Z(€>(1—p)p 7€

- 1 k—¢
]; )

1
R Y
=(1—p)Xe 7

= M-

_ - P)]eefufp)x_

¢!

Az utolsé el6tti egyenlségnél hasznéltuk, hogy az exponenciélis fiiggvény
Taylor-sora jelent meg (e” = > o, 2*/k!). Latjuk, hogy ez éppen egy (1—p)\
paraméterd Poisson-eloszlas.

Tehét az els6 technikus utan maradt hibas magok szama is Poisson. Azaz
a masodik technikus is Poisson darab hibas magot kap, csak a paraméter
(1 —p1)A. A fentiek szerint a masodik technikus utan maradt hibas magok
szama is Poisson, a paraméter pedig (1 —p;)(1—p2)A, végiil a harmadik utan
maradt hibas magok szédma is Poisson-eloszlasi, (1 — p1)(1 — p2)(1 — p3)A
paraméterrel. O
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2.5.8. Tegyiik fel, hogy egy rovar petéinek szama A-paramétert Poisson-
eloszlast kovet, és egy petébdl p € (0,1) valoszintiséggel lesz larva, tovabba
a peték egymaéastol fiiggetleniil fejlédnek larvava, vagy sem. Mutassuk meg,
hogy a larvak szama Ap-paramétert Poisson-eloszlast kovet! ([4])

2.5.9. Egy szabalyos kockaval N-szer dobunk, ahol N ~ Poisson(A). Jeldlje
X, az egyesek, X5 a kettesek szaméat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast!

2.5.10. Mutassuk meg, hogy két fliggetlen Poisson—eloszlasi véletlen véaltozo
Osszege is Poisson—eloszlasi!

Megoldas. Itt elGszor is a Poisson-eloszlas definiciojat kell tudni. Az X
Poisson-eloszlasti A > 0 paraméterrel, ha nemnegativ egész értéki, és

P(X:k):Fe 5

k=0,1,....

Legyenek tehat X, Y fiiggetlen Poisson-eloszlasu véletlen valtozok A > 0
és ;> 0 paraméterekkel. Ekkor a Z = X + Y valtozo lehetséges értékei is
0,1,...,és ha Z =n akkor X =k és Y =n — k valamilyen k-ra, ahol persze
k=0,1,...,n. Vagyis

P(Z:n):P(X+Y:n):Zn:P(X:k;,Y:n—k).

Eddig nem hasznaltunk igazabol semmit. Mivel X, Y fliggetlenek, ezért az
utobbi Osszeg tagjait szorzatta alakithatjuk, azaz

:iP(X:k)~P(Y:n—k).

Most hasznaljuk, hogy X és Y is Poisson, és egy kicsit szamolunk. Ezért

— Me—(A-ﬂt)

n! '
Itt a binomiélis tételt hasznaltuk, és a binomialis egyiitthato alakjat, semmi
extra. Tehat azt kaptuk, hogy tetszéleges n = 0, 1,... esetén

)\ n
P(Z =n)= %e—(/\ﬂt)7
n!

64



na de ez éppen a (A + pu) paraméteri Poisson-eloszlas definicidja. Kész va-
gyunk. O]

2.5.11. Egy urndban 3 piros és 5 fehér goly6 van. Visszatevéssel hiizunk N-
szer, ahol N Poisson-eloszlasu véletlen valtozd 2 paraméterrel. Hatarozzuk
meg a kihuzott piros golyok szaméanak N-re vett feltételes varhatod értékét!
Adjuk meg a kihtizott piros golyok szaméanak eloszlasat!

2.5.12. Hipergeometrikus eloszlas. Egy urnédban van f fekete és z zold
goly6. Vegylink egy r elemi véletlen mintat visszatevés nélkiil, és jelolje .S,
a fekete golyok szamat! Hatarozzuk meg S, eloszlasat, varhato értékét és
szoOrésat!

2.5.13. Egy villanykorte élettartama exponencialis eloszlasu, atlagosan 2
évig miikodik. Mennyi a valoszintisége, hogy legalabb egy évig fog miikodni
egy 1j villanykorte? Mennyi a valoszintisége, hogy legalabb még egy évig
fog mikddni egy mar fél éve mikdds? Mennyi id6t él meg a villanykorték
90%-a?

Megoldas. Exponencidlis eloszlasunk van, el6szor meg kell hatarozni a pa-
ramétert.

Legyen egy villanykorte évben mért élettartama X. Ekkor a feladat sze-
rint X exponencialis eloszlast és varhato értéke 2. Tudjuk (vagy megnézziik
a képletgytjteményben), hogy az exponenciélis varhato értéke a paraméter
reciproka. Azaz, ha X ~Exp()), akkor E(X) = 1/\. Az, hogy egy villany-
korte atlagosan 2 évig miikddik, éppen azt jelenti, hogy az élettartam varhato
értéke 2. Azaz 2 = 1/, ahonnan kapjuk, hogy A = 1/2.

Az, hogy egy 1j villanykorte legalabb egy évig jo, azt jelenti, hogy az
élettartam nagyobb, mint 1. Tehat a kérdés, hogy mennyi P(X > 1) (mivel
folytonos eloszlasunk van, mindegy, hogy > 1 vagy > 1). Az exponencialis
eloszlasfiiggvénye P(X < z) =1 — e ha z > 0, és 0 kiilénben, ezért

1

PX>1)=1-P(X<1)=¢2=0,6.
A masodik kérdésnél tudjuk, hogy mar fél éve miikodik az izzonk. Ez egy

feltételes valoszintiség, hiszen van egy részinforméciom, nevezetesen {X >
1/2}. A kérdés, hogy mennyi a valoszintisége, hogy még legalabb 1 évig él,
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azaz {X > 3/2}. A feltételes valoszintiség definicidja szerint

P(X >3/2,X > 1/2)
P(X >1/2)

_ P(X >3/2)

=B

P(X >3/2|X >1/2) =

X >1/2)

®
S
[Nl
|

I
[
[

®
N[
NI

Most lényegében belattuk, hogy az exponencialis eloszlas 6rokifja, ami azt
jelenti, hogy tetszéleges s,t > 0 esetén P(X > s+ t|X > s) = P(X > t),
azaz ha a valtozom mar s id6t megélt (feltétel!), akkor annak a valdészintsége,
hogy még t-t megél az ugyanannyi, mint annak a valoszintisége, hogy t-t
megél (nincs feltétel!).

A harmadik kérdésen kicsit el kell mélazni. Az, hogy a id6t megél az izzok
90%-a azt jelenti, hogy ha egyszerre becsavarok 100 izzot, akkor a idé utan
még 90 db vilagit. Masképpen, 10 égett ki a-ig, azaz annak a valoszintisége,
hogy egy izz6 élettartam a-nal kisebb, az 0,1. Tehat a kérdés az az a szém,
melyre

P(X <a)=0,1.

(Mivel folytonos eloszlasunk van, ezért mindegy, hogy hol van szigori egyen-
16tlenség, és hol nincs.) Beirva az eloszlasfiiggvény képletét (A = 1/2, ezt
mar kiszamoltuk!)

0,1=1—e¢"2,

vagyis a = 2log ¥ ~ 0,21. Azaz 0,21 évet ¢l meg a villanykortek 90%-a. [

2.5.14. A skot bakak mellkasanak kormérete N (88, 10) eloszlast kovet. Mek-
kora hanyaduk fér bele 84-es zubbonyba?

Megoldas. Végre egy normalis eloszlds. Most mindkét paraméter meg van
adva. A véarhato érték p = 88, a szérasnégyzet o? = 10. Arra figyeljiink,
hogy a szorasnégyzet a 10, nem a szoéras! Azt fogjuk hasznélni, hogy ha X
normélis eloszlast p és o2 paraméterekkel, akkor Z = (X — p)/o standard
normélis eloszlasd, ami meg tdblazatba van szedve. Figyeljliink oda, hogy mi
o és mi 02!

Legyen X egy skot baka mellkasanak kormérete. Erre tgy gondolunk,
hogy a skot katonédk Osszességébdl véletlenszertien kivalasztunk egyet. Ezzel

a jeloléssel a feladat éppen a {X < 84} esemény valoszintiségét kérdezi. Ez

pedig

X —88 < 84 — 88
V10 V10
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Az standard normalis eloszlasfiiggvény tablazataban negativ x-ek nincsenek.
De nem baj, tudjuk, hogy a stirtiség paros fiiggvény, amibdl kovetkezik, hogy

O(—z)=1—-P(z), z>0.

Tehat
d(—1,26) =1 — Pd(1,26) =1 — 0,8962 = 0,1038.

Azaz a skot bakak kb. 10%-a fér bele egy 84-es zubbonyba. O

2.5.15. Egy munkadarabokat készité gép 40 cm-re van beéallitva. A hiba
normélis eloszlast kovet 0 varhato értékkel. Annak a valdszintisége, hogy egy
munkadarab nagyobb, mint 40,5 cm, 0,05. Mennyi a szoras?

Megoldas. Jelolje X egy munkadarab hibajat (eljellel, tehat lehet negativ
is), azaz a munkadarab hossza 40+ X cm. Tudjuk, hogy X normalis eloszlas.
Most nincs megadva mindkét paramétere a normalis eloszlasnak. Azt tudjuk,
hogy 0 a varhato érték, azaz u = 0. Legyen o? a szorasnégyzet. Azt tudjuk
még, hogy

P(X > 0,5) = 0,05,

hiszen a munkadarab pontosan akkor nagyobb, mint 40,5, ha a hiba na-
gyobb, mint 0,5. Megint a normalis eloszlas skalazasi tulajdonsagat hasznal-
juk. Eszerint X /o = Z standard normalis. Tehat

P(X >05)=P(X/o>05/0)=P(Z >05/0)=1—&(0,5/0) = 0,05.
Innen adédik, hogy
®(0,5/0) = 0,95

Most azt kell megkeresni a normaélis eloszlas tablazataban, hogy hol veszi fel
a 0,95 értéket. Ez valahol 1,64 és 1,65 kozott torténik, legyen 1,65. Tehat
azt kaptuk, hogy

0.5
—— = 1,65,
o
ahonnan
o =0,3.
Azaz a szoras 0,3. n

2.5.16. Frankenstein professzor vampir denevéreket tenyészt a laboratoriu-
méaban. A denevérek tépsfogainak a hossza normalis eloszlast kovet p = 28
mm atlaggal és ¢ = 4 mm szoérassal. Frankenstein tudja, hogy azoknak az
allatoknak a harapasa halédlos, akiknek a tépsfogmérete a populacio felss
5%-aba esik. Szamitsuk ki, hogy ez hany mm-es fogméretet jelent!
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2.5.17. A hazimacskak testsilya jo kozelitéssel normalis eloszlast kovet. A
macskak 10%-a konnyebb, mint 1,5 kg, és 20%-a nehezebb, mint 7 kg. Mek-
kora a 6 kg-nal nehezebb macskak aranya?

2.5.18. Tegyiik fel, hogy Ausztridban a munkavéllalok keresete normalis el-
oszlast kovet. Tudjuk, hogy a munkavallalok fele keres havi 3000 eurdt vagy
kevesebbet, mig 5%-uk keres 8000 eurénal tobbet. Egy torvénytervezet sze-
rint valtozna az adokulcs az 5000 eurénél tobbet keres6k szamara. A mun-
kavallalok mekkora hanyadéat érinti ez a valtoztatas?

2.5.19. Egy telefonfiilke el6tt allunk, és varjuk, hogy az el&ttiink beszéls
befejezze a beszélgetést. Az illets véletlentdl fliggs ideig beszél, az idStartam
stirtiségfiiggvénye (percben mérve) e=@/3) /3 2 > 0.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a beszélgetés 3 percnél tovabb tart?

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy a beszélgetés t + 3 percnél tovabb tart,
feltéve, hogy t percnél tovabb tart?

2.5.20. Anna 30-ik sziiletésnapjara azt a 6 darabos poharkészletet kapja
nagymaméajatol, mely mar 100 éve a csalad tulajdona. A poharak élettar-
tamai egymastol fiiggetlenek, exponencialis eloszlast kovetnek 50 év varhato
értékkel. Adjuk meg annak a valoszintségét, hogy 50 év milva Anna sértetle-
niil adhatja tovabb unokajanak a csaladi ereklyét (azaz mind a hat poharat)!

2.5.21. A Texpo aruhézakban az i-edik kasszénal egy vasarlo percben szé-
molva ¢ paraméterid exponenciélis id6t tolt el. A kiszolgalasi id6k az egyes
kasszaknél egymastol fliggetlenek.

e Andras éppen iiresen taldlja az 1-es kasszat. Mennyi a valészintisége,
hogy 2 percen beliil végez?

e Andréassal pontosan egyidében Béla beall az ugyancsak tires 2-es kassza-
hoz. Mennyi a valészintisége, hogy mindketten 2 percen beliil végeznek?
Mennyi a valészintisége, hogy Béla 2 percen beliil végez, de Andras
nem?

e Mennyi a valoszintisége, hogy valamelyikiik 2 percen beliil végez? Ha-
tarozzuk meg a hamarabb végzs kiszolgalasi idejének eloszlasast! Tehat
Andras és Béla kiszolgalasi idejének a minimumaéara vagyunk kivancsiak.

e Mennyi a valoszintisége, hogy Andras végez hamarabb?

Megoldas. (a) Legyen X Andras kiszolgélasi ideje. Ekkor X exponencialis
eloszlasi 1 paraméterrel, ezért az a valoszintiség, hogy Andrés 2 percen beliil
végez,

P(X<2)=1—-e'?=1-¢2=0,86.
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(b) Legyen Y Béla kiszolgalasi ideje. Ez exponencialis eloszlasi 2 pa-
raméterrel, és fliggetlen X-t6l. Ezért az a valoszintiség, hogy mindketten 2
percen beliil végeznek

P(X<2Y<2)=P(X<2)-PY<2)=(1-e?)-(1-e*)=0,84

Ha Béla 2 percen beliil végez, Andras pedig nem, akkor ¥ < 2 és X > 2,
aminek a valdszintisége

P(X>2Y<2)=P(X>2)-PY<2)=e¢2-(1-e*)=0,13.

(c) Jelolje Z az X és'Y kozil a kisebbet, azaz Z = min{X,Y'}. Ekkor Z
nemnegativ értékeket vesz fel. Valamely z > 0 esetén

PZ<2)=1-P(Z>2)=1-P(X >zY >2)
=1-P(X>2)-PY>2)=1—¢7e?%

=1—e%.

Ez pontosan azt jelenti, hogy Z exponencialis eloszlasti 3 paraméterrel.
Lényegében belattuk (1 és 2 helyett A és p-t irva), hogy fliggetlen expo-
nencidlisok minimuma exponencialis, és a paraméter a paraméterek osszege.
Ez az egyszert tény fontos lesz Sztochasztikus modellek kurzuson.
(d) Mivel X és Y fiiggetlenek, ezért egyiittes stirtiségfiiggvényiik az egyes
strtségfiiggvények szorzata, azaz

e %2e~?, hawu,v >0,

0, kiilonben.

h(u,v) = fx(u)fy(v) = {

Az, hogy Andras végez hamarabb pontosan azt jelenti, hogy X < Y, azaz
(X,Y) € {(x,y) : x <y} = A. Ennek a valoszintsége

PX<Y)=P((X,Y)ec A) = // h(u,v)dudv
A

:/ (/ 26_“6_2”dv) du
0 u

o0
— — V=00
:/ e [—e 2”] du
0 v=u

o 1
= / e e du = ~.
0 3
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2.5.22. Legyenek X és Y fiiggetlen exponencialis eloszlast véletlen valtozok
A és p paraméterekkel. Hatarozzuk meg a minimumuk eloszlasat! Mennyi a
valoszintisége, hogy Y a kisebb?

2.5.23. Szamitsuk ki az (a,b) intervallumon egyenletes eloszlas ferdeségét és
lapultsagat! Miért nem fiigg az eredmény a-tol és b-t61?7

2.5.24. Szamitsuk ki a \ paramétert exponencidlis eloszlas ferdeségét és
lapultsagat!

2.5.25. Szamitsuk ki az N(u, 0?) paramétert normalis eloszlds ferdeségét és
lapultsagat!

2.5.26. Tegyiik fel, hogy az X véletlen valtoz6 orokifji, azaz tetszéleges
t,s > 0 esetén
P(X>t+s/X>t)=P(X >s).

Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét!

2.5.27. Geometriai eloszlas. Legyen P(A) = p € (0,1). Egy kisérletet
addig ismétliink, mig az A esemény be nem kévetkezik. Jelolje X a sziikséges
ismétlések szaméat. Adjuk meg X eloszlasat, varhato értékét, szorasat!

2.5.28. Legyen X pozitiv egész értéki véletlen valtozd, melyre teljesiil a
diszkrét orokifju tulajdonsag, azaz

P{X>k+1X >1} =P{X > k}.
Mutassuk meg, hogy X ~ Geom(p)!

2.5.29. Diszkrét orokifjubol folytonosat. Legyen X, ~ Geom(A/n). Haté-
rozzuk meg X, /n hatareloszlasat, azaz adjuk meg a

Xn
lim P (— < x)
n—o00 n

hatarértéket minden z € R esetén!

2.5.30. Folytonos 6rokifjubol diszkrétet. Legyen X ~ Exp(\) eloszlasa vé-
letlen valtozo. Hatarozzuk meg | X | eloszlasat! (A geometriai eloszlas a
diszkrét 6rokifja.)
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2.6. Feltételes eloszlas

2.6.1. Egy szabalyos kockaval N-szer dobunk, ahol N ~ Poisson(A). Jeldlje
X1 az egyesek, X, a kettesek szamét. Adjuk meg az egyiittes eloszlast!

2.6.2. Legyen az (X, Y") véletlen vektorvaltozo eloszlasa egyenletes az egység-
korben. Hatarozzuk meg az Y feltételes stirtiségfiiggvényét az X = x feltétel
mellett! Szamitsuk ki az E[Y?|X = z] feltételes varhato értéket. ([2] 2.3.5.)

Megoldas. Jeldlje B = {(x,y) : 2* + y* < 1} a zart egységkort. Mivel
(X,Y) egyenletes eloszlast, ezért az egyiittes h stirtségfiiggvény

h(l’ ) . %7 (:L’,y) € B>
= 0, kiilonben.

Innen a peremeloszlasok strtségei

)= [ e pay = {gﬂ—w?a vel-1,1],

, kiilénben,

és a szimmetria miatt f(x) = g(z). A feltételes stirtségfiiggvény

hy) 1 Y —
fY|X(y|J7>— f(m) _2mﬁ ye[ \/]‘ 7\/]— ]7

azaz feltéve, hogy X = z az Y eloszlasa egyenletes a [—v/1 — 22,v/1 — 22
intervallumon. Nyilvan

00 Vi—z? 1
BYIX =)= [ uptin= [ ymdy=o.
és
> Vi-a? 1 1— 22
e L L B

]

2.6.3. Legyenek X,Y, Z fiiggetlen exponencialis eloszlasu véletlen valtozok,
A, p, v paraméterekkel. Hatarozzuk meg a P(X > Y), P(X > Y > Z2)
valoszintiségeket.
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Megoldas. Jeldlje f az Y stirtiségfiiggvényét. A teljes valoszintiség tétele
szerint

P(X > V)= / TP(X > ylY = ) fy)dy

— / e*)‘yue*“ydy
0

o0

H —(A+n)
— A+ p)e " TYd
e (A+n) Y
_
A p
Ezt mar meghataroztuk korabban, kicsit mas szamolassal.

Hasonléan

P(X>Y>Z):/OOOP(X>y>Z\Y:y)f(y)dy

:/ e (1 — e e Mdy
0

oo

Y —(A\ )
= — A+ p)e”AHg
p (A +w) y
H = —(Autv)
- A+ v)e” Mg
A+M+Vé (A+p+v) y
g p

TX4p Atvtp
O

2.6.4. Legyenek X, Y fliggetlen 1 paraméterti exponencialis eloszlast véletlen
valtozok. Legyen U = X AY, V = X VY. Hatarozzuk meg a maximum
minimumra vett feltételes stirtiségét, és forditva, azaz adjuk meg a gy v (ulv),
gviu(v]u) feltételes stirtiségeket! Ismerjiink ra a kapott eloszlasokra!

2.6.5. Legyenek XY fiiggetlen azonos eloszlasu véletlen valtozok, f stirtiség-
fiiggvénnyel. Legyen U = X AY, V = X VY. Hatarozzuk meg a maximum
minimumra vett feltételes stirtiségét, és forditva, azaz adjuk meg a gy v (ulv),
gviu(viu) feltételes stirtségeket!

Megoldas. Mivel U < V. igy az fyy(u,v) egyiittes stirtiség 0, ha v < u.
Ha v > u, akkor

P(USu,Vﬁv):2P(X u,Y ( ,v])—i—P(XSu,YSu)



ahol F a kozos eloszlasfiiggvény. Igy
2

fov(u,v) = afavP(U <u,V<wv)=2f(u)f(v), u <.

A marginélis stirtiséget innen integréalassal, vagy direkt szdmolassal megha-
tarozhatjuk. Kapjuk, hogy

ol = [ " fluv)do = / 2 (u) fw)do = 2 (u)[1 — F(u)],

u

és

fro) = [ pwodu= [ 25 0)d = 21@F )

A feltételes stirtiségek

fU,V(ua U) _ f(U) v
fo(u) 1—F(u)’
foyv(u,v) — f(u)

ot = Ty Ty S
Vegyiik észre, hogy a gyjv (+|v) stirtiség egy olyan F' eloszlast valtozo strtisége,
amirdl feltessziik, hogy v-nél kisebb, a gy (-|u) pedig egy olyan F eloszlast
valtozo stirtisége, amirdl feltessziik, hogy u-nal nagyobb. Hat persze, ponto-
san ezt kellett kapjuk. O

gviv(v|u) = > u,

2.6.6. Egyenletes eloszlas szerint valasztok egy p értéket a [0, 1] intervallu-
mon, majd gyartok egy olyan érmét, mely p valoszintiséggel ad fejet. Jelolje
X annak a dobasnak a sorszamat, mikor elGszor dobok fejet. Adjuk meg
X eloszlasat és varhato értékét. Ugyanez lesz a varhato érték, ha egy olyan
érmét dobalok, mely E(p) valoszintséggel ad fejet? Szics Gdbor feladata

Megoldas. Nyilvan X lehetséges értékei 1,2, ..., igy

P(X = k) = /0 P(X = klp = 2)f(2)da

A varhato érték

E(X):ZkP(X:k):Zk—_ll_l:oo
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2.6.7. Legyen X egyenletes eloszlasu a (0, 1) intervallumon, és X = x esetén
legyen Y egyenletes eloszlasu a (0, z) intervallumon. Adjuk meg (X,Y") elosz-
lasat, a peremeloszlasokat, varhatd érték vektort és a kovarianciamatrixot!
Sziics Gabor feladata

2.6.8. Legyen \ E(0,1) eloszlasu véletlen valtozo. Legyen az X a A = Ay
feltétel mellett Exp(Ag) eloszlasu véletlen véaltozo. Adjuk meg X eloszlas-
fiiggvényét! ([2])

2.7. Vegyes

A kovetkez6 néhany feladat a kombinatorikaban véletlen mddszerként ismert
bizonyitasi modszerre mutat példat. Bdévebben, lasd Alon és Spencer [1]
konyvét.

2.7.1. Legyen G = (V, E) egy egyszeri graf, és vy, v, ..., v, a csucsok egy
sorrendje. Minden csiicsra feldobunk egy szabalyos érmét, ha az fej akkor a
cstics az A halmazba, kiilonben a B halmazba keriil. Hatarozzuk meg az A
és B halmazok kozt futd élek szaménak varhato értékét!

Megoldas. Legyenek a graf élei ey, ..., e;. Ekkor az A és B kozott futo élek

szama
k
X = E I;,
i=1

ahol I; = 1, ha e; €, 0, kiilénben. Nyilvan I; = 1 pontosan akkor, ha az e; él
két végpontja kiilonb6z6 halmazba esik. Tehat

Innen

]

2.7.2. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges hurokélmentes grafbol paros grafot
kaphatunk legfeljebb az élek felének elhagyasaval!

2.7.3. A G = (V, E) graf jo sikra rajzolasa egy olyan lerajzolas, ahogy min-
denki lerajzol egy grafot, azaz két él véges sok pontban metszi egymast és
egy ponton ketténél tobb él nem halad at. Egy graf metszési szama, cr(G), a
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lehet6 legkevesebb metszést ado jo lerajzolasnal keletkezett metszések szadma.
[gazoljuk, hogy

e3

>
~ 64027
ahol e az élek v a cstcsok szama. (Ajtai, Chvatal, Newborn, Szemerédi)
Utmutatas: Tekintsiink egy véletlen G’ részgrafot, melyben minden csii-
csot egymastol fiiggetlentil p € (0, 1) valoszintiséggel tartunk meg. Jelolje X a
G optimalis lerajzolasdban a G metszéseinek szamat.(Nyilvan X > cr(G').)
Hatéarozzuk meg az E(v(G)),E(e(G")) és E(X) értékeket, alkalmazzuk az
Euler-tételbdl adodo cr(G) > e — 3v + 6 becslést, végiil legyen p = 4v/e.

cr(@)

2.7.4. Ramsey tételkor. R(k) a legkisebb olyan N, hogy ha egy N cst-
csu teljes graf éleit pirossal és kékkel szinezziik, akkor lesz egyszini k-klikk.
Mutassuk meg, hogy 2¢/2 < R(k) < 2?* (Erdés)!

Segitség. A fols6 becslés konstruktiv, nem kell hozza véletlen. Az alsé becsléshez
szinezzik véletlentil az éleket, és szamoljuk ki a k-klikkek szamanak varhato értékét!
(Konstruktiv bizonyités az als6 becslésre nem ismert.)

Megoldas. Szinezziink minden élet egyméastol fiiggetleniil 1/2 valoszintiség-
gel pirosra, 1/2 valoszintiséggel kékre. Valasszunk ki k cstcsot az N-bdl.
Annak a valészintisége, hogy ez éppen egy egyszind k-klikk, 91-(5). Tehat az
egyszind k-klikkek varhato értéke 91-(5) (]IZ ) Na most, ha ez kisebb, mint 1,
akkor sziikségképpen van olyan konstrukcié, ahol az egyszinid k-klikkek szé-
ma 0, azaz ekkor R(k) > N. Egyszert szamolés adja, hogy N = 2¥/2 esetén
a varhato érték kisebb, mint 1. O

2.7.5. A [0, 1] intervallumbol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint valasz-

tunk pontokat addig, mig az Osszeg meghaladja t-t. Jelolje a(t) a sziikséges

valasztasok varhato szamat. Hatarozzuk meg o(t)-t, t € [0, 1] esetén.
Bévebben [3].

2.7.6. Bergengociaban feliitotte fejét a madarinfluenza legujabb valtozata,
a HrNe. Egy influenzas bergengoc 1/7 valoszintiséggel pontosan egy, és 4/7
valoszintiséggel pontosan ketté mésik bergengodcot fertéz meg; harom, vagy
annél tobb személyt pedig biztosan nem fertéz meg. Mekkora valdszintiséggel
terjeszti el a jarvanyt egyetlen beteg? (Azaz mekkora annak a valdszintsége,
hogy a virus sosem tiinik el a bergengoc tarsadalombol?) Mekkora ugyanez
a valoszintiség, ha kezdetben 3 beteg van?

2.7.7. Legyen X € [0, 1]. Adjunk sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy
(X|X <a) 2 X, minden a € 0, 1] esetén,
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azaz feltéve, hogy X < a, X ugyanolyan eloszlast, mint a X .
Adjunk sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy

(X|X >a) 2 (1 —a)X + a, minden a € [0, 1] esetén.

Mutassuk meg, hogy ha X-re teljesiil mindkét feltétel, akkor X egyenletes
eloszlasu [0, 1]-en!

2.7.8. Legyen X € [0,1]. Mi a sziikséges ¢s elegendd feltétele az I(X < 1/2)
és min{ X, 1 — X'} valtozok fiiggetlenségének?

2.7.9. Legyen Y véletlen valtozo folytonos F' eloszlasfliiggvénnyel. Mutassuk
meg, hogy F(Y') ~ Uniform(0,1).

Legyen Y véletlen valtozo F' eloszlasfiiggvénnyel (nem feltétlendil folyto-
nos). Legyen V ~ Uniform(0, 1), mely fliggetlen Y-t6l. Legyen

F(z,V)=F(z—)+ V(F(z) — F(z—)).
Mutassuk meg, hogy F(Y,V) ~ Uniform(0,1). B6vebben Riischendorf [7].

2.7.10. Ketten céllovésben versenyeznek, a két versenyzd pq, ill. po valoszi-
ntiséggel ér el taladlatot, p; < po. Az ligyetlenebb kezd, majd felvaltva 16nek.
Mennyi a valészintisége, hogy az iigyesebb nyer? Mennyi a jaték varhato
idétartama, ha percenként egyet 16nek? (12])

2.8. De Moivre—Laplace tétel

2.8.1. Az FC Barcelona passzolési hatékonysaga 2019. aprilisiban p = 0,85
(azaz egy passz ekkora valoszintiséggel sikeres). Adjuk meg annak a valoszi-
niiségét, hogy a Liverpool elleni 525 passzbol legalabb 460 sikeres.

Megoldas. Ez a legklasszikusabb példa a de Moivre-Laplace-tétel alkalma-
zésara. Jelolje S a sikeres passzok szamat. Mivel Gsszesen 525 passz van,
és mindegyik passz egymastol fiiggetlentil 0, 85 valdszintiséggel sikeres, ezért
S eloszlasa binomialis n = 525 és p = 0,85 paraméterekkel. A de Moivre—
Laplace-tétel szerint

S —np

np(1l —p)

kozelit6leg standard normaélis eloszlasu, azaz

P (a < S b> ~ ®(b) — D(a).
p)

np(1 —
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A pontos allitas az, hogy ha n — oo, akkor az ~ helyett = van. Ha csak
felss korlat van, akkkor a = —oo és ®(—o00) = 0, ha csak also, akkor b = oo
és P(oo0) = 1. A feladat kérdése a P(S > 460) valosziniség. Egyszert

atalakitassal elérjiik, hogy (S — mp)/+/np(1 — p) jelenjen meg. Az np =
525 - 0,85 & 446 és /np(1 — p) =~ 8,2 értékeket beirva

P(Sz460):P< S —mp 460_"p):P<M21,7>

vnp(l —p) - vnp(l —p) np(1 —p)

~1—®(1,7) =1 — 0,955 = 0,045.

Tehat a keresett valoszintsége 0,045. [

2.8.2. Magyarorszagon, és mindeniitt a vildgon, tobb fitgyermek sziiletik,
mint lany. Az ujszilottek 52%-a fin, 48%-a lany. Nevezziik ldnyos napok-
nak/heteknek azokat a napokat/heteket, amikor tobb lany sziiletik, mint fit.

e Szegeden naponta 9 gyermek sziiletik. Mennyi a pontos valoszintisége,
hogy Szegeden egy adott nap lanyos nap? Milyen eloszlast az egy
héten bekovetkezett lanyos napok szama? Varhatéan hany lanyos nap
van egy héten?

e Budapesten naponta 100 gyermek sziiletik. Mennyi a kozelité (normaélis
kozelités, de Moivre-Laplace-tétel) valoszintisége, hogy Budapesten egy
adott nap lanyos nap?

e Egész Magyarorszagon egy héten 2500 gyermek sziiletik. Mennyi a
lanyos hét bekovetkezésének kozelité valoszintisége? Véarhatéan hany
lanyos hét lesz 2020-ban? Adjuk meg annak a kozelité valoszintiségét
(Poisson-kozelités), hogy legalabb 3 lanyos hét lesz 2020-ban.

Megoldas. (a) Egy nap 9 gyermek sziiletik. Annak a valdsziniisége, hogy
egy gyermek lany 0,48. Ezek az események egymastol fiiggetlenek. Ezért, ha
X jeloli a lanyok szamat, akkor X binomialis eloszlasi n = 9 és p = 0,48
paraméterekkel. Ha X a lanyok szama, akkor 9 — X a fitké, és pontosan
akkor sziiletik tobb lany, ha X > 5. Ennek a valoszintisége

9 9

PX>5)=) P(X=k=)_ (2) (0,48)% (0,52)°* = 0, 45.

k=5 k=5

Tehat annak a valdszintisége, hogy egy nap lanyos nap, 0,45. A egyes na-
pokon tortént sziiletések egymastol fliggetlenek, ezért az egy héten bekovet-
kezett lanyos napok szama binomialis eloszlast kovet, ny = 7 és p; = 0,45
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paraméterekkel. A binomialis varhaté értéke ny - p; = 3,15. Varhatoan 3,15
lanyos nap van egy héten.

(b) Jelolje most Xp a Budapesten egy napon sziiletett lanyok szamat.
Ekkor Xp binomiélis n = 100 és p = 0,48 paraméterekkel. Akkor lesz t&bb
lany, ha Xp > 51. A de Moivre-Laplace-tétel szerint (most np = 48 és

=7 =5)
Xp—np _ 5l—np )
Vnp(l—p) — /np(l —p)

~P(Z>0,6)=1—®(0,6) =0,27.

P(X3251):P(

Itt Z standard normalis véletlen valtozo. Tehat kozelitsleg 27% a lanyos nap
valoszintisége. A pontos valoszintiség

100
100
> < L )(0,48)’%0, 52)1°0-F — 0, 30.

k=51

Egy héten varhatoan 0,27 -7 = 1,89 lanyos nap van.
(¢) Ez ugyanaz, mint az el6bb csak n = 2500 és p = 0,48 paraméterekkel.
Legyen X); a Magyarorszagon egy héten sziiletett lanyok szama. Akkor van

lanyos hét, ha X, > 1251. Most np = 1200, \/np(1 — p) = 25, igy

Xus — 1251 —
P(XM21251):P< M TP L ”p>

Vvnp(l —p) - Vnp(l —p)

~P(Z>2,04)=1—®(2,04) =0,02.

Tehat a magyarorszagi lanyos hét valoszintisége 0,02. Egy évben 52 hét van,
igy az egy évben levs lanyos hetek szdma binomialis eloszlast n = 52 és p =
0,02 paraméterekkel. Mivel p kicsi n pedig nagy, ezt kozelithetjiik Poisson-
eloszlassal. Mivel a varhatd érték megegyezik a paraméterrel, ezért A =
52-0,02 = 1,04. Legyen tehédt Y Poisson-eloszlasu A = 1,04 paraméterrel.
Annak a valdszintisége, hogy legalabb 3 lanyos hét lesz egy évben

)\2
PY>3)=1-P(Y <2)=1- (e—A + e + Tﬂ) =0, 09.
O

2.8.3. Chicago és Los Angeles kozott két vasitvonal van, melyek mindegyi-
kén egy-egy vonat kozlekedik. Mindkét vonat egyidében indul, 1ényegében
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egyforman kényelmes és k személyes. Tegyiik fel, hogy 1000 utas egymas-
tol figgetleniil 1/2—1/2 valoszintiséggel valaszt vonatot. Legalabb mekkora
legyen az til6helyek k£ szdma, hogy 0,01-nél kisebb legyen annak a val6szint-
sége, hogy lesz olyan utas, akinek nem jut iilGhely? ([4,
186.0])

Megoldas. Ez is de Moivre-Laplace. Jeldlje S az A tarsasaggal utazok
szamat. Ekkor a B-vel utazok szama 1000 — S. Mivel n = 1000 ember
egymaéstol fliggetleniil 1/2 — 1/2 valoszintséggel dont A ill. B mellett, ezért
S binomialis eloszlast n = 1000 és p = 1/2 paraméterekkel. Legyen k az
til6helyek szama (mindkét vonaton). Az, hogy lesz olyan, akinek nem jut
hely, azt jelenti, hogy vagy az A tarsasagnal tul sokan vannak, vagy a B-nél.
Azaz, vagy S > k (A vonat betelik) vagy 1000 — S > k (B vonat betelik). A
kérdés a legkisebb olyan £ érték, melyre

P(S > k vagy S < 1000 — k) < 0,01.

Vegylik észre, hogy k > 500 kell legyen, és ekkor csak az egyik vonat telhet be,
azaz a fenti valoszintiségben szerepld két esemény egymast kizérd, ahonnan

P(S > k vagy S < 1000 — k) = P(S > k) + P(S < 1000 — k).

Hasznéljuk a de Moivre-Laplace-tételt. Beirjuk az np = 500, \/np(1 — p) =
5v/10 =~ 15,8 értékeket. Ekkor

B S —np k—np 1 B
P(S>k)—P<m>m)~l ®((k —500)/15,8),

és ugyanigy (csak felhasznaljuk, hogy ®(—x) = 1 — ®(z) ha x > 0, és hogy
500 — k < 0)

Varl—p)  va(l—p

~1—®((k —500)/15.8).

P(S<1000—k)zp< S —np 1ooo—k_np>

Azaz, keressiik azt a legkisebb k értéket melyre
2[1 — ®((k — 500)/15,8)] < 0,01.

Atrendezve,

®((k — 500)/15,8) > 0,995.
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Kikeressiik a normélis eloszlas tablazatabol, hogy hol veszi fel ® a 0,995
értéket. Ez 2,57, azaz

k — 500
> 2,57
158 — 77
amit atrendezve
k > 540,6.
Mivel k egész, ezért 541 a legkisebb olyan k, amire a feltétel teljesiil. O]

2.8.4. Budapesten meg akarjak allapitani a dohényosok p aranyat. Ehhez
kivalasztanak n egyént gy, hogy minden vélasztasnal mindenki ugyanakkora
valoszintiséggel keriil kivalasztasra, és csak ezek kozt nézik meg a dohédnyosok
k szaméat. Legalabb mekkora legyen az n, hogy a kapott p’ = k/n arany leg-
alabb 0,95 valoszintiséggel legfeljebb 0,005 hibaval kozelitse a valodi p aranyt,
akarmi is p € (0,1)7 (|4, 187.0])

Megoldas. Ez mar érdekesebb feladat, ugyanis semmi nincs megadva. Vila-
gos, hogy a feladat nagyon fontos, ugyanis a kézvéleménykutatasokhoz pon-
tosan ilyen tipusa kérdést kell feltenni. Van valami ismeretlen valoszintiség
p, ami azt mutatja meg, hogy az emberek ilyen ardanya szavazna az A part
jeloltjére. Nem tudjuk mi a p, de errdl szeretnénk valamit mondani. Héany
embert kell megkérdezni, hogy valami okosat mondhassunk?

Jelolje S a dohényzok szamat a megkérdezettek kozott. Ekkor S binomia-
lis eloszlasu véletlen valtozo n (meghatarozando, de ismert) és p (ismeretlen)
paraméterekkel. Vilagos, hogy az ismeretlen p értékre az S/n becslést adjuk.
Elég Osszetett a kérdés, kicsit el kell rajta gondolkodni. A becslés hibaja
|S/n — p|. Azt akarjuk, hogy ez nagy valosziniséggel (0,95) kicsi legyen
(0,005-nél kisebb), azaz olyan n értéket keresiink, amire

S
P ('— —p‘ < 0,005) > 0,95.
n

(Annak a valoszintisége, hogy a hiba 0,005-nél kisebb, legalabb 0,95.) A
neheze megvan. Hasznéljuk a de Moivre-Laplace-tételt. Eszerint

S —np

P (a§ m §b> ~ O(b) — P(a).
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Tehat be kell eréltetni az (S — np)/+/np(1 — p) kifejezést. Tegytik meg:

S S —
P (‘— —p‘ < 0,005) P (‘ np‘ < 0,005)
n n

_p ( _S-—mp L)
vnp(1 —p) p(1—p)

~ (0,005L> ) <—O,OO5L>
p(1—p) p(1—p)

— 20 (0,005L> 1

p(1—p)

< 0,005

Annyit hasznaltunk, hogy |z| < a pontosan akkor, ha —a < x < a, és hogy
O(—x) =1— &(x). Ezek szerint az kell, hogy

20 (0.005—Y" | _ 15095,
vp(1=p)

o (0,005%) > 0,975,

A tablazatbol kikeresve azt kapjuk, hogy

azaz

0.005—Y™ > 1.0
p(1—p)

Atrendezve
n > 392> p(1 —p). ()

Na de nem ismerjiik p értékét. Ugy kell n-et valasztani, hogy a fenti egyen-
I6tlenség minden p-re igaz legyen. Tehat valasszuk p-t Ggy, hogy a jobb oldal
maximalis legyen. Ez p = 1/2-nél van, értéke 1/4. Tehat, ha
51
n > 396 1= 38416,

akkor (x) teljesiil minden p € [0, 1] esetén. O

2.8.5. Egy szabalyos dobokockat feldobunk 200-szor. Jeldlje S, a dobott
hatosok szamat. Adjuk meg pontosan, majd a de Moivre— Laplace tétellel
kozelitve a P(30 < S, < 40) valoszintiséget!
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2.8.6. Egy szabalyos érmét n-szer foldobunk. Adjuk meg a
P05 o)

valoszintiségek kozelits értékét! Mit kapunk a ¢ — 0 ill. ¢ — oo esetben?

2.8.7. Egy étteremben kétféle menii koziil lehet valasztani. A vendégek 5/6
valoszintiséggel A meniit, 1/6 valoszintséggel B meniit véalasztanak. Egy
adott napon 500 vendég érkezik. A vendéglés 420 A és 100 B mentiit készitett
els. Feltételezve, hogy a vendégek egymastol fiiggetlentil valasztanak, mi a
valoszintisége, hogy mindenkinek jut olyan menit, amilyet kér?

2.8.8. Egy szerencsejatékon a nyerési esélyed 1/11. Ha nyersz, visszakapod
a feltett tétet és még nyereményként annak kilencszeresét. Elegendd sok kez-
détokével indulva ezer alkalommal felteszel 1-1 petakot. Mi a valoszintisége,
hogy ezer jatszma utan még legalabb annyi pénzed van, mint kezdetben volt?

2.8.9. Az utobbi években felmeriilt a mozilatogatékban az igény arra, hogy
eredeti hanggal feliratosan is megnézhessék a filmeket. Egy friss felmérés
szerint az emberek 2/7-e valasztana a feliratos filmet a szinkronizalt valto-
zattal szemben. A szegedi Cinema City vezetGsége minket kért fel arra, hogy
segitsiink donteni Christopher Nolan The Dark Knight Rises cimii filmjé-
nek premierje kapcsan. A premierre 1000 latogatot varnak, és a filmet 9
egyenként 130 f6s teremben vetitik. Hany teremben kell feliratosan vetiteni
a filmet, hogy a lehets legnagyobb valoszintiséggel tudjon minden latogatod
arra a valtozatra beiilni, amire szeretne? Mekkora ez a valdszintiség?

2.8.10. Egy altalanos iskolaban egy és két forintosok gytijtését hirdetik meg
a pénzérmék bevonisa el6tti fél évben. Megkérik az oda jaro didkokat és
sziileiket, hogy az otthoni felesleges aporopénziiket az iskolanak adjak, hogy
az igy befolyt 0sszeghdl jatszoteret épithessenek az iskolaudvaron. A jatszo-
tér megépitéséhez 1,5 milli6 Ft-ra van sziikségiik. A gytijtés soran egymillio
darab pénzérmét adomanyoztak az iskolanak. Ha ezen pénzérmék mindegyi-
ke a tobbitdl fiiggetleniil 1/2 — 1/2 valoszintiséggel egy illetve két forintos,
akkor mennyi a kozelité valoszintisége, hogy az igazgatonak legfeljebb 1000
Ft-tal kell hozzajarulnia a jatszotér megépiiléséhez?

2.8.11. A héten jelenik meg George R. R. Martin j kényve Winds of Winter
cimmel. A koényvesboltunkba rendeltiink a keményboritos kiadésbol 180-et
a puhakotéstibdl pedig 240-et. Tapasztalataink alapjan az emberek 40%-
a valasztja a tartosabb, de valamivel dragabb keményboritasu kiadast. Ha
400 vevére szamitunk, akik egymastol fiiggetlentiil dontenek, akkor milyen
valoszintiséggel tudunk mindenkit kiszolgalni?
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2.8.12. Kévézot szeretnénk nyitni egy véaros forgalmas utcajan. A kozelben
van egy kavézo, ahol naponta 300 ember megfordul. Mi ezen emberek egy
részét szeretnénk elcsabitani, hogy hozzank térjenek be. Az eltéré hangulat,
arak és lizletstratégia alapjan ugy gondoljuk, hogy az emberek 27%-at sikertil
erre ravenniink. Hany férGhelyesre tervezziik a kavézonkat, ha azt szeretnénk,
hogy 90%-os biztonsidggal minden betérének jusson szabad hely?

3. Statisztika

3.1. Alapstatisztikak, pontbecslések

3.1.1. Egy jaték fizikai terhelhetségére elvégzett tesztek kg-ban a kdvetkezs
eredményeket adtak: 40, 45, 40, 42, 36. A minta alapjan adjuk meg a terhel-
hetGség empirikus eloszlasfiiggvényét, mintaatlagat, korrigalt/korrigalatlan
empirikus szorasnégyzetét és a mediant!

Megoldas. Ez egy n = 5 elemid minta, ahol a mintaelemek x; = 40, o =
45, x5 = 40, x4 = 42, r5 = 36. A jelolés kicsit szokatlan. A véletlen
mintat mindig nagy X-ekkel jeloljik, ugyanakkor egy konkrét mintat ami a
keziinkben van, a véletlen minta egy realizdciojdt kis z-ekkel jeloljiik.

A definiciokat kell tudni. Az empirikus eloszlasfiiggvény

Falw) = i Xe <}l

azaz rogzitett x-re megszamoljuk, hogy hany x-nél kisebb, vagy vele egyenld
mintaelemiink van, és ezt elosztjuk a minta elemszaméval. Vagyis az empi-
rikus eloszlasfiiggvény a mintaelemekben ugrik 1/n-et (ha tébb mintaelem
egyenls, akkor annyiszor 1/n-et, ahanyszor az adott értéket felveszi). Most
5 elemi a minta, azaz n = 5. A legkisebb mintaelem 36, addig fiiggvény 0,
36-ban pedig 1/5-6t ugrik. A 40-et kétszer veszi fel, igy ott 2/5-6t ugrik,
vagyis 3/5-re ugrik fol, sth. Tehat igy néz ki az empirikus eloszlasfiiggvény:

y
1 °
i ] - o
3 ] - o
1] - o
0 36 10 42 45 x
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Formulaval,

0, haz < 36,
%, ha z € [36,40),
Fs(r) = ¢ 2, haa e [40,42),
1 hax € [42,45),

(1, haz >45.

A mintaétlag az
1 1
Ts ==Y ;== (40 + 45 + 40 + 42 + 36) = 40,6
Ts 5;35 5( + 45 + 40 + 42 + 36)

az empirikus szorasnégyzet

C“M
Cﬂl»—t

5
Z . —T5)? = 8,64,

mig a korrigalt empirikus szorésnégyzet

5
Z . —T5)? = 10,8.

A median a kozéps6 mintaelem. Most 5 mintaelem van, ennek tényleg van
kozepe, igy a median értéke 40. Ha paros a mintaelemszam, akkor a kozépsé
két elemnek kell a szamtani kdzepét venni. ]

U"l\')
Hle

3.1.2. Legyenek Xq,..., X, fiiggetlen azonos eloszlasu véletlen valtozok vé-
ges p varhato értékkel és o > 0 szoréssal. Igazoljuk, hogy fi; = X; torzitatlan
becslése a varhato értéknek! Igazoljuk, hogy fio = (X7 + X3)/2 is torzitatlan
becslése a varhato értéknek. Melyik a hatasosabb?

Megoldas. Az, hogy a becslés torzitatlan azt jelenti, hogy a varhato értéke
megegyezik a becsiilt paraméterrel. Ez teljesiil, hiszen

E(fn) = E(X1) = p

és

Bl = B (252

Azaz mindkét becslés torzitatlan. A hatasossaghoz szorasnégyzetet kell sza-
molni. Ez
D*(ju) = D*(X;) =
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és
Xl + X2 1 02
D ———= ) =-D*(X; + Xy) = —.
( 2 ) Dt X) =3
Azaz [15 szorasnégyzete kisebb, ez a hatasosabb becslés.
Az el6adasjegyzetben lattuk, hogy a mintaatlag a leghatéasosabb linearis
becslése a varhato értéknek. Ezen nagyon nem lep&diink meg. O]

3.1.3. Egy alkatrészekbdl allo sokasag 6 mintapéldanyanak kdvetkezs volt
a honapokban mért teljes élettartama: 39, 45, 67, 50, 50, 60. Adjuk meg
az empirikus eloszlasfiiggvényt, a mintaatlagot, és a korrigalt/korrigalatlan
empirikus szorasnégyzetet!

3.1.4. Egy almaskertben véletlenszertien, egymastol fiiggetleniil talalhatok
fert6zott fak. Tiz egyforma nagy, egyenként harom sorbol allo iiltetvényben
rendre 0, 3, 0, 1, 0, 0, 2, 1, 1, 2 beteg fat talaltak.
(a) Adjuk meg az empirikus eloszlasfiiggvényt, a mintaatlagot és az empi-
rikus szorasnégyzetet!
(b) Tegyiik fel, hogy a beteg fak szama Poisson-eloszlast kovet. Adjunk
maximum likelihood becslést és momentumbecslést az egy sorban ta-
lalhato fak szamanak varhato értékére!

Megoldas. Az (a) részhez a definiciokat kell tudni. Az empirikus eloszlas-
fiiggvény

0, haz <0,

A hazel0,1),

Fio(z) =< L, haxecl[l,2),

10’
1%, ha z € [2,3),
(1, haz>1

Y

14 9

9 e— O

10

T e—O

10

4

0 ® ©

0 1 2 3 z
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A mintaétlag

és a korrigalatlan és korrigalt empirikus szorasnégyzet

1o

2 — \2

S10 10 - (x; — T1o)
10

1 10
Zfo ) Z(ﬂfz - Tm)z =3

=1

(b) Tegytik fel, hogy az adatok Poisson-eloszlasbol jonnek, ahol a para-
méter \ > 0 ismeretlen. A megadott realizacié valdszintisége, a fiiggetlenség

P(Xl :O,XQ :3,X3:0,X4: 1,X5 :O,XGZO,

X7:2,X8: 1,X9: 1,X10:2)
10

10 \Ti
— HP(XZ» =z) =] o o

=1

10
_ H i )\Zl xiefl(])\

i=1

10
_ H i )\106710)\

i=1

Ez annak a valoszintisége, hogy ha adott A-paramétert Poisson-eloszlasbol
jonnek az adataink, akkor a konkrét realizécié bekovetkezik. Forditsuk meg!
Tudjuk, hogy a konkrét realizécié bekovetkezett (persze, megszamoltuk a fa-
kat). Melyik A paraméter a legvalosziniibb? Az, amelyre a fenti valoszintiség
a legnagyobb. Ez a maximum likelthood modszer. Tehat a

)\106—10)\

kifejezés maximumat kell megtaldlnunk, ahol A > 0. Ez pont ott maximalis,
ahol a logaritmusa maximalis, azaz a

(X)) = 10log A — 10X

fiiggvény. Ezt lederivalva
10
'(\) = — —10.
M=
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Latjuk, hogy a fliggvény monoton né A = 1-ig, ott maximuma van, utana
csokken. Tehat a paraméter ML becslése

sz = 1.

Ez persze éppen a Ty mintaatlag. A levezetés ugyanaz, mint az altalanos
esetben az el6adasjegyzetben.

A momentumbecslésnél azt a paraméter valasztjuk, amelyhez tartozo el-
méleti varhatd érték megegyezik a mintaatlaggal. Na de a Poisson varhato
értéke éppen A, tehdt a momentumbecslés éppen a mintaatlag lesz,

N\, = 1.
A momentumbecslés és a ML becslés sok ismert eloszlas esetében megegyezik.
[lyen a Poisson, exponencialis, normalis. Az egyenletes eloszlasnal a ketté
nem ugyanaz. [

3.1.5. Egy adott tipusi izz6 élettartamara 6t mérés alapjan a koévetkezd
adataink vannak: 2,3, 4, 1,7, 3,2, 2,8.
(a) Adjuk meg az empirikus eloszlasfiiggvényt, a mintaatlagot és az empi-
rikus szorasnégyzetet!
(b) Tegyiik fel, hogy a hattéreloszlas exponenciélis ismeretlen paraméterrel.
Adjunk ML és momentumbecslést a paraméterre!

3.1.6. Egy adatszerverre a lekérdezések exponencialis id6kozonként érkez-
nek, ahol ismeretlen paraméterrel. Az id6kézokre percben mérve a kévetkezo
adatokat kaptuk: 1,94, 0,33, 2,51, 5,27, 1,73, és 0,61. Adjunk becslést a
paraméterre a maximum likelihood és a momentumbecslés alkalmazasaval!

Megoldas. Folytonos eloszlas esetén a maximum likelihood becslésnél a
stirtiségfiiggvények szorzatat kell venni, és azt maximalizalni az adott reali-
zaciora. A \-paraméterti exponencialis stirtiségfiiggvénye e =**. A likelihood
fliggvény ezek szorzata, mint \ fiiggvénye a realizaciot beirva az x-ek helyére,
azaz ha x1,...,x, az adott realizaci6, akkor

n

Layoan (V) = [[ e = Ate 2,

i=1
Ezt kell maximalizalni A\-ban. Véve a logaritmust (ez azért jo, mert a lo-
garitmus szigoriian monoton fiiggvény, ezért a maximumhely nem valtozik,
viszont a nagy szorzatbol nagy Gsszeget csinal, amit konnyebb derivalni),

i=1

87



Derivaljuk
n n
/ — .
I'(\) = . 2_; ;.

Ez pozitiv, ha A < 1/, és negativ ha A > 1/7,,, tehat

5 1 n
e, D i T
maximumhely. Ez a paraméter maximum likelihood becslése.

A momentumbecslés egyszertibb. Egy A-paramétert exponenciélis elosz-
las varhato értéke 1/\. A momentumbecslésnél azt a paramétert valasztjuk,
amihez tartozd elméleti varhato érték megegyezik a mintaatlaggal. Azaz ke-
ressiik az a A paramétert, melyhez tartozé varhato érték, ami 1/\ éppen az
T, mintaatlag. Vagyis

. n
/\m - <n -

> i1 Ti

Ez ugyanaz, mint a ML becslés. Most ez
Az = A = 2,065.

]

3.1.7. Legyenek X7, ..., X, figgetlen, Egyenletes(0, #) eloszlast véletlen val-
tozok, ahol # > 0. Hatarozzuk meg X, , = max{Xi,...,X,} eloszlas-, és
stirtiségfiiggvényét, varhatod értékét és szorasat!

Mutassuk meg, hogy

_n+1
- oop M

T(X)
torzitatlan becslése (6/2)-nek, ami hatasosabb, mint a X,, mintaitlag! Iga-
zoljuk, hogy T} gyengén konzisztens!

Megoldas. A feladat elsd feléhez semmi statisztika nem kell. Vildgos, hogy
Xy a [0, 0] intervallumba esik, ezért

0, haax <0,

Fa(@) = P(Xnn < w) = {1 ha x>0

vagyis a [0, 0]-n érdekes a dolog. Legyen tehat z € [0,6]. Ekkor X,,, < x
pontosan akkor teljesiil, ha X; < x minden ¢+ = 1,2,...,n esetén. Hat
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persze, a maximum akkor < z ha minden elem < x. Mivel X;-k fiiggetlenek,
és egyenletes eloszlasuak [0, 6]-n ezért

PX,,<z)=PX;<z,....X, <z2)=P(X; <2)...P(X, <x)

— (P(X, < 2))" = (%)"

Innen a strtiségfiiggvény

falz) = Frlz

(2) nz" 107"  hax € (0,0),
xT) =
0, kiilonben.

Emléksziink, hogy a siirtiségfiiggvény értéke egy-egy pontban (egészen pon-
tosan megszamlalhato sok pontban) mindegy, hogy micsoda.
Varhato értéket és szorast a definicio szerint szamolunk. Igy

0o 0 . ;
E(Xn,n) = / l'fn(l’)dl' = / nr"0 "dxr = _en-‘rle—n _
oo 0

0.
n+1 n+1

Erdemes meggondolni, hogy mit kaptunk. Egy 6 hosszisagt intervallumot
felosztottunk n véletlen egyenletes eloszlas szerint véalasztott ponttal. Igy
n + 1 intervallumot kapunk, és intuitiven vildgos, hogy nagyjabol egyforma
hossztiak. Ekkor minden intervallum hossza varhatéan 6/(n + 1). Ez pedig
azt jelenti, hogy a legnagyobb pont varhatoan 6n/(n + 1).

A szoréshoz kell a masodik momentum, ami

0o 0
E(X?)) Z/ 22 fo(z)de :/ nz" o "dr = n 02,
’ > 0 n—+ 2

igy a szoérasnégyzet, némi szamolés utan

DQ(Xn,n) - E(Xz,n) - (E(Xn n>>2

)

e n?
B n+2 (n+1)?2

2
. a

(n+2)(n+12 n2

n

Most ratértink a statisztika részre. Az, hogy T) torzitatlan becslése 6/2-
nek, az pontosan azt jelenti, hogy E(T}) = 0/2. (Azért 0/2-t becsiiljiik,
mert az az egyenletes eloszlas varhato értéke. Es lattuk eladason (nagyon
egyszeri), hogy a mintaatlag mindig torzitatlan becslése a varhato értéknek.
Persze becstilhetnénk a -t is.) Na de az elgbb kiszdmoltak alapjan

1 1 0
B(1) — B (“ ) = e
n

2n n+1 2
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azaz a becslés tényleg torzitatlan.

A torzitatlansag dnmagéban nem sokat jelent, hiszen egyetlen mintaelem
is torzitatlan becslése a varhaté értéknek, mégsem jo. Azt, hogy a becslés
milyen kozel van becsiilt paraméterhez éppen a szorés jellemzi, ha a becsiilt
paraméter éppen a varhato érték, azaz a becslés torzitatlan. Tehat egy tor-
zitatlan becslés annél jobb, minél kisebb a szérésa. Két torzitatlan becslés
esetén az egyik akkor hatésosabb, mint a masik, ha kisebb a szorésa (egé-
szen pontosan minden paraméter esetén kisebb, vagy egyenld, és legalabb egy
paraméter esetén szigoruan kisebb). Az el6bbiek szerint

(n+1)? 6°n 6?

(n+1)* _
n? (n+2)(n+1)2 4dn(n+2)

4n?

D*(Th) = D*(Xon) =

A mintaatlag szorasnégyzete

92

Latjuk, hogy ha n > 2 akkor
D*(Ty) < D*(X,,).

Igazabol egy 1/n-es szorzo a kiilonbség, vagyis a T tényleg sokkal jobb becs-
lés.

Végiil lassuk a gyenge konzisztencia bizonyitasat! Ez azt jelenti, hogy tet-
sz6leges £ > 0 esetén annak a valoszintisége, hogy a becslés a valodi paramé-
tertdl e-nal tébbel tér el, 0-hoz tart, amint a mintaelemszam tart végtelenbe,

formuléaval
lim P (
n—oo

Vegyiik észre, hogy T1(X) = Ti(X,) figg n-tdl, csak eddig nem jeloltiik
a fiiggést. Nagyjabol vilagos a dolog, hiszen ha egyre tobb mintaelemet
vesziink, akkor a legnagyobb mintaelem egyre kozelebb keriil az intervallum
jobboldali végpontjahoz, -hoz, ekkor pedig 17 kozel keriil 0/2-hoz. Valoban,
beirva a T} definici6jat

T1(X) — o > 8)

P ( ’

:P<n+1Xn,n>6’+25>+P( ntl n,n<e—2g).
n

n

Ty (X) — g‘ > 5) = 0.

90



Mivel X,,,, < 6 ezért a jobb oldalon elsg valoszintiség 0, ha n > 6/(2¢). A
masodik pedig, beirva X,, ,, eloszlasfliggvényére kapott formulat

1
P(”+ X,m<0—25) :P(Xnngl(e—%))
n ' ’ n+1

n 2\ \"
— 1——
(%)) o

hiszen az alap hatarértéke 1 —2¢/6, ami 1-nél kisebb. Azaz a becslés gyengén
konzisztens.

Fontos, hogy megértsiik, a torzitatlansdg nem sokat jelent, az a fontos,
hogy a becslés konzisztens legyen, mert az jelenti azt, hogy ha nagy a minta-
elemszam, akkor a becslés valoban kozel keriil a becsiilt paraméterhez. [

3.1.8. Legyenek Xy, ..., X, figgetlen, Egyenletes(0, #) eloszlasu véletlen val-
tozok, ahol § > 0. Hatéarozzuk meg X;, = min{Xy,..., X, } eloszlas-, és
strtiségfiiggvényét, varhatod értékét és szorasat!

Mutassuk meg, hogy

o Xl,n + Xn,n

T3(X) 5

torzitatlan becslése (0/2)-nek. Igaz, hogy T, hatasosabb, mint a X,, mintaét-
lag, vagy mint 7T az el6z6 feladatbol? Igazoljuk, hogy Ts gyengén konzisztens!

3.1.9. Még mindig egyenletes eloszlas. Legyenek X;,..., Xo,,1 fiiggetlen,
Egyenletes(0, 0) eloszlastu véletlen valtozok, ahol 8 > 0. Jelolje Y a nagyséag
szerint kozéps6 mintaelemet. Hatarozzuk meg Y eloszlasat, varhato értékét
és szorasat! Igazoljuk, hogy Y konzisztens becslése a 6/2-nek!

3.1.10. Legyenek Xi,..., X, fiiggetlen véletlen véltozok, f(z) = 25, 0 <
x < 20, strtségfiiggvénnyel. Adjunk becslést 6-ra momentum modszerrel és
ML modszerrel is!

Megoldas. Elgszor megadjuk a paraméter momentum becslését. Ehhez a
varhato értéket kell meghatarozni. Definicié szerint

0 20 2
EQ(X):/OOxfg(x)dx:/e m@dx

2 [;c3r:29 140

“3 3], T
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Tehat tgy kell valasztani a 0 becslést, hogy a hozza tartozo6 elméleti varhato
érték éppen a mintaatlag legyen, azaz

140

o
azaz a paraméter momentum becslése

. 9__

0=—X,.

14

Térjiink rd a maximum likelihood becslésre. A minta egyiittes siirtiség-
fiiggvénye (ne feledkezziink el az intervallumroél, hiszen pont az fiigg a para-
métertdl)

n n
27’L
folwr, . wn) = ] fola) = g [ =106 <a; <20).
i=1 i=1
Rogzitett xq,...,x, realizacio esetén ennek kell meghatarozni a maximum-

helyét, mint 6 fiiggvénye, azaz

n

on
=1

Ezt egy kicsit nézegessiik, ne derivaljunk ész nélkiil. Latjuk, hogy minél
kisebb 6 annal nagyobb 672", a tobbi meg konstans. Na de figyelni kell,
hogy 6 olyan, hogy 6 < min x;, persze, hiszen minden mintaelem legaldbb @,
és 20 > maxz;, hiszen minden mintaelem legfeljebb 26. Tehét a legkisebb
olyan § paraméter kell, ami (1) § < minz; és (2) 0 > maxz;/2. Osszegezve
a maximum likelihood becslés

~ 1
Oy, = — max x;.
2 1<i<n
O
3.1.11. Legyenek Xi,..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok,

melyek kozos eloszlasfiiggvénye Fy, varhato értéke p(f), a szorasnégyzete

0%, A szérasnégyzet ismert, a varhato értéket becsiiljilk a mintaatlaggal.

Legalabb mekkora legyen n, hogy
Py (|X, — p| > 0,01) <0,01.

Hasznéljuk a Csebisev-egyenlétlenséget! Es ha normalis kozelitést haszna-
lunk?
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3.1.12. Egy gyarban a termékek minGségét tgy ellenérzik, hogy minden nap
n terméket vizsgalnak meg. Az adott napi Osszes gyartmanyt akkor fogadjak
el, ha minden megvizsgalt gyartmany jo. Azt tapasztaltik, hogy m nap
alatt Osszesen x-szer fogadtak el a napi gyartmanyokat. Adjunk maximum
likelihood becslést annak a valoszintiségére, hogy egy termék selejtes!

3.1.13. Mendel torvényei szerint egy novény AA, AB, BB genotipusa rendre
62, 20(1 — 0), (1 — 0)? aranyban fordul el6. Egy teriileten a harom gyakori-
SAgra Taa, Tap, és rpp adodott. Adjunk maximum likelihood becslést 6-ra!
Mutassuk meg, hogy a kapott becslés torzitatlan!

Megoldas. Legyen n a megvizsgélt novények szama, és jelolje X az AA ge-
notipusiak, Y az AB genotipustiak szamat. Ekkor persze a BB genotipustak
szama n — X — Y. Ha 0 a valodi paraméter, akkor

Pox =k =0 = (1) (") @resa - o - opr

k4 ¢ < n, azaz (X,Y) trinomidlis eloszlasi. Valoban, az n névény koziil
el6szor kivalasztom a k db AA-t, aztan a maradék n — k koziil az ¢ db AB-t,
a tobbi pedig BB. Az AA valoszintisége 0%, az AB-¢é 20(1 — 6), mig a BB-
¢ (1 — 0)% Nyilvan, ha ardnyokat szamolunk, akkor k/n, £/n a lehetséges
értékek. Azaz ha X, és Y, jeloli a megfelels aranyokat, akkor

Pucx = /Y, = o) = (1) ()@ - o - o

k+ /¢ < n. Adott z44 és x4p realizicio esetén k = nwyy és { = nxap
értékeket irva

Py(X, = zaa,Y, = zaB)
— ( n ) (n - nxAA) (62)7724(20(1 — 0))"*48 (1 — §)2)""Paa—nwan

i n n—nNnraa OnTAR [ngA—&-acAB/Z(l . 0))$AB/2+$BB:|2H‘
’]’LLL‘AA nxAB

Ezt kell maximalizalni #-ban. Latjuk, hogy elég a szogletes zarojelen beliili
értéket maximalizélni #-ban, hiszen a szorzé nem fiigg 6-t6l és az n-edik
hatvany szigorian monoton. Felhasznélva, hogy x4 + zap + xg = 1, a
maximalizalandé fiiggvény

h(0) = 0"(1—0)'"™",
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ahol uw = x4 + zap/2. Derivajuk h-t
u l—u
WO)=[-— (1 — f)t v,
0= (5-15)00-0)

Latjuk, hogy h'(f) = 0 akkor és csak akkor ha 6 = u, és ez valdbban maximum
hely. Azaz a 6 ML becslése

~ TAB
Onvr = Taa + 5

Az, hogy ez a becslés torzitatlan azt jelenti, hogy
1
E(X + §Y) =né.

Az egylittes eloszlas nem is kell ehhez. Nyilvin X és Y is binomialis el-
oszlastiak, n és 62, illetve n és 20(1 — 0) paraméterekkel. Tehat a varhato
érték

1 1 1
E(X +2Y) = B(X) + SE(Y) = n6” + 5n20(1 — 0) = no,

amint allitottuk. O

3.1.14. A szintévesztés leggyakoribb fajtaja az X kromoszémahoz kapcsol-
tan, nemhez kétotten oroklédik. Emiatt a férfiaknéal a gyakorisag p, mig a
noknél csak p?. Adjunk maximum likelihood becslést p-re, az alapjan, hogy
M férfibol m, N nébdl pedig n volt szintévesztd!

3.1.15. Egy gombafajta sporai nyolcelemtd lanc alakjaban keletkeznek. A
lanc kiilonb6z6 részekre szakadhat, mind a hét lehetséges helyen egymastol
fiiggetleniil p valoszintiséggel. Hatarozzuk meg, hogy egyetlen lanc varhatéan
hany darabra szakad!

Egy tényleges kisérlet soran 7251 sporat szamoltak meg, melyek N = 907
lancbol szarmaztak (5 spora elveszett). A sporak 1975 lancra szakadtak szét.
Adjunk becslést p értékére! Torzitatlan-e a kapott becslés? ([4])

3.1.16. Egy toban a halakat egy betegség tamadta meg, mely ismert p valo-
szintiséggel pusztitja el az egyes egyedeket. A kifogott haltetemek k& szamabol
adjunk maximum likelihood becslés a betegség el6tt a toban élt halak szé-
méral!

3.1.17. Csaladok jovedelmét egy olyan skaldn meérjiik, ahol X = 1 a létmi-
nimumnak felel meg. Feltételezziik, hogy a jovedelem eloszlasa f(z) = -,
x > 1, striiségfiiggvénnyel adhaté meg. Adjunk maximum likelihood becs-
lést O-ra, ha 10 véletlenszertien valasztott csaldd jovedelme: 1,53, 2,76, 19,65,
4,16, 7,31, 1,21, 254,2, 5,43, 1,12, 1,63.
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3.1.18. Egy alkatrész élettartama exponencialis eloszlasa 6/t varhato ér-
tékkel, ha t hémérsékleten mikodtetjiik. Tegyiik fel, hogy az n megfigye-
lést tq,...,t, hdmérsékleten végeztiik és x1, ..., z, élettartamokat figyeltiink
meg. Adjunk ML becslést 6-ra!

3.1.19. Augusztusban 5 éjszakan at figyeltiik meg a hullocsillagok szamat.
A kovetkezd mintat kaptuk: 4, 3, 7, 2, 4. A hullocsillagok szama egy este
Poisson-eloszlasu. Adjunk ML becslést az eloszlas paraméterére!

3.1.20. Egy céllovs ismeretlen p valoszintséggel talal el egy célpontot. Ad-
junk ML-becslést p-re, ha az elsé sikeres 16vés k-adikra kovetkezett be. Torzi-
tatlan-e a kapott becslés? A masodik sikeres 16vésre tovabbi ¢ 16vésig kellett
varni. Ezt figyelembe véve adjunk ML-becslést p-re!

3.1.21. A miincheni Oktoberfesten minden évben az els¢ hord6 sért Miinchen
f6polgarmestere nyitja ki. Ez tgy torténik, hogy a hordéba egy sorcsapoldt
iit bele az Oberbiirgermeister. Tegyiik fel, hogy minden iités utan p valdszi-
niiséggel indul meg a sor. Dieter Reiter f6polgarmesternek 2018. szeptember
22-én a 3. iitésre sikeriilt kinyitni a hordét. Ezek alapjan adjunk maximum
likelihood becslést p-re!

3.2. Konfidenciaintervallumok, prébak

3.2.1. Egy jaték fizikai terhelhetGségére elvégzett tesztek kg-ban a kovetke-
z6 eredményeket adtak: 40, 45, 40, 42, 36. Tegyiik fel, hogy a hattérvaltozo
normalis eloszlast kévet 2 szorassal. (a) Adjunk 95%-os konfidenciainterval-
lumot a varhato értékre! (b) Oldjuk meg a feladatot ismeretlen szoras esetén
is!

Megoldas. (a) Tegyiik fel, hogy a hattéreloszlas normalis, ismeretlen p vér-
hato értékkel, és ismert o = 2 szorassal. (Figyeljiink oda, hogy ez a szoras, és
nem a szorasnégyzet.) Az, hogy az adatok normalis eloszlasiuak egy teljesen
természetes feltevés, ami altaldban teljesiil. A centrélis hatareloszlas-tétel
miatt van ez. A statisztikai probléma az az, hogy hatarozzuk meg a varhato
értéket. A szoras ismerete bizonyos esetekben indokolhato: méréseknél ismer-
jik a mérdeszkoz tulajdonsagait. Nekiink az ismert szoras azért kényelmes,
mert ez a legegyszertibb eset.

Tegyiik fel, hogy Xy, X, ..., X, fiiggetlen normalis véletlen valtozok is-
meretlen p varhato értékkel és o = 2 szoérassal. Persze az ismeretlen p varhato
értékre a becslésiink a mintaéatlag, azaz

Q=X
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Ehhez nem kellett volna ennyi mindent tanulni. A kérdés az, hogy ez mennyi-
re pontos. Adjunk meg egy olyan intervallumot, amire teljesiil az, hogy az
1gazt paraméter 0,95 valoszintiséggel beleesik ebbe az intervallumba. Mivel a
normélis eloszlas szimmetrikus a varhato értékére, ezért természetes az inter-
vallumot [z — d, i + 0] alakban keresni, ahol 6 > 0. Kozben tartsuk észben,
hogy ez az intervallum a véletlentsl fiigg, hiszen i egy véletlen mennyiség.
Tehat ugy szeretnénk megvalasztani 0 értékét, hogy a pu € [ — 0,10 + ]
esemény valészintsége 0,95 legyen. Atirva

n

—~ 1< 1 "X —
M—M:E;Xi—M:EZ(Xi—M):%Z U'u-

i=1 i=1

Az (X; — p)/o véaltozo normalis eloszlasu, a varhato értéke p — p = 0, sz6-
rasa /o = 1. Azaz & standard normalis. Ezt lattuk a normalis eloszlas
tulajdonsagainal. Azt kell felhasznalnunk, hogy figgetlen normdlis eloszldsi
véletlen valtozok 0sszege mormdlis eloszldsu. Ezt nem bizonyitjuk sem itt,
sem az elGadason. Mivel fliggetlenek, varhato értékiik és szérasnégyzetiik is
osszeadodik. Ezt az allitast bizonyitottuk tetszéleges valtozokra. Osszegezve

= p
véletlen valtozo normalis eloszlast, varhatd értéke 0, szérdsnégyzete pedig
o? /n. Ezek szerint
vn
a
standard normaélis véletlen valtoz6. Tehat

(11— p)

Pl ul <3) =P (L - € [-5vajo. 5Vl
= ®(6v/n/o) — ®(~dv/n/o)
=20(0y/n/o) — 1.
Ez utobbi kell 0,95 legyen, azaz
O (5/njo) = 0,975.
A normalis eloszlas tablazatabol kapjuk, hogy

b}
ovn _ d71(0,975) = 1,96
g

vagyis
— 7.1,96=1,75.
n

°=m
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Most hasznaljuk csak a konkrét adatainkat. Eszerint n = 5 és &, = 40,6,
ezért a 95%-os konfidenciaintervallum [40,6—1,75, 40,641,75] = [38,85, 42,35].
Tehét azt kaptuk, hogy a valodi varhato érték, ami determinisztikus de isme-
retlen, 95% valoszintséggel beleesik a [38,85, 42,35] (véletlen!) intervallumba.

Ez ugyanaz a levezetés, mint az el6adasjegyzetben a konfidenciainterval-
lum résznél, csak konkrét szamokkal. Es persze ez van a képletgytijteményben
is.

(b) Minden ugyanaz mint az el6bb, csak nem ismerjiik a o szorast. Ezért
becsiiljiik a korrigalt empirikus szérasnégyzet gyokével, azaz a

L o 1/2
I = (n —1 > (Xi— 702)

=1

mennyiséggel. Az el6bb, ismert széras esetén az volt a kulcs, hogy a

% Z(Xz — W)

véletlen valtozo standard normélis. Most nem ismerjiik o értékét, ezért nem
tudunk leosztani. Ezért a

mennyiséget tekintjiik. ElGadason bizonyitas nélkiil volt, hogy a fenti mennyi-
ség szamlaloja és nevezGje fiiggetlenek. Azaz, normdlis eloszlis esetén a
mintadtlag €s az empirikus szordsnégyzet fliggetlenek. Ez egy nagyon meg-
lepé allitas, hiszen ugyanabbol mintabol gyartjuk le cket. S6t, a (1)-ben
szerepl6 hanyados Student-eloszlasti n — 1 szabadsagi fokkal. Ezek utan min-
den ugyaniigy megy, mint ismert szérasnal, csak més tablazatbol kell kinézni
az adatokat. Tehat
A

P(ji— | <) = P (Z—n@ e [—M/zn,wa/zn1)

= (I)n—l(é\/ﬁ/zn) - (I)nfl(_é\/ﬁ/zn)
=20, (6v/n/Z,) — 1.

Itt most ®,,_; az n — 1 szabadsagi fokd Student-eloszlas eloszlasfiiggvénye.
Ez utobbi kell 0,95 legyen, azaz
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A tablazatabol kapjuk, hogy

oy/n
Z, =<

721(0,975)

vagyis
Zn

és a konfidenciaintervallum:
X, —6,%, +4].

Beirva az adatainkat, n = 5, X5 = 40,6, Z5 = 3,29, és ®,1(0,975) =
2,776 (itt a 4. sort figyeltiik), azaz 6 = 3,29 - 2,776/y/5 = 4,08. Tehat a
konfindenciaintervallum: [36,52, 44,68].

Ez persze nagyobb, mint az elébb, azaz kevésbé vagyunk biztosak a becs-
lésben, de ezen nem lepédiink meg, hiszen kevesebbet tudunk, nem tudjuk a
szorast. 0

3.2.2. Egy véletlen valtozo értékeit megfigyelve a kovetkezs statisztikai min-
tat kapjuk: 6,5, 7,3, 5,4, 6,5, 2,1. (a) Tegyiik fel, hogy a hattéreloszlas
normalis, ismert o = 2 szoréssal és ismeretlen p varhato értékkel. Tesztel-
jik 5%-os szignifikanciaszinten azt a nullhipotézist, hogy az elméleti varhato
érték 8.

(b) Oldjuk meg a feladatot ismeretlen szorés esetén is.

Megoldas. Az (a) résznél egy u-probat kell végrehajtanunk, hiszen normé-
lis eloszlas varhato értékét teszteljiik ismert szords mellett. A fenti minta
alapjan becsiilt varhato érték, a mintaatlag X5 = 5,56. A kérdés, hogy
elhissziik-e azt a feltevést, hogy a val6di varhato érték 87 Persze gyants a
dolog, de ha a valodi varhato érték tényleg 8 lenne, akkor sem varnank, hogy
a mintaatlag egy 5 elemii minta esetén éppen 8.

A nullhipotézis az amit feltesziink. Jelen esetben az, hogy a valodi vér-
hatd érték po = 8. Az alternativ-, vagy ellenhipotézis, hogy pg # 8. A
probastatisztikat mar lattuk a konfidenciaintervallum konstrualdsanal is,

X
w=non"H 9 79
o
Ha a nullhipotézis igaz, akkor ez az u statisztika standard normaélis eloszlési.

Ezt is lattuk a konfidenciaintervallumnal. Tehat azt kell eldonteni, hogy
elhissziik-e egy standard normélis eloszlasia véletlen véltozorol, hogy értéke
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—2,72. Ehhez valasztunk egy « szignifikanciaszintet, ez most 0,05. Keressiik
azt az u, kiiszobértéket, amelyre teljestil, hogy P(|Z| > u,) = «, ahol Z
standard normalis. A normalis eloszlas szimmetridja miatt

P(|Z] > ua) =P(Z > uy) + P(Z < —uy) = 2(1 — P(uy)),

tehat u, = ®71(1 — «/2). Esetiinkben ugos = ®71(0,975) = 1,96. Mivel
lu| = 2,72 > 1,96, ezért ha igaz lenne a nullhipotézis, akkor a bekovetke-
zett esemény valoszintsége 0,05-nél kisebb, vagyis egy valoszinttlen esemény
kovetkezett be. Ekkor 5%-os szignifikanciaszinten elvetjik a nullhipotézist.
Azt mondjuk, hogy az elfogadési tartoméany a [—1,96, 1,,96] intervallum.
Ha a probastatisztika értéke ide esik, elfogadjuk a nullhipotézist, kiillonben
elvetjiik.

(b) Ismeretlen szoras esetén azt is becsiiljiik. Minden ugy megy, mint a
konfidenciaintervallum esetén. Most a probastatisztika

Xn—

Itt persze Z, a korrigalt empirikus szords. Ha a nullhipotézis igaz, akkor t
véletlen valtozo Student-eloszlast kévet n — 1 szabadsagi fokkal. Az ehhez
tartozo kritikus érték az a t,, melyre P(|T| > u,) = «a, ahol T' Student-
eloszlast n — 1 szabadsagi fokkal. A Student-eloszlas szimmetridja miatt

P(T| > to) =P(T > to) + P(T < —t,) =2(1 — ®,,_1(ta)),

tehat t, = ®,1,(1 — a/2). Esetiinkben to05 = ®;'(0,975) = 2,776. Most
|t] < 2,776, azaz 5%-os szignifikanciaszinten elfogadjuk a nullhipotézist. [

3.2.3. A Cambridge-i Egyetem kutatoi a sztochasztika kurzusok vérnyomasra
gyakorolt hatasat vizsgaltak. Ot fizikus hallgaté vérnyomasat kozvetleniil
sztochasztika kurzus utan megmérve a szisztolés értékekre 115, 130, 120,
135, 120 értékeket kaptak, mig a kontrollcsoportban 125, 120, 115, 120, 125
értékek adodtak. A vérnyoméasértékek mindkét mintaban normalis eloszlast
kovetnek puq és g varhato értékekkel, és megegyezs o szorassal. Adjunk 90%
megbizhatésagi szinti konfidenciaintervallumot a p; — o kiilonbségre!

3.2.4. A Liverpool 2020. februar 18. - marcius 11. kozott lejatszott 6 mér-
kézésén a Liverpool labdabirtoklasa (%-ban kifejezve) 71, 68, 68, 58, 70,
72. Tegyiik fel, hogy a labdabirtoklas %-os értéke normaélis eloszlast kovet
ismeretlen p varhato értékkel és ismert o = 5 szorassal. Teszteljitk 5%-os
szignifikanciaszinten azt a nullhipotézist, hogy a u = 65.
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3.2.5. Régészek radiokarbonos kormeghatarozéassal szeretnék meghatarozni
egy lel6hely korat. Ismert, hogy a radiokarbonos modszert az egyazon éasa-
tason talalt kiilonbozé leleteken alkalmazva nem pontosan ugyanazt a kort
fogjuk megkapni minden lelet esetében, hanem a kapott korok (kozelitéleg)
normélis eloszlast kovetnek, melynek elméleti varhato értéke a lelGhely igazi
kora.

(a) A radiokarbonos modszert hét leleten alkalmazva a kévetkezs korokat
kapjuk: 1180, 1220, 1230, 1250, 1270, 1290 és 1340 év. Adjunk becslést
a lel6hely korara, valamint irjunk fel egy 95% megbizhatosagi szintd
konfidenciaintervallumot erre a korra. Teszteljiik 5%-os szignifikancia
szinten azt a nullhipotézist, hogy a lel6hely kora 1220 év.

(b) Egy masik, kozeli asatéasrol 6 leletet vetnek ala kormeghatarozasnak. A
mintaatlag 1100 évnek, a korrigalt empirikus szorés 50 évnek adodik.
(Feltehetd, hogy a két lelghelyrdl szarmazé mintak esetében azonos a
radiokarbonos modszerrel kapott korok elméleti szorasa.) Teszteljiik
10%-o0s szignifikancia szinten azt a nullhipotézist, hogy a két lelShely
egyidds, tehat azonos az elméleti varhato érték. Adjunk meg egy 90%
megbizhatosagi szintd konfidenciaintervallumot a lel6helyek kora ko-
zOtti kiilonbségre.

(c) Ellenérizzik le a (b) feladatrész feltevését, teszteljiik le 10%-os szig-
nifikanciaszinten azt a nullhipotézist, hogy a két lelhelyen azonos az
elméleti szorés.

Megoldas. Az (a) részben nincs semmi Gj. A mintaelemszam n = 7, a
mintaatlag X; = 1254, a korrigalt empirikus szoras Z; = 52, és ®;(0,975) =
2,36, igy § = ®51(0,975) - Z; /\/T = 46. Tehat a becslésiink a lelshely korara
1254, a 95%-os konfidenciaintervallum pedig [1208, 1300].

Mivel nem tudjuk az elméleti szorast t probat hasznalunk. A t-statisztika

értéke 19
t:¢ii%:i%9:1j3
Z7
Az elfogadési tartomany [—2,36, 2,36], tehat elfogadjuk a nullhipotézist.

A (b) részben két mintat kell 6sszehasonlitani. Feltettiik, hogy a szorasok
megegyeznek. Az 0j minta elemszama m = 6, mintaatlaga Y¢ = 1100, és
korrigalt empirikus szorasa Wy = 50. A szérdasnégyzet mindkét mintaban
ugyanannyi, de ismeretlen. Ezért a szordsnégyzetet becsiilni kell a kiilon-
kiilon vett empirikus szorasnégyzetek megfelel silyozott 0sszegével:

1/2

ot m — 98,4

D' = |((n=DZi+(m = DW;) e
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Azt teszteljiik, hogy a varhato értékek egyenlSk (azaz A = 0 a képletgytijte-
ményben), igy a statisztikank

v X7 —Yg _ 12541100 _

D~ 28,4
Ha a nullhipotézis igaz, azaz a két varhato érték megegyezik, akkor a sta-
tisztika eloszlasa Student n +m — 2 = 11 szabadsagi fokkal. A megfelels
kritikus érték ®7;'(0,95) = 1,8, ami kisebb, mint az 5,4, ezért elvetjiik a
nullhipotézist.
A konfidenciaintervallum a varhato értékek kiilonbségére

(X7 —Ys—@(0,95) - D*, X7 — Y+ ©17(0,95) - D*]
— [103, 205].

5,4.

Latjuk, hogy a 0 nincs benne az intervallumban, ezért vetettiik el a nullhi-
potézist.

A (c) részben a szorasok egyenlGségét kell tesztelni. Ilyen nem volt eladé-
son. Ehhez a korrigalt empirikus szorasnégyzetek hanyadosét kell nézegetni.
Ha ez kozel 1, akkor elhissziik, hogy a két széras azonos, ha kicsi vagy nagy,
akkor nem hissziik el. Pontosabban, ha az elméleti szorasok egyenl6k, akkor

az
Zn

Wm
probastatisztika F eloszlasi n — 1 és m — 1 szabadsagi fokkal. Most vigyazni
kell, mert az F eloszlas nem szimmetrikus a 0-ra (persze, hiszen 6 pozitiv).
Ezért rogzitett o szignifikanciaszinthez vessziik az fi = F, ' (o/2), és
fo=F ._1(1 —a/2) értékeket. Akkor vetjiik el a nullhipotézist, ha az F
statisztika értéke kicsi, azaz F' < f1, vagy ha nagy, azaz F' > f5. Itt egy kicsit
egyszertsithetjiik a dolgot a kovetkezSképpen. Kiszamoljuk a Z,,, V.* (V) ér-
tékeket, és a nagyobbat osztjuk a kisebbikkel az (F) képletben. Ekkor figyelni
kell, hogy mi van a szamlaloban, hiszen ha Z,, > W,,, akkor F,,_; ,,_1 az elosz-
las, kiilénben F,,,_; ,—1. Ekkor csak az fy kritikus értéket kell meghatéarozni,
és ha F' > f, akkor elvetem a nullhipotézist.

Beirva az adatokat, Z; = 522, és W = 502, azaz
522
F = e 1,08.
Persze latjuk mindjart, hogy ezek nagyon egyenlGek, ezért tgyis elfogadjuk
a nullhipotézist. Most 7—1 = 6 és 6 — 1 = 5 a két paraméter (szdmit a
sorrend!), ezért a kritikus érték f = F(0,95) = 4,95. Ez joval nagyobb,
mint a mi F' statisztikdnk, ezért elfogadjuk a nullhipotézist, azaz a szérasok
egyenlGségét. O]

F= (F)
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3.2.6. Egy jaték fizikai terhelhetségére elvégzett tesztek kg-ban a kdvetkezd
eredményeket adtak: 40, 45, 40, 42, 36, 41, 43. A 2019. januar 1. 6ta ha-
talyos EU-s ISO-31415 szabvany szerint a gyermekjatékoknak terhelhetGsége
legalabb 40 kg kell legyen.
(a) Tegyiik fel, hogy a terhelhetGség normaélis eloszlast kovet ismeretlen p
varhato értékkel és ismert o = 3.1 szorassal. Teszteljiik 1%-os szignifi-
kanciaszinten azt a nullhipotézist, hogy a p = 40.

(b) Oldjuk meg a feladatot ismeretlen szoras esetén.

3.2.7. Az FC Barcelona 2019. aprilis 16. - méajus 1. kozott lejatszott 5 mér-
kézésén a Barcelona labdabirtoklasa (%-ban kifejezve) 47, 62, 77, 50, 66.
(a) Adjuk meg a mintahoz tartozo mintaatlagot, a tapasztalati szorasnégy-
zetet és az empirikus eloszlasfiiggvényt!

(b) Tegyiik fel, hogy a labdabirtoklas %-os értéke normaélis eloszlast kovet
ismeretlen p varhato értékkel és ismert o = 10 szorassal. Teszteljiik
5%-os szignifikanciaszinten azt a nullhipotézist, hogy a u = 60.

3.2.8. Az FC Barcelona 2019. aprilis 16. - majus 1. kozott lejatszott 5 mér-
k&ézésén a Barcelona ragott goljainak szama 3, 1, 2, 2, 3.
(a) Adjuk meg a mintdhoz tartozé mintaatlagot, a tapasztalati szorasnégy-
zetet és az empirikus eloszlasfiiggvényt!

(b) Tegyiik fel, hogy a 16tt golok szama Poisson-eloszlast kovet, ismeretlen
A paraméterrel. Adjunk ML és momentumbecslést A értékére!

3.2.9. A haroméves Maté reggelente véletlen idépontban ébred. Az elmilt
5 napban az ébredésekre 6:20, 6:55, 6:30, 7:15, és 6:40 adodott.

(a) Adjuk meg a mintdhoz tartozé mintaatlagot, a tapasztalati szorasnégy-
zetet és az empirikus eloszlasfiiggvényt!

(b) Tegyiik fel, hogy Maté ébredésének idépontja normalis eloszlast kévet
ismeretlen p varhato értékkel és o = 20 szorassal. Adjunk 95%-os
konfidenciaintervallumot az ébredés varhato értékére!

3.2.10. A ’80-as években egy klinikai kisérlet keretei kozott azt vizsgaltak,
hogy a nagy- dézisi kalciumbevitelnek van-e vérnyoméscsokkents hatasa. A
kisérlet id6tartama alatt 10 alany kalciumtablettédkat szedett, mig 11 mésik
ember, a kontroll csoport, placebot kapott. A 12 hetes kisérlet végén a ki-
sérleti alanyok vérnyomésa 100, 114, 105, 112, 115, 116, 106, 102, 125 és
104 Hgmm volt, mig a kontroll csoportban mért vérnyomasértékek 124, 97,
113, 105, 95, 119, 114, 114, 121, 118 és 133 Hgmm voltak. Feltehetd, hogy a
vérnyomasértékek mindkét csoportban normalis eloszlast kdvetnek.
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(a) Tegyiik fel, hogy a kiséreti és a kontroll csoportban azonos a vérnyo-
masértékek elméleti szorasa. Teszteljik le 5%-o0s szignifikancia szinten
azt a nullhipotézist, hogy a két csoportban azonos a vérnyomésértékek
elméleti varhato értéke. Erdemes bevezetni a gyogyéaszatban a nagydo-
zistu kalciumkezelést, mint a ma- gas vérnyomés ellenszerét?

(b) Teszteljiik le azt a feltevést, hogy a két csoportban azonos a vérnyo-
masértékek elméleti szoérasa.

(18)

3.2.11. Ismert, hogy a kakukkok més madarak fészkeibe rakjak a tojasu-
kat. 1940-ben Edgar Chance angol ornitologus azt vizsgalta, hogy a kakukk-
tojasok mérete fligg-e attol, hogy a kakukk milyen fajtajui madar fészkébe
csempészi bele a tojasat. Megmért 16 illetve 15 kakukktojast, melyeket vo-
rosbegyek illetve 0korszemek fészkében talalt. A vorosbegyfészkekben talélt
tojasok atlagos hosszisiga 22,4 mm volt, mig ugyanez az érték az ckorszem-
fészkekben talal tojasoknal 21,2 mm volt. A korrigalt empirikus szoéras a két
minta esetében 0,94 mm illetve 0,68 mm volt. Feltehets, hogy a kakukk-
tojasok hossza mindkét fészekben normalis eloszlast kovet.

(a) Tegyiik fel, hogy a két fészektipus esetében azonos a kakukktojasok
hossza- nak az elméleti szorasa. Teszteljiik le 10%-os szignifikancia
szinten azt a null- hipotézist, hogy a kakukktojasok hosszénak az el-
méleti varhato értéke azonos a vorosbegyek és az 6korszemek esetében.
Adjunk 90% megbizhatosagi szintii konfidencia intervallumot a varhato
értékek kiilonbségére.

(b) Teszteljiikk le az a. pontban alkalmazott feltevésiinket is, tehéat azt,
hogy a két fészektipus esetében megegyezik a kakukktojasok hosszanak
a szorasa. A szignifikancia szint legyen 10%.

(18])

3.2.12. Feldobunk egy nem feltétleniil szabalyos dobokockat 100 alkalommal.
A dobé- sok soran 15 egyest, 15 kettest, 15 harmast, 15 négyest, 20 6tost és
20 hatost kaptunk. A minta alapjan adjunk pontbecslést az egyes értékek
dobasanak a valoszintiségére.
(a) Teszteljiik 5%-os szignifikancia szinten azt a nullhipotézist, hogy a do-
bokocka szabalyos. Teszteljiik kiilon azt a nullhipotézhist, hogy a ha-
tosdobéas valoszintisége 1/6.

(b) Ugyanezt a dobdkockat most 1000 alkalommal dobjuk fel, melybsl 150
egyest, 150 kettest, 150 harmast, 150 négyest, 200 6tost és 200 hatost
kapunk. Oldjuk meg az (a) feladatrészt ezzel a modositéassal!

(18])
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