Valobszintliségszamitas
6. feladatsor: véletlen vektorvdltozdk, vdrhatd érték, kovariancia

1. Egy véallalat egy honapra es profitja a havi teljes bevétel és a havi tel-
jes kiadéas kiilonbségeként all els, ahol a bevétel és a kiadas is valészintiségi
valtozo. A bevétel varhato értéke 120 milli6 forint 30 milli6 forint szoérassal,
mig a kiadas varhato értéke 80 milli6 forint 20 millié forint szérassal. Hata-
rozzuk meg az egy hénapra jutd profit varhatéd értékét és szorasat akkor, ha
a bevétel és a kiadas fiiggetlen, illetve akkor, ha a kozottiik 1évs korrelacios
egyitthato 0,8. A korrelacio fiiggvényében irjuk fel formulaval és abrazoljuk
grafikonon a profit varhato értékét és varianciajat.

2. Bence és Luca testvérek. Ebéd utdn mindketten véletlentdl figgs ideig
alszanak. Bence esetében ez atlagosan 2 o6ra, a szoras 30 perc, mig Luca
esetében 1,5 6ra, 20 perc szorassal. Hatarozzuk meg Bence és Luca egyiittes
(Bence + Luca) alvasanak varhato értékét és szorasat, ha az alvasmennyi-
ségek egymastol fliggetlenek, illetve akkor, ha a kozottiik 1évE korrelacios
egylitthato 0,5.

3. A Real Madrid 2018/2019-es idényben az egy mérkdzésen 16tt goljainak
szama Poisson-eloszlast kovet A = 3 paraméterrel, mig a kapott gbolok szama
Poisson-eloszlast kovet p =0,7 paraméterrel. Adjuk meg a Real Madrid
egy mérkdzésén esett Osszes gol szamanak varhato értékét és szérdsnégyzetét
abban az esetben ha

(a) a l6tt és kapott golok szama fliggetlenek;
(b) a l6tt és kapott golok szamanak korrelacios egyiitthatoja 0,4.

4. Egy szabalyos kockaval n-szer dobunk. Jeldlje X; az egyesek, X9 a ket-
tesek szaméat. Hatarozzuk meg az egyiittes eloszlasukat! Hatarozzuk meg
X1, X5 kovarianciajat és korrelacidjat!

5. Egy szabalyos kockéval N-szer dobunk, ahol N ~ Poisson(\). Jeldlje
X1 az egyesek, Xo a kettesek szamat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast!
Hatéarozzuk meg X1, Xo kovariancidjat és korrelaciojat!

6. Két szabalyos kockaval jatszunk. Jelolje X az els6 kockaval dobott szamot
és Y a dobott szamok nagyobbikat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast és az
Osszeg varhato értékét, szorasat!

7. Legyen az (X,Y) véletlen valtozo. eloszlasa egyenletes az egységkorben.
Hatarozzuk meg az egyiittes eloszlasfliggvényt és a peremeloszlasok stirtiség-
fliggvényeit!



8. Legyen az X és Y véletlen valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye
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Hatarozzuk meg a peremeloszlasokat!

9. Lattuk, hogy abszolut folytonos véletlen vektorvaltozo peremeloszlasai
abszolut folytonosak. Igazoljuk, hogy ez nem megfordithato, azaz mutassunk
X, Y abszolut folytonos véletlen valtozokat, melyek egyiittes eloszlédsa nem
abszolut folytonos!

10. Lassuk be, hogy ha az (X,Y) véletlen vektorvaltozo abszolit folytonos,
akkor P(X =Y) = 0. Az egyiittes strtiségfiiggvénnyel irjuk fel a P(X <Y)
valoszintiséget!

11. Legyenek X1, Xo,..., X, fliggetlen véletlen véiltozok Fi, Fs,..., F, el-
oszlasfiiggvénnyel. Adjuk meg az m, = min{Xi,..., X,} és az M, =
max{Xy,..., X} véletlen valtozok eloszlasat és egyiittes eloszlasat!

12. Legyen f(z,y) = c¢(z +y), 0 < z,y < 1, egy (X,Y) vektorvaltozo
stirtiségfliggvénye. Mennyi c értéke? Adjuk meg a peremeloszlasokat, varhato
érték vektort, kovarianciamatrixot! Szamoljuk ki Xe¥ varhato értékét!

13. Legyen X és Y fiiggetlen Poisson eloszlastu véletlen valtozo A illetve p
paraméterrel. Hatarozzuk meg X 4+ Y és XY varhato értékét és szorasat,
valamint a két valtoz6 kovarianciajat.

14. Legyen az X és Y valtozok egylittes stirtiségfiiggvénye
fla,y) =6e727% (2, >0),

0, kiilonben. Hatéarozzuk meg az egylittes és marginalis eloszlasfiiggvényeket!
Adjuk meg a kovarianciamatrixot!

15. Legyen X véletlen valtozo, melyre E(X?) < co. Mutassuk meg, hogy az
f(z) = E[(X — 2)?] az * = EX pontban veszi 6] a minimumat, ami éppen
D2(X).

16. Stefan Banach erds dohanyos volt. Mindkét zsebében egy-egy doboz
gyufat tartott, 100-100 szal gyufdval. Minden alkalommal, amikor ragyj-
tott taldlomra benytlt az egyik zsebébe, és az abban levs gyufasskatulyabol
kivett egy szal gyufat, majd a dobozt visszatette abba a zsebébe, amelyik-
bél kivette. Egyszer csak azt vette észre, hogy a gyufasskatulya kitirilt.
Hatarozzuk meg a masik zsebében levs gyufak szdmanak eloszlasét!

17. Legyen az (X,Y) véletlen vektor stirtisége f(z,y) = 3/2°, hax >y > 0,
x > 1. Adjuk meg a kovarianciamatrixot!

18. Legyen G = (V,E) egy egyszerii graf, és vi,ve,...,v, a csicsok egy
sorrendje. Minden cstcsra feldobunk egy szabalyos érmét, ha az fej akkor a
cstcs az A halmazba, kiilonben a B halmazba keriil. Hatarozzuk meg az A
és B halmazok kozt futd élek szaménak varhatd értékét!



