Val6szintiségszamitas
4. feladatsor: fiiggetlenség, véletlen vdltozdk

1. Legyen A 6nmagatol fiiggetlen esemény. Mutassuk meg, hogy P(A) = 0 vagy 1!

2. Valasszunk talalomra az 1,2, ...,n szamok kozil ugy, hogy mindegyiket 1/n valészintséggel
valasztjuk. Jelolje A, azt az eseményt, hogy a valasztott szam p-vel oszthato.

(a) Igazoljuk, hogy ha p; és pa relativ prim és pipa|n, akkor A, és A, figgetlenek.
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ahol ¢(n) az Euler—féle fiiggvény, azaz ¢(n) az n-nél kisebb n-hez relativ prim pozitiv egészek
szama.

(b) Igazoljuk, hogy

3. Legaldbb hany lottoszelvényt kell kitdlteni ahhoz, hogy egy sorsolasnal a telitalalat valoszi-
niisége legalabb 1/2 legyen? Legaldbb hany hétig kell jatszani egyetlen szelvénnyel, hogy annak
a valoszintisége, hogy legalabb egyszer volt telitalalatunk legalabb 1/2 legyen?

4. Egy dobodkockaval tizszer dobunk. Jelolje A azt az eseményt, hogy az els6 5 dobas sorén
nincs hatos, B pedig azt, hogy tiz dobas kozt nincs egyes. Mekkora az A és a B események
valoszintisége? Fliggetlenek-e A és B?

5. Egy dobokockéval n-szer dobunk. Jelolje A azt az eseményt, hogy az elsé m dobés soran nincs
hatos, B pedig azt, hogy az n dobés kozt nincs egyes, m < n. Mekkora az A és a B események
valoszintsége? Igazoljuk, hogy P(AN B) < P(A)P(B).

6. Legyenek x € [0,1] és m,n € N. Bizonyitsuk be (lehetsleg valoszintiségi gondolatmenettel),

hogy
l1-z""+1->1-2)™">1.

7. A szultan birodalménak mind az 1024 matematikusat boértonbe zaratta. Mindegyikiik csak a
sajat réztalléros érméjét tarthatta meg. A matematikusok tudjak, hanyan vannak, de semmiféle
modon nem képesek kommunikilni egymaéssal. A szultén a sziiletésnapjan nagy kegyesen a
kovetkezs jatékot ajanlotta a matematikusoknak: az udvaron egyenként vagy 0-t, vagy 1-et
mondanak. Ha a mondott szamok 6sszege 1, akkor szabadon bocsatja Sket. (A matematikusok
nem adhatnak jelet egymésnak, nem tudjak, hogy Gket hanyadiknak vitték ki, vagy hogy az
elgttiik az udvaron 1évék mit csinaltak.) Mekkora eséllyel szabadulhatnak ki a matematikusok?

8. Eloszlasfiiggvények-e a kovetkezs fliggvények?

0, ha z <0,
W rm={% milo
(b) F(zx)=e*¢"

0, ha z < 0,
(c) F(x)_{ 1-1=2"" haxz>0.



9. Az alabbi szamsorozatok koziil melyek alkotnak valdszintiségeloszlast?
(a) pFq?, ahol p € (0, 1) g=1-p, k=1,2,..;
(b) k(k+1) k=12,
(c) 3k /kle™3 k=0,1,2,....

10. Strtségfiiggvény-e?

(a) f(z) = Lo, (z)sinz)/2;

(b) f(2) = I(1,00) ()2

(c) f(x) = Lo,00)(x)Ae™ A% ahol A > 0.
(d) flz)=(m (1+$)) L

11. Egy embernek n egyforma kinézetii kulcsa van, melyek koziil pontosan egy nyitja az ajtot.
Emberiink véletleniil valasztva sorra probalja a kulcsokat addig, amig a jo kulcs el6 nem kertil.
Jelolje X a sziikséges probalkozasok szaméat. Adjuk meg X eloszlasat, ha

(a) a kiprobalt rossz kulcsokat mindig félreteszi;
(b) a kiprobalt rossz kulcsokat sose teszi félre.

12. Adjunk példat olyan F eloszlasfiiggvényre, mely tiszta ugrofiiggvény, és barmely a < b esetén
F(b) — F(a) > 0!

13. Otoslotton egy szelvénnyel jatszva hatarozzuk meg a talalataink szaménak eloszlasat!

14. Szaz alma koziil tiz férges. Véletleniil kivalasztunk 6t6t! Adjuk meg a férges almék szamanak
eloszlasat!

15. Hatéarozzuk meg az 6toslotton kihtizott legkisebb szam eloszlasét!

16. Egy csomag francia kartyat megkevertiink, majd egyesével kihtizzuk a lapokat. Adjuk meg
a méasodik asz helyének eloszlasat?

17. Egy urnaban 101 goly6 van, koziiliik pontosan harom piros. A golyokat visszatevés nélkiil
egyesével kihuizzuk. Jelolje X a mésodik piros sorszamét. Adjuk meg X eloszlasat!

18. Valamely novényfajta magjaibol 4116 mintaban a hibas magok szama A paramétert Poisson—
eloszlasi véletlen véltozo. Minden mintat 3 technikus vizsgal meg egymas utén, hogy eltavolitsak
a hibds magokat. Az i-edik technikus p; < 1 valoszintiséggel veszi észre a hibas magokat; dontései
az egyes magokra nézve fliggetlenek, és az egyes technikusok is egymaéstol fiiggetleniil dontenek.
Hatéarozzuk meg az el nem téavolitott hibas magok eloszlasat! (X Poisson-eloszlasu A paraméter-
rel, ha P(X = k) = e *\F/R!)

19. Egy szabalyos kockaval N-szer dobunk, ahol N ~ Poisson()). Jelolje X; az egyesek, Xs a
kettesek szamat. Adjuk meg az egylittes eloszlast!

20. Mutassuk meg, hogy két fiiggetlen Poisson—eloszlasa véletlen valtozd Osszege is Poisson—
eloszlasa!



