Valoszintiségszamitas
3. feladatsor: Feltételes valdsziniséy, figgetlenség
Megoldésok

1. Aladar a pénzét harom egyforma boritékban tartja. Az els6ben két ezer-
forintos, a masodikban egy ezer- és egy kétezerforintos, a harmadikban egy
ezer és harom kétezerforintos van. Aladar talalomra kivesz egy boritékot, és
onnan egy bankjegyet. Mennyi a valoszintisége, hogy ezerforintost huzott?

Megoldas. Jelolje A, B, C' azt, hogy az els§, masodik, vagy harmadik
boritékot valasztotta Aladar, E pedig az, hogy ezerforintost huzott. Ekkor
A, B, C teljes eseményrendszer, hiszen diszjunktak (pontosan egy boritékot
valaszt), és lefedik az eseményteret (valaszt boritékot). A feladat szerint
minden boritékot egyforma valdszintiséggel valaszt, azaz

1
P(4) = P(B) = P(C) = 5,
tovabbé az egyes boritékokbdl hiizva az ezres valoszintisége

P(E|A)=1, P(E|B)= % P(E|C) = }1

Tehat (formalisan a teljes valoszintiség tételét hasznaljuk)

P(E) = P(A) - P(E|A) + P(B) - P(E|B) + P(C) - P(E|C)

1 1+1+1 T
3 2 4] 127

2. Az 52 lapos francia kartyabol kiosztanak 13 lapot. Legyen A az az ese-
mény, hogy pontosan 2 aszt kaptunk. Hatarozzuk meg a P(A|B;) feltételes
valoszintiségeket, ha

(a) B azt jelenti, hogy van legalabb egy aszunk;
(b
(c

(d) By azt jelenti, hogy a kiosztott lapok koziil az elss a kér éasz.

By azt jelenti, hogy a kér asz nalunk van;

)
) Bs azt jelenti, hogy a kiosztott lapok koziil az elss asz;
)

Megoldas. Definici6 szerint

P(ANB))

P(A|B;) = “P(B)



tehat ezeket a valdszintiségeket kell meghatarozni.
(a) Azt vizsgaljuk, hogy milyen lapokat kaptunk. Mivel 52 lap koziil
kapunk 13-at, ezért az Osszes esetek szama

52

13)°
Ha van legalabb egy asz, akkor vagy pontosan egy, vagy pontosan 2, vagy pon-
tosan 3, vagy pontosan 4 dszunk van. (A ’legalabb’-ot mindig szét kell szedni

'pontosan’-ok uni6jara.) Ennél egyszertibb, ha attériink a komplementer sza-
molésara, hiszen az azt jelenti hogy nincs aszunk. Tehat a kedvez&tlen/rossz

esetek szama
48
13)’
hiszen ekkkor a 48 nemész lap koziil kaphatunk. Tehat

(13)
(15)
Az AN B; esemény azt jelenti, hogy A és Bj is bekovetkezik. Ez ANB; = A,
azaz pontosan 2 dszunk van. Ennek a valosziniisége

PN By - p(a) - D)

52\
(1s)
hiszen az 0sszes eset maradt, a kedvezénél pedig a 4 asz koziil valasztunk 2-t,
a maradék 11 lapot pedig a 48 nemész koziil kapjuk. Osszegezve

_ G
(i) = ()

()6
PANB) _ (3)

(b) Most is csak az érdekel, hogy milyen lapok vannak nalunk. Tehat az

0sszes eset
52
13)°

A B, eseménynél a kedvezd esetek azok, amikor a kér dszt kivettuk magunk-
nak, és a maradék 51 lapbdl valasztunk 12-t, azaz

()



Vagyis a keresett valoszintiség

Az AN B, esemény azt jelenti, hogy nalunk van a kér asz, és még pontosan
egy asz van nalunk. A kedvezd esetek szama

3\ (48
1/)\11)°
hiszen a 3 aszbdl valasztunk egyet, a nemészok koziil pedig 11-et. Tehat

() ()
P(A N Bg) =~ En
(1s)
ahonnan a keresett feltételes valoszintiség
3 (48
P(A N BQ) _ (1) (11)
A
P(By) (12)
(c) Most olyan eseményre kérdez ra a feladat, amiben van els6 lap. Amikor
az Osszes eset (fg) akkor van a keziinkben 13 lap, de nincs sorrendje, tehat
nincs elsg lap. Tehat azon a valosziniiségi mez6n, amin az (a—b) részben

dolgoztunk, a Bz esemény nem vizsgalhatd. Olyan mez6 kell, amiben van
els6 lap, meg 12 méasik. Ekkor az Gsszes esetek szama

52
13
(1) 2

hiszen kivettem a 13 lapot, és abbol kijeldltem, hogy melyik volt az elss. (Ez
persze ugyanaz, mint 52 - (51) .) A kedvezd esetek szdma a Bs eseménynél

12
1
4 - > ,
12
hiszen az els6 lap a 4 asz koziil valamelyik, a tobbi meg akarmi lehet. Tehat

4-(p) _ 1

P(A|By) =

P(B;3) = z5m = —.
(13) 1313
Persze, hiszen annak a valdszintisége, hogy egyetlen lap éppen asz az % = %3

Az AN B3 esemény azt jelenti, hogy az els§ lap asz, és még pontosan egy
aszt kapunk. A kedvez§ esetek szama

() ()
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hiszen az els ész 4-féle lehet, utan a 3 megmaradt aszbol kell egy, és a 48
nemészbol pedig 11. Tehat

4- () - (i)

P(ANB;) =

52 ’
(13) 13
igy a keresett feltételes valoszintiség
(1)
Alpa - PANB) s 12- (1)
P( |B3) - P(B ) - 1 - 52
3 13 (13)

(d) Megint van elsé lap, ezért a (c)-részbeli mezén vagyunk. Annak a
valoszintisége, hogy az els6 lap a kér asz 1/52, hiszen 52 lapbol valasztunk

egyet, tehat
1
P(B,) = —.
(Ba) = 53
Az AN By azt jelenti, hogy az els lap a kér asz, és utana még pontosan egy
aszt kapunk. Az Osszes esetek szama

52
-13
(1)
a kedvezs esetek szama pedig

() ()

hiszen az els6 lap csak a kér asz lehet, utan pedig 1 szt hizunk 3 koziil, és
a 48 nemasz koziil 11-et. Igy

3. (48)
P(ANBy) = .
(13) 13
A keresett feltételes valoszintiség
3.(48
P(ANB) _ ([ _ 12 (1)
P(A|B,) = 4 ) 11
P(By) 5 (1)

3. Egy cukrészdaban 3 cukrasz A, B és C siit siiteményt, és a siitemények 2,
3 illetve 5%-at rontjak el. A stitemények 50%-at A, 30 %-at B, 20%-at pedig
C késziti. Mennyi a valoszintisége, hogy A siitotte a siiteményt, feltéve, hogy
az 1ossz?!



Megoldas. Ez tipikus Bayes-tételes feladat. Jeldlje A, B,C azt, hogy ki
siitotte a siiteményt, R pedig azt, hogy rossz a siitemény. Ekkor

P(A)=0,5, P(B)=0,3, P(C)=0,2,
valamint
P(R|A)=0,02, P(R|B)=0,03, P(R|C)=0,05,

Arra vagyunk kivancsiak, hogy egy rossz siiteményt milyen valészintiséggel
készitett A szakécs, azaz P(A|R). Definici6 szerint

P(A[R) = %

Annak a valoszintisége, hogy egy siitemény rossz

P(R)=P(A)-P(R|A) +P(B)-P(R|B) + P(C) - P(R|C)
=0,5-0,02+0,3-0,03+0,2-0,05 = 0,029,

és
P(RNA)=P(A)-P(R|A) =0,01.
Tehat 0.01 10
P(A =1 =_,
( |R> 0,029 29

4. A koronavirus teszt hatékonysaga fiigg attol, hogy a fert6zott hany napja
kapta el a betegséget. Tegyiik fel, hogy a fert6zés minden esetben 12 napig
tart (ez kb. igaz, ezért van 14 nap karantén). Ha a fert6zott 1 —3 napja kapta
el a betegséget, akkor a teszt ezt nem tudja kimutatni, ha 4 — 5 napja, akkor
0,5 valoszintiséggel mutatja ki, ha 6 — 12 napja, akkor 0,75 val6szintiséggel
(ez nagyjabol stimmel). Feltehetjiik, hogy egy fert6zott egyén az elmult 12
nap barmelyikén egyforma valészintiséggel fert6z6dott meg.

(a) Mekkora a valoszintisége, hogy egy fertézott egyén tesztje negativ?

(b) Mivel ez igy nem tul hatasos, a kovetkez§ a szokasos eljaras. A vizs-
galand6 egyént letesztelik, majd karanténba kiildik (ahol elvileg nem
fert6z6dhet meg), és két nap mulva tdjra letesztelik. Csak akkor engedik
ki a karanténbol, ha mindkét tesztje negativ. Mekkora a valészintisége,
hogy egy fert6zott mindkét tesztje negativ, és még mindig fert6z67 (Ve-
gyiik észre, hogy a beteglink a masodik teszt utan meggyogyulhatott,
ha elég régen fert6z6dott meg.)



Megoldas. (a) Aszerint kell felbontani az eseményteret, hogy a beteg hany
napja fert6z6dott meg. Jelolje A, B, C azt az eseményt, hogy a beteg 1 — 3,
4 — 5,6 — 12 napja beteg, T pedig azt, hogy a teszt pozitiv. Ekkor
3 2 7
P(A)=—, P(B)=—, P = —.
A teszt hatékonysaga
P(T|A) =0, P(T|B)=0,5 P(T|C)=0,T75.

Annak a valoszintisége, hogy pozitiv a teszt

P(T) = P(A) - P(T|A) + P(B) - P(T|B) + P(C) - P(T|C)
1 1

7
— — . — . _ = 2
1 0+6 0,5+12 0,75 = 0,52,

azaz annak a valdszintisége, hogy egy fert6zott tesztje negativ
P (negativ a teszt) = 1 — P(T") = 0,48,

ami tényleg nem tul hatékony.

(b) Most tovabb kell osztani az eseményteret, hiszen ha a beteg az els
teszt el6tt 1 — 3 nappal fert6z6dott meg, akkor a masodik teszt napjan mar
3 — 5 napja beteg. Az viszont nem mindegy, hogy 3 vagy 5, hiszen mas a
teszt hatékonysaga. Jelolje C; azt azt eseményt, hogy a beteg az elsé teszt
el6tt ¢+ nappal betegedett meg, ahol : = 1,2,...,12. Ekkor

P(A)=—, i=1,...,12.

Jelolje N azt az eseményt, hogy mindkét teszt negativ lett és még beteg a
masodik teszt utan is. Mivel pontosan 12 napig tart a betegség, ezért ha
valaki az els6 teszt el6tt 11 nappal fert6z6dott meg, akkor a mésodik teszt
utdn mar egészséges. Azaz, ekkor nem kell szamolgatni,

P(N[|An) = P(N[A;2) = 0.

Ha Aj kovetekezett be, azaz az els§ teszt el6tt 3 napja fertéz6dott meg a
beteg, akkor az elsé teszt biztos negativ. A masod tesztkor mér 5 napja
beteg, igy az 0,5 valoszintiséggel negativ. Azaz

P(N|A;) =1-0,5=0,5.



A tObbi eset hasonldan szamolhato:

P(N|Ay) =1,
P(N|A;) =P(N|A5) =0,5-0,25 = 0,125,
P(N|A;) =0,25-0,25=0,0625, i=6,7,...,10.

Osszegezve
12
P(N) =Y P(4)P(N|4))
=1

1

= E(1—|—2-O,5—|—2-0,125+5-0,0625+2-0) =0,21.

Ez mér lényegesen jobb, de 100 fert6zottbsl 20 még mindig atcsiszik. Azt is
vegylik észre, hogy 16 mar felgyogyul (1/6 = P(A1; U Aj2) a valdszintsége,
hogy a masodik teszt idejére méar letelt a 12 nap), tehat a 2 negativ teszt
feltétel az valojaban 84 betegbdl sztr ki 64-et.

9. Tegyiik fel, hogy egy alkatrész meghibasodasanak valoszintisége a (t,t+ h)
intervallumban, feltéve, hogy t ideig miikodott, Ah + o(h). Hatérozzuk meg
annak a p(t) valoszintiségét, hogy az alkatrész legalabb ¢ ideig miikodott! (A
f(h) =o(h) (’kis ordé h’) jelentése limy o f(h)/h = 0.)

Megoldas. Jelolje A; az az eseményt, hogy az alkatrész legalabb t ideig
miikodik. Ekkor P(A;) = p(t). Vilagos, hogy A; D A ha s > ¢, hiszen ha s-
ig mikodott, akkor t-ig is. Az az esemény, hogy meghibéasodik a (t,t+h)-ben
At\At+h~ Tehéat

P(A\Ain|Ar) = Ah+ o(h).

A feltételes valoszintiség definicidja, és a valosziniiség tulajdonsagai szerint

P(AN\A ) P(A;) — P(4, p(t) —p(t +h)
P(A\Arn]A)) = P(At)+h S et < h_ PO

Visszairva és atrendezve kapjuk, hogy
p(t) = p(t + h) = p(t)Ah + p(t)o(h).

Osszunk le h-val, majd vegyiik a h — 0 hatarmenetet. Ekkor a derivalt és a
o(h) definici6ja szerint

L PO —pE+h) _o(h)
A




igy
—p/(t) = Ap(t).

Ennek a megoldasa p(t) = Ce . Valoban, szorozzunk &t e*-vel

d

S(D() = AMp(t) + M (1) = AMp(t) + N (- \p(t)) =0,

ahonnan adodik, hogy p(t) = Ce . Mivel p(t) valoszintiség, és p(0) = 1,
ezért C' =1, tehat
pt) = e

10. A sztochasztika tanszék egyik oktatoja p valoszintiséggel szokott bejonni
a tanszékre. Ha ismer@seinek azt mondta, hogy aznap bejon, akkor annak a
valoszintisége, hogy pontosan k-an keresik telefonon e #u*/k!, ha pedig azt
mondta, hogy nem, akkor e *X¢/k!, k =0,1,..., 0 < A\ < p. Feltéve, hogy
k hivas érkezett, mennyi a valdszintisége, hogy aznap bent volt az oktatd?
Vizsgaljuk a k — oo esetet.

Megoldas. Jelolje A, azt az eseményt, hogy pontosan k-an keresik telefonon,
B pedig azt, hogy bejon. Ekkor

Mk /\k:
P(B) =p, P(A:B)= e “H P(ARBC) = Fe*& k=0,1,2,....
A kérdés P(B N Ay)
P(B|A,) = —— %
(BlA) = =5ray
ahol
P(Ax) =P(Ar N B) + P(A, N BY)
— P(B)P(Ax|B) + P(B)P(A4,|B°)
Nk k N
=pge “—l—(l—p)He’ .
Tehat
k
phye pe
P(B|A —
(Bl = pk,e “H4(1— )k,e A opet 4 (1T =p) (A p)ke?
Mivel A < p

lim P(B|Ax) = 1.

k—o0
Ez valahogy logikus, mert tobben keresik akkor, ha azt mondja, hogy bejon.
Ha nagyon sokan keresik, akkor egyre valészintibb, hogy bent van.



15. A parti tlizérség 1 km tévolsagban felfedez egy ellenséges cirkalot, és
elkezd ra tiizelni, percenként egy lovést adva le. A cirkalo az elsd 16vés le-
adasakor menekiilni kezd 60 km/h sebességgel. A taldlat valoszintsége = km
tavolsig esetén 0, 75 22, Ha egy 16vés talalt, akkor még mindig 1/4 val6szin-
séggel a cirkalé nem siillyed el, és toviabb menekiil. Mekkora val6szintiséggel
menekiil el a cirkalo?

Megoldas. Ez egy nehéz feladat.
Jelolje A,, az azt eseményt, hogy a cirkalo tuléli az n-edik 16vést. Nyilvan
Ay D Ay D ... monoton csokkens halmazsorozat, és ha A az az esemény,
hogy elmenekiil, akkor
N A, = A

A valo6szintiség tulajdonsagai szerint

P(A) = P(N2,A,) = lim P(4,).

n—oo
Nyilvan
1 3 1 3 , ..
P(A4) = 111 (nem talal, vagy talal, de nem siillyed).
Hasonloan,
3 31 9
P(A,)=PA, 1) |l——+-—-]|=PA4,- —
(An) = P( 1)< An? 4n24> ( 1>( 16n2>

PA) =]] (1 - 169k2) .

A valoszintiségszamitas része kész a feladatnak. De ez mennyi?

A Stirling-formula szerint (ezt egy kicsit késébb belatjuk, de biztos els-
kertilt valamibél korabban)

n :
n! ~ (—) 2mn, amint n — oo.
e

Most egy egyszert, de elég maceras szamolas jon. Vezessiik be szemifaktori-
alis jelolést:

Cn+1)I=1-3-5-...-2n+1),2n)!!=2-4-6-...-(2n) = 2"nl.

9



Mivel
L9 (4k-3)-(4k+3)
16k2 16k2 '

igy, a Stirling-formuléat beirva

" C Un+3)n (4n + 3)!
H((4k—3).(4k+3)) “3nt 1) 30n s 2R h(n 1)
1 (4t yint3, fom(dn + 3)

~

3(4n + 1)22nHL (2tly2ntl o7 (2n + 1)

)
V2 (4n + 3)4n+3
3(4n + 1)22n+1e2n+2 (2n + 1)2n+1'

Ezt beirva
ﬁ 1 9 V2 (4n + 3)int3 1
3(4n + 1)22n+1e2nt2 (2  1)2nt1 16n(%)2n2ﬂ.n

V2 (4n + 3)4n+3 1
3(4n 4 1)22nt1e2 (2n + 1)2n+In2n 16720

Még gyurni kell, de minden egyszert analizis. Egyrészt

4 3)3
lim (n—|— )

= 8.
n—oo (4n+1)(2n + 1)n

Maésrészt )
(n+3)" e [(n£3/4)217
NPT obn | NPT
(2n + 1)2mn2n (n+1/2)n
A jobb oldalon szereplé masodik tényez6 1°° tipusu hatéarérték. Az alapot
atirva

42 nP4+in+ 2 n+ 2 1
(n+3/4) _ 2" T16 — 1 4 16 =1+~ +0(n?).
(n+1/2)n n? +5n n? +sn n
Tehat (n 4342\ . .
n -+ -2
S0 R .
(Grimn) = (o) o
Osszegezve,

ﬁ(l 9) V2.8.20m /2.2

T 16k2 ) T 3. entie21gn2r. | 3n

10



Tehat
2v/2
v
Ezt mashogy is lehet. Ha p egy valos egyiitthatos n-ed foka polinom, és
gyokei x4, ..., x,, akkor

P(megmenekiil a cirkalo) =

A sinz fiiggvény zérushelyei 0, km, k € Z, ezért a fenti elGallitas a sinz/x
fliggvényre a kovetkezét adja:

keZ\ {0}
=7 H (1 B k27r2>
k=1

Itt persze csaltunk, mert a sinx az nem polinom. A végtelen szorzat alak a
Weierstrass-féle faktorizacios tétel, ami lehet, hogy lesz majd komplex fligg-
vénytanbol. Innen az x = 37 /4 helyettesitéssel

00(1 9 >:sin%7r:\/§-2.

 16k2 35 3

4

k=1
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