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Definicio

A B esemény bekévetkezése nem befolyasolja az A
bekovetkezését, ha

P(A[B) = P(A),
ahonnan P(An B) = P(A)P(B).
Definicio
Az A és B események fliggetlenek, ha P(An B) = P(A)P(B).



Definicio
Az A és B események fliggetlenek, ha P(An B) = P(A)P(B).

» a flggetlenség szimmetrikus

» a biztos és a lehetetlen eseménytél minden esemény
flggetlen HF



Példa

Francia kartyapaklib6l huzunk egy lapot. D: damét hdzunk, K
kort hazunk.

Ekkor DN K az az esemény, hogy a kér damat haztuk ki, igy
P(DN K) = 1/52. Ugyanakkor P(D) =4/52 = 1/13 és

P(K) =13/52 = 1/4, azaz a két esemény fliggetlen.



Példa

Foldobunk n-szer egy szabalyos érmét. Legyen A az az
esemény, hogy legfeljebb egy fejet dobunk, B pedig az, hogy
legalabb egy fejet és egy irast dobunk.

Ekkor P(A) = (n+1)/2",P(B) =1—-2/2", és

P(An B) = n/2". Azaz A és B pontosan akkor flggetlenek, ha

n+12"-2 n

= P(ANB)

teljestl. Innen kis szamolgatéssal kapjuk, hogy A és B
flggetlenek, ha n = 3, kiilénben pedig nem azok.



Harom esemény fliggetlensége

Definicié

Az A, B, C események fliggetlenek, ha

P(An B) = P(A)P(B),

P(An C) =P(A)P(C),

P(BNC)=P(B)P(C),

és P(ANn BN C) = P(A)P(B)P(C).

Tovabba, az A, B, C események paronként fiiggetlenek, ha
barmely ketto fliggetlen.
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Példa
Véalasszunk egyenletes eloszlas szerint egy pontot a [0, 1]
egységnégyzetben.

» A:apontal0,1] x [0,1/2] téglalapba esik (piros);

» B:apontaz[0,1/2] x [0, 1] téglalapba esik (kék);

» C:apontal0,1/2] x [1/2,1]U[1/2,1] x [0,1/2] halmazba

esik (z6ld);
B

Kénnyen ellendrizhetd, hogy
A, B, C péaronként flggetlenek, de
nem fuggetlenek. HF




Tdbb esemény flggetlensége

Definicid

Az Aq, Ao, ..., A, események figgetlenek, ha barmely

ke{2,3,...,n} és1<ij <h<...<ik<nesetén
P(A,’1 Nn...N Aik) = P(A,‘1 ) C P(A,k)

Végtelen sok esemény akkor fliggetlen, ha kdzilik barmely
véges sok fliggetlen.



Allitas

Ha az Ay, ..., A, események fiiggetlenek, akkor tetszbleges
ke{1,2,...,n} esetén az {Ay,...,Ax} eseményekbdl ill. az
{Aki1,...,An} eseményekbdl alkotott események fliggetlenek.

Ezt nem bizonyitjuk. Az allitas szerint példaul ha A, B, C, D
flggetlen események, akkor AU B és C N D is fuggetlenek. HF



Allitas
Flggetlen események kézil ha néhanyat kicseréliink a
komplementerére, akkor is fliggetlen eseményeket kapunk.

Legyenek A¢, Ag, ..., A, fliggetlenek. Nyilvan elég megmutatni,
hogy AS, Ao, ..., An is fliggetlenek. Hiszen ekkor egyesével
kicserélhetlink akarhany eseményt. A definiciét elég az

1 =11 <k <...<lIx < nesetben ellendrizni, hiszen ha A§
nincs a kivalasztott események kozt, akkor a feltevés szerint
teljesil a fliggetlenség. Ekkor viszont, eldbb a mérték
tulajdonsaga, majd a flggetlenség miatt

P(A{NA,N...NA,)=PA,Nn...NA,)—PAINA,N...NA,)
=P(A,)...P(A;,) — P(A1)P(A,)...P(A,)
=[1=P(A1)IP(A;) ... P(A;)
= P(A7)P(A;) ... P(A;),

amit igazolni kellett.



w(n)

Definicio (Euler-féle p-fliggvény)

©(n) az n-hez relativ primek szama az {1, ..., n} szamok
kozott.

Tétel (Euler, 1763)
LegyenekK p1, ..., px az n primosztéi (multiplicitas nélkdl). Ekkor

gp(n):n(1—pf1>...<1—p,j1>.



Bizonyitas

» A p(n)/n hanyados éppen annak a valészinlisége, hogy
az {1,...,n} szdmok kdzul egyenletes eloszlas szerint
egyet vélasztva, n-hez relativ primet kapunk.

» Legyenek py,..., px az n primosztoi (multiplicitds nélkal),
és jeldlje A; azt az eseményt, hogy a valasztott szam p;-vel
oszthat6. Ekkor

0 1
PA)=2 = —
(A) n p’
és
n
PyPy-p; 11 1

P(A,’1ﬁA,'2ﬂ...ﬁA,},): n _prTp,
1 M lj

azaz az Ay, ..., Ax események figgetlenek



Bizonyitas

» n-hez relativ primet valasztunk = a vélasztott szam nem
oszthatd n egyetlen primosztojaval sem
=ATNASN...NAL.

» A flggetlenség miatt

Atszorozva kapjuk az allitast.



Craps jaték

Egyesiilt Alamokban népszeri, 1820 ké-
ril terjedt el New Orleansban.

A jatékos két dobokockaval dob. Ha az
els6 dobasnal a dobott szamok 6sszege
7 vagy 11, akkor azonnal nyer, ha 2,3
vagy 12 akkor veszit. Kulénben folytatja
a dobasokat, és akkor nyer, ha hamarabb
dobja meg azt az 6sszeget, amit els6re

dobott, minta 7-et.
Mennyi a nyerés valészinlisége?




Craps

A: nyerlink, A;: az els6 dobas eredménye i és nyerink.
A=A>UA3U...UAq2, €sazunio diszjunkt.
Vilagos, hogy P(Az) = P(A3) = P(Aq2) = 0, tovabba

6 1 , 2 1
P(A7) = % = é, es P(A11) = % = ﬁ’



Craps

Ha az els6é dobasnal az 6sszeg 4,5, 6, 8,9 vagy 10 akkor a

dolog érdekesebb.
A, n: az elsd dobasnal az 6sszeg i és pontosan az n-edik

dobasnal nyeriink. Nyilvan

Ai = U 5A; n,  €s az unio diszjunkt.



Craps

A47n:
» az elsd dobasnal az 6sszeg 4, ((1,3),(2,2),(3,1)), és
mivel nyertlnk, az utols6 dobasnal is 4 az dsszeg.

> A koézbilsd n — 2 dobas soran nem dobtunk 4-et, és 7-et.
lgy 3 + 6 esetet zartunk ki. Ezek szerint

3.(36-9)"2.3 9 [27\"?
PA) =360 ~3e2\38) -

A geometria sort 6sszegezve

> 9 /27\"?% 1
P(A) = 3 P(Asn) = 505 (36> - L
n=2



Craps

Hasonl6éan HF

P(A4n) = P(A10,n) = 2 <27>

362 \ 36

16 (26"
P(As.) = PlAar) = o  o¢

25 (25\"?
P(er) =P(er) = o (50)

majd a megfelel6 geometriai sorokat 6sszegezve

P(As) = P(A10) = o

36’
P(As) = P(Ag) = 425
P(As) = P(Ag) = 2

396



Craps

Végqiil azt kapjuk, hogy

12
244
P(A) =) P(A) = 295 ~ 0,493,



