Valoszintiségszamitas
2. feladatsor: Szita formula, kombinatorikus és

geometriar valosziniség, vegyes
Megoldésok

1. Egy vendéglGben az egyik asztalnal 9 vendég iil. Négyen kolat, harman
sort rendeltek, ketten pedig dsvanyvizet rendeltek. A kissé feledékeny pincér
emlékszik, hogy mibdl mennyit rendeltek, de azt mar elfelejtette, hogy ki mit
kért. Ezért véletlenszertien osztja ki az italokat. Mekkora a valoszintisége,
hogy mindenki azt kapja, amit rendelt?

Megoldas. A vendégeknek az italokat 9!-féleképpen oszthatja ki a pincér.
Ekkor megkiilonboztettiik a koldkat! A kedvezd leosztasok szama

41.31.2

hiszen a kolakat 4!-féleképpen oszthatja ki jo, a soroket 3!-féleképpen, a vi-
zeket pedig 2-féleképpen. Tehat a keresett valoszintiség

4r-31-2

P( mindenki azt kapja amit rendelt ) = ol

2. megoldas. Nem kell megkiilonboztetniink az azonos italokat. Ekkor az
Osszes esetek szama

9!
41.3!.2’
hiszen a kolakat 4!-féleképpen, a soroket 3!-féleképp, a vizeket 2-féleképp
permutalhatjuk. Ha az 0sszes eseteket igy szamoljuk, akkor kedvezd eset csak
1 van, amikor mindenki azt kapja amit kért. Tehat a keresett valoszintiség

4r-31-2

P( mindenki azt kapja amit rendelt ) = o

ami persze ugyanaz, mint az el6bb. Tobbféleképpen szamolhatjuk az esete-
ket, de arra kell nagyon iigyelni, hogy ugyanigy szamoljuk az Gsszes esetet,
mint a kedvezét.

3. Mekkora a valdszintisége, hogy az 6toslotton kihtzott szamok kozott nem
lesznek egymaést kovetdk?



Megoldas. Ez egy kicsit nehezebb. Mivel 90 szdm kozil valasztunk ki 6tot,
igy az Osszes esetek szama

90

- -

A kedvezs eseteket triikkos Osszeszamolni. A keresett esemény
A:{(’il,ig,...,i5) 1<y <i2—1<i3—2<’i4—3<i5—4§86},

hiszen az, hogy nincsenek szomszédosak, pontosan azt jelenti, hogy 7o > ;+1,
13 > o+ 1, ..., 15 > iy + 1, ami atrendezve ugyanaz ami font van. Ekkor
majdnem kész is vagyunk, hiszen az (i1,io—1,...,i5—4) az 1, ..., 86 szdmok
koziil kivalasztott szamotos, azaz az ilyenek szama

86
- )
Valojaban megadtunk egy bijekciot (egy-egy értelmii leképezést) a nemszom-

szédos szamotosok halmaza és az 1,. .., 86 halmaz szamotosei kozott. Tehat
a keresett valoszintség

P (nincs szomszédos) = -~

4. Egy pénziigyi befekteté cég harom cégbe fekteti pénzét, melyek rendre
0,19, 0,25, illetve 0, 28 valoszintiséggel mennek csédbe az elkovetkezs 6t év-
ben. Annak a valdszintisége, hogy az els6 és a mésodik cég is cs6dbe megy
0,05, hogy az els6 és a harmadik is cs6dbe megy 0, 1, mig hogy a méasodik és
a harmadik is becs6dol annak is 0, 1. Annak az esélye, hogy mindharom cég
becs6dol 2%. Mennyi a valdszintisége, hogy

(a) az els6 vagy a masodik cég cs6dbe megy?

(b) egyik cég sem megy csédbe?

Megoldas. Ez egy egyszeri szita-formulas feladat. Jelolje A, B, illetve C'
azt az eseményt, hogy az els6, masodik, illetve harmadik cég cs6dbe megy
az elsé ot évben. A feladat megadja a egyes, kettes és harmas metszetek
valoszintiségét.

(a) Az, hogy az elsé vagy a masodik cég cs6dbe megy a A U B esemény.
Ennek a valoszintisége

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB)=0,19+ 0,25 — 0,05 = 0, 39.
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1. dbra. Az els6 vagy a mésodik cs6dbe megy.

s
U

2. abra. Egyik sem megy csédbe.

(b) Az, hogy egyik cég sem megy csédbe, az a (AU B U C)° esemény. A
szita formula szerint

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)
—P(ANB)-P(ANC)-P(BNCQC)
+P(ANBNC)

=0,19+0,25+0,28 —0,05—-0,1—0,1+ 0,02
=0, 45.

7. Egy urnaban k-féle szint goly6 van, mindegyik szintibél ugyanannyi darab.
Egyenként hizunk a golyokbol gy, hogy minden htizas utan visszatessziik a
kihtizott golydt, és minden huzasnal barmelyik goly6 ugyanolyan valoszint-
séggel keriilhet kihtizasra.
(a) Mennyi annak a g, valoszintsége, hogy legalabb n huzas kellett ahhoz,
hogy minden szin el6forduljon?



(b) Mennyi annak a p, valészinisége, hogy n hizéas sordn minden szin
eléfordult, és ez az n-edik huzéasnal kovetkezik be elGszor (vagyis az
els6 (n — 1) huzas soran csak (k — 1) szin fordult els) ?

Megoldas. Ez egy kicsit nehezebb szita-formulas feladat.

(a) Az, hogy legalabb n huzas kell, hogy minden szin el6forduljon pon-
tosan azt jelenti, hogy n — 1 hizés utdn még nem volt minden szin. Jeldlje
Ain-1 = Ak azt az eseményt, hogy az els6é n — 1 htzas sordn nem volt ¢
szind goly6. Ekkor az az esemény, hogy n — 1 hizas utan nem volt minden
szin, pontosan azt jelenti, hogy az Ay, As, ..., Ay események koziil legalabb
egy bekovetkezett, azaz

C, := {legalabb n htzas kell} = UF_| A,

Az A; események nem kizaroak, ezért az uni6 valoszintiségét szita-formuléval
hatarozhatjuk meg. Eszerint

P(AJU...UA) =P(A) + ...+ P(Ax)
—P(ATNMA) + ...+ P(Ar1 N AL

;_L'P(A1 N...NAg)
k i k ‘
:jzl(_l) (j)P(Am...mAJ),

ahol az utolsd egyenldségnél felhasznaltuk, hogy a j-es metszetek valoszint-
ségei megegyeznek (hat persze, ugyanakkora valoszintséggel nem volt sem
piros sem kék, mint sdrga meg zold. A metszetek valoszintiségeit konnyt

meghatarozni. Valoban
(k _ 1)n—1
P(A) = =

hiszen az Osszes eset k"', mert az n — 1 hizéas soran mindig k-féle golyot
kaphatunk, és a kedvezd esetek szama meg (k—1)""!, hiszen 1-es szint golyot
nem huztam, barmi mas lehetett. Hasonléan,

(k —2) !

P(Al ﬂ AQ) — kn—l y

hiszen ekkor mar sem 1-es sem 2-es szini golyot nem huzhattam. Altalanosan
(k=)

4



Ezt visszahelyettesitve

P(UY_,A)) = Z(—l)j*1 (?)P(A1 N...NA4;)

o (8)
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(b) Legyen D,, az az esemény, hogy pontosan n huzas kellett. Konnyt
latni, hogy
Dn = Cn\CnJrla
hiszen ha pontosan n kellett, akkor legalabb n kellett, de nem kellett n + 1.
Nyilvan C), D C,,41, hiszen ha legalabb n + 1 huzés kellett, akkor legalabb n,

ezért

P(Dn) = P(Cn) - P(Cn+1)-

10. A [0,1] intervallumot felosztjuk két véletleniil radobott ponttal harom
részre. Mennyi annak a valoszintisége, hogy

(a) mindharom szakasz hossza nagyobb, mint 1/47
(b
(c

(d) a szakaszokbol hegyesszogl haromszog szerkeszthets?

mindharom szakasz hossza kisebb mint 1,/27

)
) a szakaszokbol haromszog szerkeszthets?
)

Megoldas. Csak az (a) részt csinaljuk meg. Két pontot valasztunk a [0, 1] in-
tervallumon, jelolje X az elsének, Y a masodiknak vélasztott pontot. Nagyon
fontos, hogy nem a kisebb és nagyobb, azaz lehet, hogy X a nagyobb, lehet,
hogy Y. Ekkor (X,Y) egy pont a [0, 1] egységnégyzetben, tehat a kisérlet
kimenetelei megfeleltethetSk az egységnégyzet pontjainak. Azaz egy geomet-
riai valészintiségi mezénk van, Q = [0, 1]%, A = B([0,1]?) (az egységnégyzet
Borel-halmazai, vagy a szép halmazok, kinek mi), és mivel az egységnégyzet
teriilete 1, ezért a valoszintség éppen a teriilet, azaz P(A) = ter(A).



0 1@ 0 X y 1
Azt kell meghatarozni, hogy mi lesz az az esemény, hogy mindharom
szakasz nagyobb, mint 1/4. Az XY helyzetétdl fiiggGen a harom szakasz:
(i) ha X >Y: [0,Y], [V, X], és [ X, 1].
(i) ha X <Y: [0,X], [X,Y], és [Y,1].

Nézziik az (i) esetet. Ekkor a jobb als6 haromszégben vagyunk. A sza-
kaszok hosszai: Y, X —Y,1 — X. Tehat az kell, hogy

1 1 |
Y>> X-Y>- 1-X>-
T T ~ 1

Tehét az egységnégyzet azon részét kell meghatarozni, ahol mindhérom egyen-
I6tlenség teljesiil. Na de ez konnyti:

Yy z <
14
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A (ii) eset hasonloan targyalhato (szimmetria okokbol is kovetkezik). Azt
kapjuk, hogy a kedvezd sikrész két 1/4 befogdju egyenld szaru derékszogi
héromszog:



-4
=

0 1

Azaz a kedvezs teriilet 1/16 és a keresett valoszintiség

1
P( mindhéarom szakasz 1/4-nél hosszabb ) = 6

14. Andras és Betti munkaideje egymastol fiiggetleniil egy-egy du. 4 és 6
kozotti egyenletes eloszlasi idépontban ér véget. Munkaidejiik végeztével
mindketten elmennek egy, munkahelytliktsl azonos tavolsagra levé kavézoba,
ahol elfogyasztanak egy csésze kavét. Andrés esetében ez 10 perc, Betti
esetében 20. Mi a valdszintisége, hogy talalkoznak?

Megoldas. A kisérlet két véletlen pont valasztasaval irhato le. Legyen 44X,
ill. 4+ Y az az id6pont 6rdban, amikor Andras, ill. Betti végez. Ekkor a
kisérlet megfeleltethets egy véletlen pont valasztasanak a [0, 2] négyzetben.
Tehat Q = [0,2]?, A = B([0,2]?), ¢s P : A — [0,1], a normalizalt teriilet,
azaz
P(4) = ter(A)‘
4

Azt az eseményt kell leirnunk, hogy Andréas és Betti talalkoznak. Ha
Andras végez hamarabb, azaz X < Y, akkor mivel ¢ csak 10 percet (1/6
orat) kavézik, pontosan akkor taldlkoznak, ha Y < X + 1/6. Ha viszont
Betti véges hamarabb, azaz Y < X, akkor pontosan akkor taldlkoznak, ha
X <Y +1/3. Tehat ezt a sikrészt kell meghatérozni, majd ennek a teriiletét
kiszamolni. A fentiek szerint a keresett sikrész:




(\]

A kedvezd tertilet

2 2
PO A N AR 4
2 6 2 3 72

igy a keresett valoszintiség
67

P(talalkoznak) = 788"

16. Egy négyzet belsejében egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy pon-
tot. Mennyi a valoszintisége, hogy a valasztott pont kozelebb van valamelyik
oldalhoz, mint 1,/47

Megoldas. A kisérlet egy geometriai valoszintiségi mezén irhato le, ahol az
eseménytér az egységnégyzet, az események az egységnégyzet Borel-halmazai
(szép halmazai), és valoszintiség pedig a teriilet, azaz Q = [0,1]?, A =
B([0,1]?), P(A) = ter(A). A kedvezd sikrész:

ST

A kedvezs teriilet, ami éppen a keresett valdszintiség

1 3 3
P (kozel int 1/4) =4.-.2 =2,
(k6zelebb van mint 1/4) i



