Valoszintiségszamitas
1. feladatsor: valdsziniiségi mezd, események, kombinatorikus valdsziniség
Megoldésok

1. Egy szabélyos érmét kétszer feldobunk. Adjuk meg a kisérlet egy mate-
matikai modelljét! Adjuk meg azt az eseményt, hogy (i) dobunk fejet; (ii)
két fejet dobunk!

Oldjuk meg a feladatot, ha az érme cinkelt, és a fejdobas valoszintisége p!

Megoldas. Kétszer dobjuk fel az érmét, ezért van egy elsé és egy masodik
dobas. Tehat a lehetséges kimenetelek

Q:{<F7F)v<F7I)v(]’F)7(LI)}'

Figyeljiink a jelolésre: (F,I) azt jelenti, hogy az els6 dobas fej, a masodik
iras, azaz ez egy vektor, aminek van els§ és van masodik komponense. A {}-
zardjel halmazt jelol, amiben az elemeknek nincsen sorrendje. Ez egy fontos
formalizmus.

A lehetséges kimenetelek szama 4. Ekkor az események halmazat valaszt-
hatjuk a hatvanyhalmaznak, azaz az ) Osszes részhalmaza esemény. Ezek

F)3 AW DY,
(L, F)}, A(F F), (1, D}
)

1AW F), (LD},
(F,F), (F, 1), (1, 1)},

Egy n elemt halmaznak 2" részhalmaza van, azaz [2%| = 2/l (milyen prak-
tikus jelolés), azaz esetiinkben |A| = 2! = 16. Ez még kis Q esetén is elég
nagy, ugyhogy tobbszor nem irom ezeket ki.

Az az esemény, hogy dobunk fejet azt jelenti, hogy vagy az elsG, vagy
(nem kizar6 vagy!) a masodik dobas fej. Azaz

A = {dobunk fejet} = {(F, F), (F,1), (I, F)}.

Azaz a megfelel halmaznak 3 eleme van, ez egy Osszetett esemény.
Az az esemény, hogy két fejet dobunk az egyetlen (F, F') kimenetelt tar-
talmazza, azaz

B = {két fejet dobunk} = {(F, F)},
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ez egy elemd, tehat elemi esemény.

Vegyiik észre, hogy eddig nem kellett az, hogy az érme cinkelt-e vagy sza-
balyos. Csak a lehetséges kimenetelek kellettek, azaz a fontos, hogy hanyszor
dobjuk fel az érmét. Szabalyos érme esetén a fej és az iras valoszintisége egy-
arant 1/2, ahonnan latjuk, hogy mind a négy lehetséges kimenetel egyforman

valoszini. Tehat klasszikus valoszintiségi mezénk van, igy P : A — [0, 1],
Al
P(A) = —.

(4) =1

Cinkelt érme esetén p a fej valoszintisége, 1 — p az irasé. Ekkor, a (F, F)
valoszintisége p?, hiszen mindkétszer fejet kaptunk, azaz

P({(F.F)}) =p".

Kicsit koriilményes a formalizmus, de ilyen. Valoszintsége eseménynek van.
Tehat annak az (F, F) elemi eseménynek a valoszintiségét vizsgaljuk. Mivel a
valoszintiség additiv halmazfiiggvény, elég az elemi események valoszintiségét
megadni. Ezek

P{(F.D)}) =p-(1-p), PHIF)}) =p-(1-p), P{UD})=1-p)"

2. Adjuk meg a lottohizdst leir6 valoszintiségi mez6t! Mennyi annak a va-
loszintisége, hogy pont 3 talalatunk lesz? Mennyi a valoszintisége, hogy lesz
talalatunk?

Megoldas. A klasszikus 6toslotton az 1,2, ...,90 szamok kozil huznak ki
véletlenszertien 6t0t. Azaz a kisérlet lehetséges kimenetelei szamotosok. Mi-
vel a szamok kihtizasi sorrendje nem szamit, ezért névekvs sorrendbe rendez-
zik az 6t szdmot. Tehat

Q:{(al,ag,...,ag)):1§a1<a2<...<a5§90}.

Egy 90 elemi halmaz 5 elemi részhalmazainak szama

90\ 90-89-...-86
Q| = ( > = = 43949 268,

5 5!

Véges alaphalmaz esetén az események halmazat valaszthatjuk a hatvany-
halmaznak, azaz

A=2%={0,{(1,2,3,4,5)},(1,2,3,4,6),...,Q}.
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Mivel barmely szamotost ugyanakkora valoszintiséggel huznak ki, ez egy
klasszikus valdszinidségi mezd, azaz P : A — [0, 1],

A
P(A) ok

Egy szelvénnyel jatszunk, a szdmaink: 1 < a; < ay < ag < ag < a5 < 90.
(Jatszhatunk az 1,2,3,4,5 szamokkal is.) Jelolje A azt az eseményt, hogy
pontosan 3 taldlatunk lesz. Ez tugy lehetséges, hogy az aq,...,a5 szdmok
koziil valasztunk 3-at, amit (g)—féleképp tehetiink meg, és a nem megjelolt
85 szam koziil ( {1,...,90}\{a,...,as} halmazbol) kivalasztunk 2 szamot.

Ez

) 85

3 2
lehetGség, azaz ennyi a kedvez§ esetek szama. Tehét a valoszintiség

5) (85
P(A) — (3 90(2)'
(5)
Jelolje B azt az eseményt, hogy lesz taldlatunk. Ez lehet tigy, hogy pon-

tosan 1, pontosan 2, ..., pontosan 5 talalatunk van. Ehelyett azt szamoljuk,

hogy nem lesz talalatunk, mert ez ,egyféleképpen lehet” gy, hogy a 85 nem
megjelolt szambol hiaznak ki 5-6t. Ez

(5)

lehetGség. Tehat a valoszintiség

4. Harom kockaval dobva mennyi a valdszintisége, hogy a dobott szamok
Osszege 47 Adjuk meg a kisérletet leird valoszintiségi mezét, ha 3 kiilonb6zé
kockéaval dobunk, ill. ha 3 egyformaval!

Megoldas. Ha harom kiilonb6z6 kockaval dobunk, akkor vilagos, hogy a
lehetséges kimenetelek halmaza

Q={(i,j,k):1<ijk<6}

Egy w = (i,7,k) € Q esetén i jeloli az elsé kockdn dobott szamot, j a
mésodikon dobott szamot, k£ pedig a harmadikon dobott szdmot. Vilagos,
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hogy |Q| = 63. Az is vilagos, hogy minden kimenetel egyforman valészini,
ezért egy klasszikus valoszintiségi mezénk van.
A dobott szamok Gsszege ugy lehet 4, ha két 1-est és egy 2-est dobunk,
azaz
A = {az 6sszeg 4} = {(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1) }.

Ez egy Osszetett esemény, aminek a valdszintisége

4 3 1
W=~ n

Ha a kockdk latszolag egyformak, akkor mondhatjuk, hogy a lehetséges
kimenetelek halmaza

Itt az az A esemény, hogy a dobott szamok Gsszege 4 egy elemi esemény,
hiszen az egyetlen lehetséges kimenetel (1,1,2).

Itt mér az elemszamot is nehezebb meghatarozni, de nem ez a {6 baj. Ve-
gyiik észre, hogy az (1,1, 1) lehetséges kimenetel azt jelenti, hogy mindharom
kockaval 1-est dobtunk. Ugyanakkor az (1,1, 2) kimenetel azt jelenti (ebben
a modellben nincs (1,2,1)), hogy két kockaval 1-est dobtunk, a harmadikkal
pedig 2-est. Ekkor persze az (1, 1,2) kimenetel valoszintisége nagyobb, egész
pontosan haromszorosa az (1,1, 1) kimenetel valoszintiségének. Tehat a valo-
szintségi mez6 nem klasszikus. Persze a keresett valoszintiség nem valtozik.

A tanulsag: Mindig kiilonbéztessiik meg a kockdkat!.

6. Fejezziik ki az A, B, C' halmazokkal az alabbi eseményeket!
(a) Az A, B, C események koziil pontosan k € {1,2,3} kovetkezik be.

(b) Az A, B, C események koziil legalabb k kovetkezik be.
(c) Az A, B, C események koziil legfeljebb k kovetkezik be.

Megoldas. Csak az (a) részt csinaljuk meg. Ha pontosan egy esemény
kovetkezik be, akkor valamelyik bekovetkezik és a méasik ketté nem, azaz ez
az esemeény

{pontosan 1 kévetkezik be} = (ANB°NCY)U(A°NBNCY)U((A°NBNC).
Hasonl6an

{pontosan 2 kévetkezik be} = (AN BNC)UANBNC)U(A°NBNC),



AQA e XN

1. abra. £ =1,2,3

és ha mindharom bekovetkezik az a legegyszertibb, hiszen

{pontosan 3 kévetkezik be} = AN BNC.

11. Hét torpe koziil Hofehérke leiiltet 6tot egy kor alaka asztalhoz. Tegyiik
fel, hogy az Osszes lehetséges elrendezés egyforméan valoszind. Mennyi a va-
l6szintisége, hogy Morgd és Kuka nem keriil egymas mellé?

Megoldas. Minden lehetséges valasztés egyforman valoszind, ezért klasszi-
kus a valoszintiségi mezd. Tehat kedvezs (vagy kedvezdtlen) és Gsszes esetet
kell szamolni. Elgszor mindig az 6sszes esetet szamoljuk.

Hofehérke (g) —féleképp valaszthat ki 7 torpe koziil 5-6t, akik leiilnek. Ok
5l-féleképpen ilhetnek le, hiszen az elsG székre 5, a masodikra 4, ..., az
otodikre 1 torpe iilhet. Figyeljiink, most megkiilonboztettiik a székeket, nem
csak a szomszédsag szamit! Tehat az Osszes esetek szama

o

Mindig meg kell gondolni, hogy a kedvezs, vagy a kedvezéStlen eseteket
konnyebb Gsszeszamolni. Most talan a kedvezétlent. Ekkor mindketten az 5
leiiltetett torpe kozott vannak, és a maradék 3 torpét Hofehérke (g) -féleképp
valaszthatja ki. Az {iltetésnél Morgo 5 helyre iilhet, Kuka pedig 2-re, hi-
szen Morg6 mellé kell iiltetni. A tobbi 3 torpét 3!-féleképp lehet letiltetni.

Osszesen .
+5-2-3!
9



a rossz esetek szama. A keresett valoszintiség

P(Morgo és Kuka nem iil egymas mellé)

=1 —P(Morgo és Kuka egymaéas mellé il)

(3)-5-2-3

=13
(5)'5!
_,_5_16
N 21  21°

12. Tiz par cip6bdl véletleniil kivalasztunk négy darabot. Mekkora a valo-
szintisége, hogy nem lesz egy par sem?

Megoldas. Tiz par cip6 az 20 db cipd, ezért az Osszes esetek szédma

= 4845.

20\ 20-19-18-17
4 ) 4!

Szamoljuk a kedvezs eseteket. Mivel nincs par, dsszesen 4 par cipébdl va-
lasztok ki egy-egy cipét, ezt (ZO)—féleképpen tehetem meg, majd mindegyik
parbol a bal vagy jobb cip6t valaszthatom 2*-féleképpen. Osszesen

10
.24 = 3360.
(%)

lehetGség. Tehat a keresett valoszintiség

() -2* 224

P(nincs par) = W =353

15. A Bajnokok Ligajaban 2017-ben harom spanyol csapat jutott a 8 kozé:
az Atlético Madrid, a Barcelona és a Real Madrid. Sorsolassal hataroztak
meg a negyedddéntSk parositasat (itt mar nincs kiemelés, és azonos nemzet
csapatai is Osszekeriilhetnek). Mennyi volt a sorsolas el6tt a valoszintisége
annak, hogy a negyeddéntében

(a) Barcelona — Real Madrid parharc lesz?

(b) lesz spanyol parharc?

Megoldas. (a) Sokféleképpen szamolhatjuk az eseteket. Arra kell mindig
figyelni, hogy a kedvezGeket ugyanugy szamoljuk Ossze, mint az Osszeset.



A feladat szempontjabol lényegtelen, hogy ki kezd otthon, és az is, hogy
hanyadiknak huztak ki az adott péart. Tehat az Osszes eset

() ()66
4! ’
hiszen elGszor kiveszem az els§ part a 8 csapatbol, aztan a maradék 6 csa-
patbol a mésodik part, majd a 4-bdl a harmadik part, végiil a negyedik part.
De azt mondtuk, hogy mindegy a parok sorrendje, ezért leosztom az egészet
az Osszes lehetséges sorrenddel, ami 4!.

Ekkor a kedvez§ esetek Osszeszamolasanal rogzitem a Barcelona — Real
Madrid part. A maradék 6 csapatbol valasztom a mésodik part, majd a ma-
radék 4-bsl a harmadikat, végiil a negyediket. Most csak 3 part valasztottam,
ezért 3! a sorrendek szama. Osszegezve a kedvezs esetek szama:

900

3!

A kérdéses valoszintiség

P(Barcelona - RM) = w = é = 1
osszes G 7
2. megoldas. Miutan kijott az 1/7, gyanus, hogy egyszertibben is lehetett
volna:
— Andrés, most akkor a Madriddal jatszunk?
— Nem, Leo. Hét csapat koziil sorsolnak egyet nekiink. Barmelyiket egyforma

eséllyel kapjuk, tehat 1/7 a valoszintisége, hogy a Madriddal jatszunk.

(b) A valtozatossag kedvéért, most mashogy szamoljuk az Gsszes esetet.
Mindent figyeliink, hogy kit hanyadiknak huztak, ki kezd otthon. Ekkor az
Osszes esetek szama 8!, hiszen az elsére kihtzott csapat 8-féle lehet, . ... Ekkor
a kedvezé eseteket is eszerint kell szamolni. Mivel 3 spanyol csapat van, ezért
ha van spanyol parharc, az csak gy lehet, hogy két spanyol csapat egymas
ellen jatszik, a harmadik meg méssal. Ezt 3-féleképpen tehetjiik meg, a két
csapat 8-féleképpen jatszhat egymas ellen (4 par, ki kezd otthon). A maradék
6 csapat pedig 6!-féleképpen rendezhetem el. Osszesen

3-8-6
Tehét a keresett valoszintiség

3-8-6!
P(spanyol parharc) = T
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19. Egy halastéban M aranyhal és K eziisthal van. Egy horgasz addig fogja
ki egyesével a halakat, amig mar csak egyszind hal marad a toban (tehat
vagy csupa aranyhal, vagy csupa eziisthal). Mennyi a valoszintisége, hogy a
Gyuri nev( ezilisthal megussza a horgéaszkalandot?

Megoldas. Ez egy kicsit nehezebb feladat. Konnyen belefuthatunk egy
olyan Osszeszamlalési feladatba, amit nehéz megoldani.

Képzeljiik el, hogy a halakat véletlenszertien megszamozzuk 1-t61 (M +
K)-ig, és a sorszam azt jeloli, hogy a horgasz hanyadiknak horgéaszné ki az
adott halat. Nem htizza ki mindet, az utols6 néhany sorszamu hal megtssza,
de az a véletlentdl fiigg, hogy hényan. Azt kell észrevenni, hogy Gyuri pon-
tosan akkor tssza meg, ha az § sorszama nagyobb, mint az utolsé aranyhal
sorszama. Tehét csak arra kell figyelni, hogy az M aranyhalhoz képest Gyuri
sorszama hol van. Tehat Gyuri pontosan akkor tssza meg, ha M + 1 hal
koziil 6 az utolsd, aminek a valoszintisége

1
M+1




