esetként levezetjiik a hires Black—Scholes-formulét, ami az eurépai call opcié
igazsagos arat adja meg.

Legyen r > 0, € R és 0 > 0. Legyen (92, A, P) valoszintiségi mezs, (W;)
SBM a [0,7] intervallumon, 7' < oo, és F; a (W;)-hez tartozo filtracio. A
Black—Scholes-modellben a kdtvényarfolyamatot és a részvényarfolyamatot a

dB; =rB;dt, By=1,

19 :black-shchol
dS; = uS, dt + oS, dW,, Sy = So, (19)  {eqiblack-shcholes

differencialegyenletek hatérozzék meg.
A kotvényarra B; = e adodik, amit mar a kordbbiakban is feltettiink.
Exponencialis Brown-mozgas. Az S; [to-folyamatként valo felirasa

S = So+/u5ds+/anW f(s‘) (f(g ff(s)als't:{j/v
6"5,:/5

ff”fg H?

Az f(x) = log x fiiggvénnyel felirva az Itd-formulat ~ g f@s ég o +65, 0[(1//
log S; = log Sy +/ 5 (1Ssds + oS, dWy) / ——UQSst

e (5L (posdpaedadi

Innen kapjuk, hogy &) M.
0_2
Sy =5 eUWH_(M_T)t, (20) {eq:exp-BM}

innen az elnevezés. A differencidlegyenletes alakbol azt is latjuk, hogy ez f’(y' ) /
pontosan akkor martingél, ha a korlatos valtozasi rész = 0, azaz yu = 0.

Vegyiik észre, hogy ez a megoldés nem teljes, hiszen a logarit{nus fliggvény \Y N
nem kétszer folytonosan derivalhatd, a O0-ban nem definialt. Igy az elébbi

gondolatmenet csak segit megtalalni a megoldast. (F ) < %
b2
18. Exercise. Igazoljuk az Ito-formula segitségével, hogy (20) valoban meg-
oldasa a differencialegyenletnek! /A\ﬁg n él(‘f) { 6‘3:2
2

(A feladat egy konstruktivabb megoldasa az, hogy felirjuk az Ito-formulat
egy altalanos f fiiggvénnyel, majd megvalasztjuk agy az f-et, hogy minél ~ M~& ¢
egyszertibb egyenletet kapjunk. Az f(x) = log x valasztas esetén a martingal '
részben az integrandus a konstans fiiggvény lesz.)
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A9, = pS At sq

vt = vl _
'l'," e Qb d%:d(e 5{_):-767%#41{
9.3.1. Ekvivalens martingalmérték és az igazsagos ar € Q = -rt %"/ ¢

Olyan mértéket szeretnénk megadni, mely szerint (S;), a diszkontalt resz— n e-v{odg H +g§ a"!{)
vényar martingdl. Ezt a Girsanov-tétel segitségével adjuk meg. A ( ¢

egyenlet alapjan révid szamolas utan kapjuk, hogy — ’YS-} ot L )7 g ,(‘( < Ggo(.‘,(/
dS; = 5, ((u — r)dt + odW;) = Syod W}, (21) {eq:tildeS}
ahol .
Wl =W, + Ay (22) {eq:tildeW}

Ha talédlunk egy olyan P, mértéket mely szerint a I/IN/[‘ folyamat SBM,
akkor a (21) differencidlegyenlet szerint az (S;) folyamat P -martingél. A
Girsanov-tétel éppen ilyen P, mértéket definial. Legyen 0, = 0 = és
,4) \[\ A dP

W) =£P(/lr)1'*gmo}4

A Girsanov-tétel szerint (W’ ) éppen P,-SBM, és gy (S;) P,-martingal.
Mivel Az > 0 m.b., igy P ~ P, tehat P, EMM. S6t, meg is hatarozhatjuk
az (S;) dinamikajat P, Szcrint. Az (21) ngcnlctct mcgoldva

o o [ S—

Megmutatjuk, hogy a Black—Scholes-modellben az igazsagos ar a (17)
formulédban szerepld alsoé becslés. Legyen fr egy tetszéleges olyan kivetelés,

melyre Ef2 < oo. Tekintsiik az E [ Y I:Ec:l - }A{: m? )

o )

dP

T 1 T 02T
—H = Ap=-exp {—/ OdW, — / 92ds} e OWr="3"
Fr 0 2 0

dP

N;=Ep, [eiTTfT’]:t} , 0<t<T, bgf parmz

P,-martingalt. A martingal reprezentacios tétel szerint létezik olyan Y; adap-
talt folyamat, hogy

t —~—
N, = Ny +/ Y dWE, (24) {eq:N-def}
0
ahol persze Ny = Ep,e~"" fr. Definidljuk a m, = (3;,y;) stratégiat a

Y, Yet
Bt Ny — *t Tt = :
o’ oSt

formulaval.
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Pe= M7

10. Lemma. A (7, = (B;,v)) stratégia onfinanszirozd, és X, = Ny.
Bizonyitds. A definicié alapjan

Y; Y,
X;T = ﬂtBt + ’Ytst = <Nt - 0't> ert + ;tert = €TtNt,

. S/T': g'ft )(T = e
azaz X, = N;.

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy 7 énfinanszirozo, a 7 Allitas szerint azt
kell belatni, hogy dyz = 7,dS,. Mivel Y: = Ny, igy (24) alapjan

dX] = dN, = Y,dW}.
~ — N
Ugyanakkor (21) szerint (o weldt AgJ: 6 %A\M

’thgt = ’YtgtUth'u f&YtdW”,

4
ahol az utols6é egyenl&ségnél hasznaltuk 7w definicidjat. Ezzel az allitast be-
lattuk. O
Mivel

Xj=eTNp = €TTEPM [67TTfT|]:T] = I,

igy a lemma szerint 7 egy tokéletes fr-fedezet X = Ny = Ep ue*TT fr kezdeti
t6kével. Ezzel belattuk az aldbbit.

20. Theorem. A Black-Scholes-modellben eqy fr kovetelés igazsdgos dra
CT(fT) = EpueirTfT.
Tovibbd a m = (B, V),

Y, Ye™
Bt:Nt—*t; 'Yt:tia
o oSy

eqy tokéletes fedezeti stratégia, ahol Ny = Ep [e™" fr|F], és Ny = Ny +
Jo YodWE.
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9.3.2. A Black—Scholes-formula

A Black—Scholes-formula az eurdpai call opcié arara vonatkozik. Egy K
kotési ara eurdpai call opeid kifizetési fiiggvénye fr = (Sp— K)4. A 20 Tétel

szerint az igazsagos ar
A8~ fr T, ~ud.

CT(K) = Ep# (eirT(ST — K)+) . a %o-,g/{, Wlff‘\fldﬁa/
~ g?.
A (23) formula alapjan € 2 -—"tg -4 _ef% O f = S:"é S
I t T D T Z\

2
ST — SoerTeUW;f%T

)

ahol W:l; ~ N(0,T) a P, mérték szerint. Tehat, bevezetve egy Z standard
normalis véletlen valtozot &’/ SBH D wal vei!

CT(K) = EPu (eirT(ST — K)+)

U
& ~W(0A=s) £
=Ep, (Soe"wg_éT _ e_TTK> A w VLY )/ $

+ . g~aagm A st
1 ~ (0\4) =EF <Soe”ﬁz_éT - e_TTK)Jr ¢ wita ?“g{xﬁ’;
B:Lre‘iﬁi = \/127 /OO (Soeaﬁ””_éT - e‘TTK) 6_% dz + =0,
T Jy

> _ (z—ovT)?
2

dr — e ™ K(1 —®(v))

1
@ (o> g@' € Soln :SO\/%/
P =S (1= (1= oVT)) =" TK (1 - a(y)),

&e ahol 1 2 Soe :

ovT
Cr(K) = 5o (1= 2y = oVT >) SO0tz A g, (éfg"ﬂ)

arazasi formula a hires Black—Scholes-formula, melyet 1973-ban publikalt Fis-
cher Black és Myron Scholes. A mogottes elméletet késébb Merton altalano-
sitotta. Munkajukért 1997-ben Scholes és Merton kozgazdasagi Nobel-dijat
kapott, Black azért maradt ki, mert 1995-ben meghalt.
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9.4. A CRR-formulatol a Black—Scholes-formulaig

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a Black—Scholes arazasi formulat meg-
kaphatjuk dgy, mint a homogén binomialis piacon a Cox—Ross—Rubinstein
arazasi formula hatéarértékét. Ez a rész a [2] jegyzet 2.6 fejezetén alapul.

A folytonos modellt a [0, 7] intervallumon tekintjiik. A folytonosan szé-
mitott kamatlab r > 0, és o > 0 rogzitett paraméter, a volatilitds. A diszkrét
modellben legyen

I R S T

N=>p4

1
O=m<n<..<mw=T, Ti:NT. o T

Ezek a lehetséges kereskedési idpontok az N-1épéses binomialis modellben.
Vezessiik be a T/N = h jelolést. Majd az N — oo hataratmenetet vizsgéaljuk.
Jelolje Bivn ,Sﬁ:{ a kotvény, ill. a részvény arat a 7, idépontban az N-edik
piacon. Az N-lépéses diszkrét ideji homogén binomialis piac paraméterei
legyenek 7y, ay, és by.

Most megvalasztjuk az ry, ay, by paramétereket. Legyen By = 1. Foly-
tonos idében a kotvényar t-ben B; = e". Diszkrét idében a t-hez tartozo
osztopont 7;n/7|, ahol || az x egészrészét jeloli, ezt a kés6bbiekben elhagy-
juk. Tehat

e =B, ~ BY = (1+ry)lT.

TN
T

Ha ry = rT/N = rh, akkor a jobb oldal N — oo esetén konvergal a bal

oldalhoz. Legyen
T

TN =Ty = rh. (25)
(A késsbbiekben emlités nélkiil tobbszor felhasznaljuk, hogy h = T'/N.) Ha-
sonld okoskodéssal megmutathat6, hogy ahhoz, hogy VarSi\]fv hatarértéke

N — o0 esetén létezzen, nagyjabol az kell, hogy EHHJMW{

1 1
@ log oy _ ov'h, log Ton —ovVh (26)

Loy

147y 1+7ry
teljesiiljon. Az N-edik modellben igy vélasztjuk a paramétereket. Belatjuk,
hogy ilyen valasztéds mellett a K kotési ara eurdpai call opcidé binomiélis
modell alapjan szamolt igazsagos ara N — oo esetén a Black—Scholes-drhoz
konvergal.
A binomiélis modellben meghataroztuk az egyértelmi ekvivalens martin-
galmértéket. Ez az volt, mely szerint a részvényar ‘ .
T , N —ay /%ﬂa@”ﬂ?

Ny* T PN =y ¢ N

vV E l_w()'k by — an [T—J
au - 8 ' ( v

o
%‘):- e (‘1-{ N

\ »
'Y”-:. RVl

J L

At

’lﬁﬁg:@ v”) 'S(: )

(7]

40t 5 %

0{@)-%V) ﬁ(
VLY

ad edn [ leber (=

a,< < b,

{eq:r-valaszt}

w 4

n
{eq:ab-valaszt}

Jo v T
7] 5>+
R
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valoszintséggel (1+by )-szeresére ng, 1—pk, valoszintiseggel (14-ay )-szeresére,
és az N-lépés soran ezek egymaéstol fiiggetlentl torténnek. Vagyis a részvény-

ar eloszlasa a P}, EMM szerint i ¥)
@ ~ 'Bu,ovwﬂzl—s( )({7”
N Y; N-Y, 1+ by
Sre = So(1+bx)"™N (1 +an)" " =Sy (1+an)",
1+an

ahol Yy ~ Binom(N,p%y). A CRR éarazasi formula szerint a K kotési aru
eurdpai call igazsédgos ara

(27) {eq:crr-ar}

Most meghataroazuk ennek a hatarértékét. A centrélis hatéreloszlas-tétel

szerint R
D
PN D
oy — N(0,1), N — o0, (28) {eq:Y_N-conv}
SR Noi (1 py)

ha 0 < liminfy e py < limsupy_,.. Py < 1, de majd megmutatjuk, hogy
ez teljesiil, s6t limy_,oo piy = 1/2. A fenti formula bal oldalat kialakitva az
Sffv—ben,

1 " 1
( +bN) (1+an)™ :exp{YNlog + by + Nlog(l +ay)
1+an a

1+ by
1+ay

= exp - - J Npx (1 —piy)log

Z T4b
p}lo&+ni + log(1 + ax) }
: ) p < )U(ol/y)
Latjuk, hogy (28) alapjan a
J‘_g( ) > E_ (f(%cwl)
: 14+by | 1+5b
lim 1/ Npy (1 —py)log , &s hm N ( py log —|— log(1+ ay)
N—oo 1+ay
hatéarértékeket kell meghataroznunk. A (26) formula és a Taylor-sorfejtés
szerint _& ﬁ T
Q\,\ Q—k Q\B 12 - 2 J -
\93‘*3"6 1+by =e” (1+m)—<1+m/5+02h+0(h3/2)> (14 7h) (s, )O

\ety

- 2
=1+ovVh+ <02+r> h+ O(h*?),
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igy
2
by = aVh + <02 +7’> h+ O(h3/?),

és ugyanigy
2
ay = —aVh+ (02 + 7“) h+ O(h3?).

Innen kapjuk, hogy n
n

— _a 3/2
p}kVZTN CLN:U\/E -h 4+ O(h*/?) e Usen
by —an 20vVh + O(h?/?)
1 ovh+0(h)

f

“2+40(h)  4+0(h) A
208y~ 2+ O (A\:@

1 o
=———Vh h).
5 — 7 Vh+0()
Rogton latjuk, hogy py — 1/2, tehat (28) valoban teljesiil. A kapott aszimp-
totikdkat visszairva a kérdéses limeszekbe (h = T/N), és felhasznalva a

log(1 +z) = x — 2%/2 + O(2®), © — 0, sorfejtést (az els6rendi sorfejtés
nem elég!), kapjuk hogy

]&%O\/NpN(l—pN)logl_i_aN —j\}l_r)réo\/pN(l—pN)Qa\/T—a\/f

és

. N 1+ by
A}linooN <pN log T an + log(1 + aN)>

_ 1 o T | og /L _ g /T 4 T ~3/2
—A}gr(l)o]\f<2 1 N+O(N )]20 N N—H"N—i-O(N )

Mindezt visszairva (27)-be

lim Cy(K)=e'TE* (soe”ﬁ 2+1(-%) _ K)

N—o0 n

— E* <Soea\/TZ—§T _ e—TTK> ,
+
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