We just proved this for n = NV — 1. The same way as above we have

fnfl (Snfl - K)+

anl B anl

(S K
B Bn— Bn—l +

— Eq |2~

< EQ [EQ[Zn+1|]:nH]:"_1]

< Eq[Zn|Fn]

Jensen’s inequality

by Bn 2 Bn—l

induction

Z supermartingale

Thus 7" = N is an optimal stopping time, which means that no matter what
happens, we wait until the end. Then the American option behaves as the

European, so the prices are equal.

Theorem 13. Assume that the market is arbitrage free and complete, and
the interest rate is monnegative. Then the price of a European call option

equals to the price of the American call option.

7 Stochastic integration

7.1. Az Ito-formula

Ezek utan belatjuk az Ito-formulat.

14. Theorem (Ito-formula (1944)). Legyen X; = Xy + fot Kyds + fot H,dW,
Ito-folyamat, és f € C? kétszer folytonosan differencidlhatd figguény. Ekkor

F060) = £06) + [ pOxgax 3 [ rorzas

x

'
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Vou (g o) = [ fds

A kovetkezkben bevezetjiik a tobbdimenziés Ito-folyamatokat.

AW = (WYL W?2 ... W") egy r-dimenzids Brown-mozgds, ha a kompo-
nensei fiiggetlenek, és minden komponens egy SBM. Az (X)) egy d-dimenzids
Ito-folyamat, ha az i-edik komponense

t T t
X=X+ / Kids+ ) / HY W7, (14)

ahol fOT |Ki|ds < oo,fOT(Hi,’j)st < oo m.b., és K', H* F;-adaptalt folya-

S

matok, 1 =1,2,...,d, 7 =1,2,...,7.

15. Theorem (T6bbdimenzios Ito-formula). Legyen (X;) egy tobbdimenzids
Ito-folyamat, (14) formula szerint, és f : R - R, f € CY2. Ekkor

t
Xk X9 :f(o,Xg,...,Xg)+/ %f(s,Xsl,...,Xf)ds
0

{eq:multid-ito}

P Lt :
AR +Z/a fls, X2 X dx]
\.*'\a’ i=1 70 Li
k I [f & N k ik
= ———f(s,X),.... X)) Y HIFHI*ds.
#32 [ s X X Y B s
,j=1 k=1
: (o, X L ey d
7.2. Alkalmazasok J’Hl)@ '{Q o)> f-'re )/, 3
©
Az Ito-formulara néziink néhany alkalmazést. + .cf e Y

2. Example. Parcialis integralas I. Legyen (X,Y’) kétdimenzios Ito-fo-
lyamat

t t
X —X0+/ sts+/ H,dW,
" :
Vi—Yos [ Loase [ caw,
0 0
ahol K, L, H, G olyanok amilyennek lenniiik kell. Ekkor

t t t
/ XdYs = X, Y, — XoYo — / Y, dX, — / H,Gds.
0 0 0
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Vegyiik észre, hogy a hagyoményos parcialis integralasi formulaban (ami-
kor tehat X, Y determinisztikus, korldtos vdltozdsu fliggvények) nem szerepel
az utolso tag.

A bizonyitashoz alkalmazzuk az Itd-formulat az (X,Y) folyamatra, és az
f(z,y) = xy fiiggvényre. Ekkor a (14) formula szerinti szereposztas:

TZ]" d:2’ K; :KS7 KSQZLsa HsLl :Hsu H8271 :Gs~

2f _ 0%
’ 92z T 0%y

Pf _ Pf _

i of _ ., of _ _n 4 .
Mlvelafy,@fx f(),esaxayfmfl,lgy

t t 1 t
XY = XY + / YidX, + / XY, + 02 / H.Gods,
0 0 0

ami rendezés utdn éppen az allitas.

3. Example. Parcidlis integralas II. Egy kicsit modositjuk az el6z6 pél-
dat. Legyen W egy W-tdl fiiggetlen SBM, és (X, Y") kétdimenzios Ito-folya-
mat

t t
Xt:X0+/KSd5+/HSdWS
" P
)/t_YE)'i_/Lst"_/Gdesa
0 0
ahol K, L, H, G olyanok amilyennek lenniiik kell. Ekkor
t t
/ XedYs = X3 Yy — XoYo — / Yd X
0 0

Ennek bizonyitasa ugyantgy megy, mint az el6bb. Vegyiik észre, hogy itt
d=r =2, és a két folyamatot kiilonb6z6 Wiener-folyamat hajtja meg, ezért
nem jelenik meg az extra tag.

4. Example. Korabban mar meghataroztuk az [ W,dW; sztochasztikus in-
tegral értékét. Most meghatarozzuk az Ité-formula segitségével.

A Wiener-folyamat Ito-folyamatként vald reprezentacioja K, = 0, Hy, =
1. Legyen f(x) = x2. Az Ito-formula szerint

t 1 t
W2 = W2+ / 2. AW, + / 2ds.
0 0
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Ezt atrendezve kapjuk a méar ismert

t 2 _
/ W, dW, = Wi—t
0

2

formulat. Innen azt is rogton latjuk, hogy W2 — ¢ martingal, hiszen min-
den sztochasztikus integral martingal (na nem mintha a direkt bizonyités
bonyolult lett volna).

14. Exercise. Az Ito-formula alkalmazaséval igazoljuk, hogy Y (t) = e'/? cos W,
martingal!

15. Exercise. Mutassuk meg, hogy

t 1 t
/ W2AW, = I} —/ Wids,
0 3 0

és - ) 5 gt
/ WdeS = fo — / Wfds.
0 4 2 Jo

16. Exercise. Legyen W = (W' ... WT) r-dimenzios SBM, r > 2, és
legyen R a W hossza, azaz

Igazoljuk, hogy R; teljesiti a

r—1 Wi
dr, = "L Law;
T z_; R

differencialegyenletet! Ez a sztochasztikus Bessel-egyenlet, és R; a Bessel-
folyamat.

8. Folytonos ideji piacok

A sztochasztikus integréalelmélettel felvértezve ratériink a folytonos idejd pi-
aci modellek targyalésara.
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8.1. Piacok altalaban

Az alapfogalmak a diszkrét id6ben mar megismert fogalmak természetes foly-
tonos ideji megfelelsi.

A tovabbiakban a [0,T] véges idShorizonton dolgozunk, T < oco. Adott
egy (22, A, P) valoszintiségi mezs, azon egy (F) filtracio. A piacon két termék
adott, egy kockdzatmentes és egy kockazatos. A kotvény a kockazatmentes,
az arfolyamata (B;) egy determinisztikus folyamat, a részvény a kockéazatos,
arfolyamata (S;) egy pozitiv véletlen sztochasztikus folyamat, ami adaptalt
az (F;) filtraciohoz. Tovabba azt is feltessziik, hogy (S;) az (F;) filtraciohoz
adaptalt Ito-folyamat.

A stratégia / portfolic egy (my = (B, 7)) folyamat, ami adaptalt (hat
persze, hiszen nem latunk a jovébe), és

T T
/ |Bi|dt < o0, / A2dt < oo, m.b.
0 0

A (B;) folyamat jelenti a ¢-ben birtokunkban levs kotvény, () pedig a rész-
vény mennyiségét. Természetesen mindkét folyamat lehet negativ is.
A (m) portfolio értéke t-ben

X[ = BBy + 1Sk, (15)

ez a portfolio értékfolyamata.

Az Onfinanszirozé stratégiat szeretnénk definidlni a diszkrét id6 analo-
gonjaként. Az, hogy nem fektetek be plusz pénzt a portféliomba, és nem
is veszek ki bel6le, azt jelenti, hogy amikor az n-edik napon este atrende-
zem a portféliomat, akkor az osszérték meg kell egyezzen az n-edik napon a
portfoliom értékével, azaz

kO
Bn—HBn + 7n+15n = Ban + f)/nSnaz Xh

hr
és a Bpi1, Yuy1 Valtozok F-mérhetek. Felirva, hogy X, 11 = Bhi1 By +
Yni19n+1, azt kapom, hogy a portfoliom értékének megvaltozasa
- =
XnJrl - Xn = ﬁn+1(Bn+1 - Bn) + 7n+1(Sn+1 - Sn)

Ez azt jelenti, hogy az értékfolyamat megvaltozésa a kotvényar és a részvény-
ar megvaltozasabol tevédik Ossze, kiils6 forrdst nem vesziink igénybe. Ennek
az egyenletnek a folytonos megfelelGje a

d)(gr = IBtdBt + %dSt

s
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sztochasztikus differencidlegyenlet. Fz lesz az 6nfinanszirozosig definicidja.
Azt mondjuk, hogy a (m, = (B;,v:)) stratégia onfinanszirozo, ha teljesiil

dX] = fdB; + v dS; (16) {eq:onfin}

sztochasztikus differencialegyenlet.

Az (S; = S;By/B,) folyamat a diszkontdlt részvénydrfolyamat, az (X, =
X By/B;) folyamat pedig a diszkontdlt értékfolyamat.

Mostantol feltessziik, hogy a folytonos kamatrata r > 0, azaz

Bt :6”, tZ 0.

Ekkor B B
S, =e"S, s X; = e XT.
{all:onfin-ekv}
7. Proposition. A (m; = (8, 7)) stratégia pontosan akkor onfinanszirozd,

ha .
X, :X§+/ v.dS,, t€0,T).
0
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 7 dnfinanszirozé. Az Ité-formula alapjan
AX, = d (e "'XT) = —re X7t + e X,

= —re "B 4+ 7,.S,)dt + e (Btde” + %dSt)

= —re "pSdt + e "'y, dS,

= ’Ytd (eirtst) ’

amint allitottuk.
Megforditva, tegyiik fel, hogy

dy:’ = ’Ytdgt.
<«
Mivel X = Bie™ + 7,5y, igy a bal oldal €
t

n

dYtT = —re " X[dt + e "dX] = —e "' BdB; — re” "y, Sydt + e T AX].
—

A jobb oldal B f "t
dS; = —re "y, 8,dt + y,e "t dS,. > e ou;". ot
e =
A ket oldal cgyenléséaehsl adodik, hogy y Rk
¢ ~
dXtﬂ = BydB; + 7, dS;, &% a/sé‘
ami éppen az onfinanszirozosag definicioja. O
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Bevezetjiik az arbitrazs fogalmat. A 7 6nfinanszirozé stratégia arbitrdzs-
stratégia, ha X7 = 0 m.b.,, Xy > 0 m.b., és P{X] > 0} > 0. A piac
arbitrdzsmentes, ha nincs arbitrazsstratégia.

Ez a fogalom fejezi ki azt, hogy 0 kezd6tékével indulva, biztosan nyeriink,
azaz ingyen ebédhez jutunk. Természetes feltenni, hogy a valésagban arbit-
razs nem létezik a piacon, hiszen ha létezne, akkor mindenki ezt a stratégiat
jatszana meg, ezzel modositva az arakat, és igy nagyon gyorsan megsziinne
az arbitrazslehetgség. Diszkrét idejd piacon lattuk, hogy (bizonyos feltételek
mellett) az arbitrazsmentesség ekvivalens azzal, hogy létezik piacon olyan, az
eredeti P mértékkel ekvivalens mérték, melyre nézve a diszkontélt részvény-
arfolyamat martingal. Ez bizonyos feltételek mellett a folytonos esetben is
igaz, raadasul az egyik iranytu implikacié most is nagyon egyszerd.

Tegyiik fel, hogy van a piacon egy olyan Q valészintiségi mérték, melyre
P ~ Q (azaz a két mérték ekvivalens, azaz P < Q és Q < P), és az
(S;) folyamat martingal. Az ilyen mértéket ekvivalens martingdlmértéknek
(EMM) nevezziik. Legyen 7 egy tetszbleges Onfinanszirozo stratégia. A 7
Allitas szerint ekkor az értékfolyamat

¢ g J'-b
X, =X{ +/0 %Eié. _é o

H ol

Mivel (S;) Q-martingal, és X, e szerinti sztochasztikus integral, ezért az y X/

(X7) folyamat is Q- martlngal (Vegyiik észre, hogy ugyanezt az allitast
belattuk a diszkrét piacok esetén is.) Eszerint

EqX; = EqQXT.

Mivel P ~ Q, ezért ha X§ = 0, X7 > 0 P-m.b., akkor Q-m.b. is. Na
de EqX7 = EqX7 = 0, amibdl kovetkezik, hogy X7 = 0 Q-m.b., de igy
P-m.b. is.

Ezzel belattuk az alabbit.

16. Theorem. Ha az (2, A,P,(S,), (B, =€), (F)) folytonos ideji piacon
létezik Q EMM, akkor a piac arbitrdzsmentes.

Természetesen folytonos ideji piacon is tekinthetiink opciokat, ill. tet-
szlleges koveteléseket. Az egyik célunk az ilyen kovetelések igazsagos aranak
definidlasa, meghatarozasa, ill. fedezeti portfolié osszeallitésa. Igazsagos arat
és fedezeti stratégiat csak specialis esetben adunk meg a kévetkez§ fejezetben,
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azonban a definiciét kimondjuk és néhany tulajdonségot bebizonyitunk az
altalanos esetben.

Az fr egy véletlen kivetelés, ha Fp-mérhets. A w egy fedezeti stratégia
fr-re x kezdstskével, réviden ( fr, z)-fedezet, ha

X7 > frmb., és XJ =x.

Az fr kovetelés igazsdgos dra a legkisebb olyan z érték, melyre 1étezik (fr, x)-
fedezet, azaz

Cr(fr) =inf{x > 0: létezik (fr,z)-fedezet }.

Tegyiik fel, hogy a piacon létezik EMM, legyen Q egy ilyen. Ekkor tet-
sz6leges  (fr, x)-fedezetre

v =EqXJ =EqX, = Eqe ""X7 > Eqe " fr.

Ezzel belattuk, hogy
C(T, fT) 2 EQ(e_TTfT). (17)

9. Mértékvaltas

A diszkrét ideji piacok elméletében lattuk mennyire fontos az ekvivalens
martingalmérték, ugyanis ez alapjan tudtunk arazni. Jelen fejezet célja, hogy
megértsiik hogy valtozik egyes folyamatok dinamikaja ha megvaltoztatjuk a
mértéket, vagy masképpen, hogyan vezessiink be olyan mértéket, ami szerint
a folyamatunk martingél lesz.

9.1. A Wiener-folyamat karakterizacioja

17. Theorem (Lévy tétele a Wiener-folyamat karakterizaciojarol). Legyen
M, folytonos martingdl, melyre My = 0. Ha M? — t martingdl, akkor M,
wener-folyamat.

Bizonyitdas. Meghatarozzuk az M, feltételes karakterisztikus fliggvényét F,-
re, t > s. Ehhez frjuk ol az It6-formulat az f(x) = e fiiggvényre, ahol
u € R tetszoleges, rogzitett. Mivel f/(z) = iue™, f’(x) = —u’e™®, és a
feltétel szerint (M); = t, igy

t 1 t
eth _ elu]MS — / iue“‘M” dMU 4 5 / (—’LLZ)Gvad’U.
s s
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Legyen A € F, tetszdleges. A fenti formulédban atszorozva e Ms_el, és in-
tegralva az A eseményen kapjuk, hogy

2

t
E [eiu(]VIt—Ms)IA} — P{A} — 1;/ E [eiu(Mv_Ms)IA] dv.

Rogzitett A és s esetén vezessiik be a
gas(t) = g(t) = B [0 ]
jeloleést. Igy
w2 [t
g(t) = P{A} — 2/ g(v)dv,

amit derivalva

J(t) = —Sa(t), g(s) = P{A}.

Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa
u2
g(t) = P{A} e~ 5 (),

Mivel ez minden A € F, eseményre teljesiil, azt kaptuk, hogy

w2

E [eiu(Mt—]\/[s) ]:S] = ¢~ 7 (t=9)

minden v € R esetén. Vagyis az M; — M, névekmény fiiggetlen az F, o-
algebratol, és éppen egy (t — s) szorasnégyzetd normalis eloszlas. Mivel
folytonos is, igy M; SBM. OJ

Megjegyezziik, hogy a folytonossagi feltétel nélkiil nem igaz az allitas.
Hiszen ha N; 1 intenzitast Poisson-folyamat, akkor N; —t és (Ny —t)? — t is
martingal.

9.2. Girsanov-tétel

Az 0j mérték bevezetése diszkrét modell esetén nem jelentett nehézséget.
Folytonos modelleknél a dolog nem ilyen egyszert.

Legyen (92, A, P) egy valoszintségi mezs, (F;) egy filtracio, és Q egy
masik valoszintiségi mérték (€2,.4)-n, ami abszolut folytonos P-re, jelben
Q < P. Legyen M., a Q Radon-Nikodym-derivaltja,

dQ

Moo = )
dpP
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ami azt jelenti, hogy
Q(A) = / M.dP.
A

Mivel a tovabbiakban altalaban tébb mértékkel dolgozunk, ezért a vér-
hato érték als6 indexében jeldljiik, hogy melyik szerint vessziik a varhatd
értéket; azaz EpX = [, XdP és EQX = [,XdQ. Tovabba a P mérték
szerinti martingalokat réviden P-martingalnak, a Q mérték szerintieket Q-
martingalnak nevezzik.

Definiéaljuk az

M; = Ep[M| F]

P-martingalt. A kiévetkez lemma megadja a P- és Q-martingalok kozti
kapcsolatot a Radon—Nikodym-derivalt segitségével.

9. Lemma. Az (X;) F;-adaptdlt sztochasztikus folyamat pontosan akkor Q-
martingal, ha az (M X;) folyamat P-martingdl.

Bizonyitas. Mivel
Ep Moo Xi| Fy] = Xi My,

igy minden A € F; eseményre

A A

Ezért, ha A € F, C F;, akkor

/XtdQ—/XtMoodP—/XtMth
A A A

/XsdQ:/XsMOOdP:/XSMSdP.
A A A

Az (X;) folyamat pontosan akkor Q-martingél, ha a bal oldalak egyenlGek
minden A € F; halmazra, és s < t esetén, ami persze pontosan akkor teljesiil,
ha a jobb oldalak egyenl6ek, ami azt jelenti, hogy (M,X;) P-martingal. [J

Legyen
t 1 t ) 0
Cf = / Xuqu - 2/ Xudu7 gt = gta

ahol X, adaptalt folyamat. Ekkor Z, = e kielégiti a

t
Ly = 1+/ Z X dW
0
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sztochasztikus differencidlegyenletet. (Ezt a formulat hasznalni fogjuk a
Girsanov-tétel bizonyitasanal.)
A fenti sztochasztikus differencidlegyenletet differencidlegyenletes jelolés-
sel
dz; = Z, X, dW;, Zy =1,

alakba irhato.
A ( folyamatot Ito-folyamatként fehrva H W
M ) V\

Ct—/ —X2du+/ X, dW,,.

Legyen f(x) = e*, ekkor az Ito-formula szerint

{“ t 1 t
Zy =% _1+/ e<sdgs+2/ e X2ds
0 0

t 1 1 t
=1+ / s (—des+Xdes> + = / e X2ds
0 2 2 Jo

t
=1+ / €% X AW,
0

t
=1+ / Z X, dW,,
0

amint allitottuk. Azt is rogton latjuk, hogy Z; martingal.
17. Exercise. Legyen (; mint fent. Mutassuk meg, hogy a Y; = e~ folyamat
kielégiti a

dY, = Y, X2dt — X,Y,dW,, Yo =1,

sztochasztikus differencidlegyenletet!

18. Theorem (Girsanov-tétel). Legyen (6;) adaptdlt folyamat, melyre fOT 62ds <
oo m.b., €s tegyiik fol, hogy

¢ t
A = exp {—/ 0, dW, — ;/ 9§ds} (18) {eq:Lambda}
0 0

P-martingdl, ahol (W;) SBM a P mérték szerint. Definidljuk a Qp = Q
mértéket a
dQy

dP |
formuldval. Ekkor a W, =W, + fg 0,ds SBM a Q-mérték szerint.
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1. Remark. Tanultuk, hogy a A; folyamat martingdl. Akkor meg miért
tessziik {6l a Girsanov-tételben, hogy martingal? A helyzet az, hogy a mart-
ingélsaghoz kell integralhatésag, ami nem feltétleniil igaz, ha a 6; folyamat
nagy lehet. Ha bizonyos momentumfeltétel teljesiil, akkor méar A; tényleg
martingal. Lényegében a ,tegyiik fol, hogy” helyett gondolhatunk ,legyen”-t
is.

Bizonyitds. ElGszor azt kell belatni, hogy Q tényleg valosziniiségi mérték.
Lattuk, hogy

t
A =1 —/ A B, dW,,
0

ami martingal, igy

EpAr = EpAg = 1,

és mivel Ar > 0 ezért Q tényleg valdszintiségi mérték.

Most megmutatjuk, hogy a W folyamat teljesiti a Lévy-féle karakteriza-
cios tétel feltételeit a Q mérték szerint.

A folytonossag nyilvanvald, hiszen W folytonos, és Q << P. Mivel A,

mfmrtingéL ezért a 9 Lemma szerint (WW;) pontosan akkor Q-martingal, ha
(WA;) P-martingal. Irjuk fel az Ito-formulat az f(x,y) = zy fliggvényre a

t t
W, = / 0,ds + / 1dW,
0 0

t
At =1 _/ AsedeG;
0

v,

kétdimenzids I@—folyamattal. Eszerint
[\o\)‘o
- t t R t
AtWt:/ WsdAer/ ASdWSJr/ —A0,ds
0 0 0
t ¢ t
:—/ WSASHSdWs—i—/ A (Hsds—l—dWs)—/ As0,ds
0 0 0
t
—/ Ay(1 = 0,W,) AW,
0

ami P-martingal. Tehat (W;) valoban Q-martingal.
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Ahhoz, hogy a (Wf —t) folyamat Q-martingal, megint azt mutatjuk meg,
hogy (W7 — t)A; P-martingal. Elgszor felirjuk (W72 — t) Ito-folyamatos rep-
rezentaciojat. Az Ito-formulat az x? fiiggvényre felirva

N t N _ 1 t
W2 = 2/ WedW, + / 2dt,
0 2 Jo
amit rendezve, és befrva W, elsallitasat
~ t ~
W2 —t= 2/ W, (0,ds + dW,).
0

A kétvaltozos [to-formulét felirva, mint az el6bb

N t N e t _ t \N_
A(W2 — 1) = / A2W, (0.ds + dW,) + / (W2 = s)dA, — / A,0,2W,ds
0 0 0

t
_ /O (20, — (77 — 9)A.0,] aw,

adodik, ami P-martingal. Tehat (W2 —t) Q-martingal, és ezzel az allitast
belattuk. O

Végiil, bizonyitas (és preciz allitas) nélkiil megemlitjiik, hogy minden foly-
tonos martingal elGéallithato, mint egy megfelel§ adaptalt folyamat Wiener-
folyamat szerinti sztochasztikus integralja. Vagyis minden szemimartingal
Ito-folyamat.

19. Theorem (Martingal reprezentacios tétel). Legyen (W) SBM az (2, A, P)
valdszintségi mezdn, és legyen (F;) a hozzd tartozd filtrdacio, azaz a (W) dltal

generdlt filtracid, amihez hozzdvesszik a P-null halmazokat. Ha (M) foly-

tonos, négyzetintegralhaté martingdl, My = 0 m.b., akkor létezik olyan (Y;)

adaptdlt folyamat, melyre

t
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0

9.3. Black—Scholes modell

Ebben a részben egy specialis folytonos modellben kiszamitjuk a kovetelé-
sek igazsagos arat, és megadunk egy tokéletes replikalod portfoliot. Speciélis
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