
Theorem 8 (Discrete Girsanov’s theorem). Let (µn, σn)n be a predictable
sequence and assume that the stock prices are given by

Sn = e
�n

k=1(µk+σkZk),

where (Zn)n is a adapted sequence of N(0, 1) random variables, Zn is inde-
pendent of Fn−1. Further, let Bn ≡ 1. Then, under the new measure

dQ = ZNdP

(Sn) is a martingale.

5 Pricing and hedging European options
In this section we summarize our findings on pricing and hedging, and con-
sider some special cases in detail.

5.1 Complete markets

Consider an arbitrage-free complete market. The fair price of the contingent
claim fN is

C(fN) = inf{x : ∃π, Xπ
0 = x, Xπ

N = fN}.
Then, by Theorems 3 and 7 there exists a unique EMM Q. Since (Xπ

n/Bn)
is Q-martingale

EQ
fN
BN

= EQ
Xπ

N

BN

= EQ
x

B0

=
x

B0

,

therefore
C(fN) = x =

B0

BN

EQfN .

Note that x is independent of the hedge π itself, that is for different hedges
the initial value is the same.

For a hedge we need to know not only the fair price C, but also the
strategy π itself. For the given claim fN consider the martingale

Mn = EQ

�
fN
BN

����Fn

�
.
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By Theorem 7 there exists a representation

Mn = M0 +
n�

k=1

γkΔ
Sk

Bk

,

with a predictable sequence (γn). Let

βn = Mn −
γnSn

Bn

.

We proved that π = (βn, γn)n is an SF strategy and is a perfect hedge for
fN .

Summarizing, we obtained the following.

Theorem 9. In an arbitrary arbitrage-free complete market the price of the
contingent claim fN is

C(fN) = B0EQ
fN
BN

.

Moreover, there exists a strategy π which is a perfect hedge of fN , i.e.

Xπ
N = fN ,

where (βn, γn) are given above. The value process is determined by

Xπ
n = BnEQ

�
fN
BN

����Fn

�
.

5.2 Homogeneous binomial market – CRR formula

Consider a homogeneous binomial N -step market with a < r < b. That is

Bn = (1 + r)n, Sn = S0

n�

k=1

(1 + ρk),

where ρk ∈ {a, b}. We proved that this market is arbitrage-free and complete,
and the unique EMM is given by

Q(ρi = a) =
b− r

b− a
,
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and ρi’s are independent. If the claim fN only depends on the final price SN ,
and not on the whole trajectory, i.e.

fN(ω) = fN(SN(ω)),

then the pricing formula simplifies, and we obtain the Cox–Ross-Rubinstein
formula:

C(fN) =
1

(1 + r)N

N�

k=0

fN(S0(1 + b)k(1 + a)N−k)

�
N

k

�
qk(1− q)N−k,

where q = r−a
b−a

.

5.3. A CRR-formulától a Black–Scholes-formuláig

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a Black–Scholes árazási formulát meg-
kaphatjuk úgy, mint a homogén binomiális piacon a Cox–Ross–Rubinstein
árazási formula határértékét. Ez a rész a [2] jegyzet 2.6 fejezetén alapul.

A folytonos modellt a [0, T ] intervallumon tekintjük. A folytonosan szá-
mított kamatláb r > 0, és σ > 0 rögzített paraméter, a volatilitás. A diszkrét
modellben legyen

0 = τ0 < τ1 < . . . < τN = T, τi =
i

N
T.

Ezek a lehetséges kereskedési időpontok az N -lépéses binomiális modellben.
Vezessük be a T/N = h jelölést. Majd az N → ∞ határátmenetet vizsgáljuk.
Jelölje BN

τn , S
N
τn a kötvény, ill. a részvény árát a τn időpontban az N -edik

piacon. Az N -lépéses diszkrét idejű homogén binomiális piac paraméterei
legyenek rN , aN , és bN .

Most megválasztjuk az rN , aN , bN paramétereket. Legyen B0 = 1. Foly-
tonos időben a kötvényár t-ben Bt = ert. Diszkrét időben a t-hez tartozó
osztópont τ�tN/T �, ahol �x� az x egészrészét jelöli, ezt a későbbiekben elhagy-
juk. Tehát

ert = Bt ≈ BN
τ tN

T

= (1 + rN)
� tN

T
�.

Ha rN = rT/N = rh, akkor a jobb oldal N → ∞ esetén konvergál a bal
oldalhoz. Legyen

rN = r
T

N
= rh. (12) {eq:r-valaszt}
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(A későbbiekben említés nélkül többször felhasználjuk, hogy h = T/N .) Ha-
sonló okoskodással megmutatható, hogy ahhoz, hogy VarSN

τN
határértéke

N → ∞ esetén létezzen, nagyjából az kell, hogy

log
1 + bN
1 + rN

= σ
√
h, log

1 + aN
1 + rN

= −σ
√
h (13) {eq:ab-valaszt}

teljesüljön. Az N -edik modellben így választjuk a paramétereket. Belátjuk,
hogy ilyen választás mellett a K kötési árú európai call opció binomiális
modell alapján számolt igazságos ára N → ∞ esetén a Black–Scholes-árhoz
konvergál.

A binomiális modellben meghatároztuk az egyértelmű ekvivalens martin-
gálmértéket. Ez az volt, mely szerint a részvényár

p∗N =
rN − aN
bN − aN

valószínűséggel (1+bN)-szeresére nő, 1−p∗N valószínűséggel (1+aN)-szeresére,
és az N -lépés során ezek egymástól függetlenül történnek. Vagyis a részvény-
ár eloszlása a P∗

N EMM szerint

SN
τN

= S0(1 + bN)
YN (1 + aN)

N−YN = S0

�
1 + bN
1 + aN

�YN

(1 + aN)
N ,

ahol YN ∼ Binom(N, p∗N). A CRR árazási formula szerint a K kötési árú
európai call igazságos ára

CN(K) = E∗
N

(SN
τN

−K)+

BN
τN

. (14) {eq:crr-ar}

Most meghatározzuk ennek a határértékét. A centrális határeloszlás-tétel
szerint

YN −Np∗N�
Np∗N(1− p∗N)

D−→ N(0, 1), N → ∞, (15) {eq:Y_N-conv}

ha 0 < lim infN→∞ p∗N ≤ lim supN→∞ p∗N < 1, de majd megmutatjuk, hogy
ez teljesül, sőt limN→∞ p∗N = 1/2. A fenti formula bal oldalát kialakítva az
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SN
τN

-ben,
�
1 + bN
1 + aN

�YN

(1 + aN)
N = exp

�
YN log

1 + bN
1 + aN

+N log(1 + aN)

�

= exp

�
YN −Np∗N�
Np∗N(1− p∗N)

�
Np∗N(1− p∗N) log

1 + bN
1 + aN

+N

�
p∗N log

1 + bN
1 + aN

+ log(1 + aN)

��
.

Látjuk, hogy (15) alapján a

lim
N→∞

�
Np∗N(1− p∗N) log

1 + bN
1 + aN

, és lim
N→∞

N

�
p∗N log

1 + bN
1 + aN

+ log(1 + aN)

�

határértékeket kell meghatároznunk. A (13) formula és a Taylor-sorfejtés
szerint

1 + bN = eσ
√
h(1 + rN) =

�
1 + σ

√
h+

σ2

2
h+O(h3/2)

�
(1 + rh)

= 1 + σ
√
h+

�
σ2

2
+ r

�
h+O(h3/2),

így

bN = σ
√
h+

�
σ2

2
+ r

�
h+O(h3/2),

és ugyanígy

aN = −σ
√
h+

�
σ2

2
+ r

�
h+O(h3/2).

Innen kapjuk, hogy

p∗N =
rN − aN
bN − aN

=
σ
√
h− σ2

2
h+O(h3/2)

2σ
√
h+O(h3/2)

=
1

2 +O(h)
− σ

√
h+O(h)

4 +O(h)

=
1

2
− σ

4

√
h+O(h).

Rögtön látjuk, hogy p∗N → 1/2, tehát (15) valóban teljesül. A kapott aszimp-
totikákat visszaírva a kérdéses limeszekbe (h = T/N), és felhasználva a
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log(1 + x) = x − x2/2 + O(x3), x → 0, sorfejtést (az elsőrendű sorfejtés
nem elég!), kapjuk hogy

lim
N→∞

�
Np∗N(1− p∗N) log

1 + bN
1 + aN

= lim
N→∞

�
p∗N(1− p∗N)2σ

√
T = σ

√
T ,

és

lim
N→∞

N

�
p∗N log

1 + bN
1 + aN

+ log(1 + aN)

�

= lim
N→∞

N

��
1

2
− σ

4

�
T

N
+O(N−1)

�
2σ

�
T

N
− σ

�
T

N
+ r

T

N
+O(N−3/2)

�

=

�
r − σ2

2

�
T.

Mindezt visszaírva (14)-be

lim
N→∞

CN(K) = e−rTE∗
�
S0e

σ
√
TZ+T

�
r−σ2

2

�
−K

�

+

= E∗
�
S0e

σ
√
TZ−σ2

2
T − e−rTK

�
+
,

ami éppen a Black–Scholes-formulában kapott ár. Ezzel beláttuk, amit akar-
tunk.

Itt persze a határátmenet jogosságáról hallgattunk. Valójában van egy
eloszlásbeli konvergenciánk, mert (15)-ból következik a részvényár eloszlás-
beli konvergenciája. Innen a momentumkonvergencia tétel alapján akkor
következik a várható értékek konvergenciája, ha megmutatjuk az egyenletes
integrálhatóságot. Mint már sokszor, ezt nem bizonyítjuk.

Azt is fontos megemlíteni, hogy nemcsak a részvényár lejáratkori eloszlása
konvergál a Black–Scholes-modellben szereplő lejáratkori eloszláshoz, hanem
az egész folyamat is (tehát mint a [0, T ] intervallumon értelmezett folytonos
függvény) eloszlásban konvergál az exponenciális Brown-mozgáshoz. Ennek
igazolása azonban már kifinomultabb technikát igényel.

5.4 Incomplete markets

We assume that the market is arbitrage-free, but there are various EMM’s.
Let P(P) be the set of EMM’s.
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In incomplete markets there are contingent claims which are not repli-
cable, that is, there is no perfect hedge. The upper price of a claim fN
is

C∗(fN) = inf{x : π, Xπ
0 = x, Xπ

N ≥ fN}.
We proved the following result in a one-step market. Without a proof we

state the general version.

Theorem 10. The upper price of the claim fN in an arbitrage-free incom-
plete market is given by

C∗(fN) = sup
Q∈P(P)

B0EQ
fN
BN

.

6 American options
While European options can be exercised only at the terminal date N , Ameri-
can options can be exercised at any time. Formally, instead of a fixed random
payoff function fN , a sequence of payoffs (fn)n=0,1,...,N is given, where fn is
Fn-measurable, i.e. (fn)n is adapted to (Fn)n. So fn is the random payoff
if the option is exercised at time n. Clearly, the exercise time has to be a
stopping time.

6.1 Reminder: Doob’s optional sampling theorem

11. Theorem (Opcionális megállási tétel (Doob)). Legyen (Xn,Fn) szub-
martingál, σ, τ megállási idők, σ ≤ τ m.b. Tegyük fel, hogy E|Xσ| < ∞,
E|Xτ | < ∞ és lim infn→∞

�
{τ>n} |Xn|dP = 0. Ekkor E[Xτ |Fσ] ≥ Xσ m.b.

A tétel feltételei mellett, ha {Xn,Fn} martingál, akkor E[Xτ |Fσ] = Xσ

m.b.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy τ korlátos, τ ≤ m. A szubmartingál és a felté-
teles várható érték definíciója szerint azt kell megmutatnunk, hogy minden
A ∈ Fσ eseményre �

A

(Xτ −Xσ) dP ≥ 0.
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Írjuk át az integrandust

Xτ −Xσ =
τ�

k=σ+1

(Xk −Xk−1) =
m�

k=2

I(σ < k ≤ τ)(Xk −Xk−1)

alakba. Vegyük észre, hogy A ∩ {σ < k ≤ τ} = (A ∩ {σ ≤ k − 1}) ∩ {τ ≤
k − 1}c. Itt a metszet első tagja Fσ definíciója szerint Fk−1-mérhető, a
második tagja pedig a megállási idő definíciója szerint, így a metszet maga is
elem az Fk−1 σ-algebrának. Ezt, feltételes várható érték és a szubmartingál
definícióját használva

�

A

(Xτ −Xσ)dP =

�

A

m�

k=2

I(σ < k ≤ τ)(Xk −Xk−1)dP

=
m�

k=2

�

A∩{σ<k≤τ}
(Xk −Xk−1)dP

=
m�

k=2

�

A∩{σ<k≤τ}
(E[Xk|Fk−1]−Xk−1) dP ≥ 0,

ami éppen a bizonyítandó.
Az általános esetben a τ, σ megállási időkről át kell térni a τ ∧ n, σ ∧ n

korlátos megállási időkre, és belátni, hogy a kimaradó tagok 0-hoz tartanak
egy részsorozat mentén. Ezt nem bizonyítjuk, a részletekért lásd [1].

2. Corollary. Ha E|Xτ | < ∞ és lim infn→∞
�
{τ>n} |Xn|dP = 0, akkor ha

(i) {Xn,Fn} szubmartingál, akkor E[Xτ |F1] ≥ X1 m.b., és persze EXτ ≥
EX1;

(ii) {Xn,Fn} martingál, akkor E[Xτ |F1] = X1 m.b., és persze EXτ = EX1.

Fontos megjegyezni, hogy a tételben szereplő feltételek nem csupán tech-
nikai feltételek. Legyen Sn egy egyszerű szimmetrikus bolyongás az egye-
nesen. Ő martingál a az általa generált természetes filtrációra nézve. Tud-
juk, hogy az egydimenziós bolyongás rekurrens, ezért majdnem biztosan el-
éri az 1-et. Legyen az elérés időpontja τ . Ekkor τ megállási idő, és persze
Sτ ≡ 1 �= S0 = 0. Csak a lim infn→∞

�
{τ>n} |Xn|dP = 0 feltétellel lehet baj,

és valóban, ez nem teljesül.
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6.2 Optimal stopping problems

Consider a probability space with a filtration (Ω,F , (Fn)n=0,1,...,N ,P), and
let

MN
n = {τ : τ is a stopping time, τ ∈ {n, . . . , N}}.

To ease notation we suppress N in the upper index. Consider a sequence
of nonnegative adatped random variables (Xn)n, and define by backward
induction its Snell-envelope (Zn)n as follows. We are interested in the value

ZN = XN , Zn = max{Xn,E[Zn+1|Fn]}, n < N.

For a stopping time τ the stopped process is denoted by Z τ , i.e.

Zτ
n = Zτ∧n.

Proposition 4. Let (Zn) be the Snell-envelope of (Xn) with Xn ≥ 0 a.s.
(i) Z is the smallest supermartingale dominating X.
(ii) The random variable τ ∗ = min{n : Zn = Xn} is a stopping time and

the stopped process Zn∧τ∗ = Zτ∗
n is martingale.

Proof. From the definition it is clear that Z is supermatingale and dominates
X. Let Y be another supermaringale dominating X. Then YN ≥ XN = ZN .
Assuming that Yn ≥ Zn we have

Yn−1 ≥ max{E[Yn|Fn−1, Zn−1} ≥ max{E[Zn|Fn−1, Zn−1} = Zn−1.

Thus the minimality follows.
To see that τ ∗ is stopping time note that

{τ ∗ = n} = ∩n−1
k=0{Zk > Xk} ∩ {Zn = Xn}.

For the last assertion note that

Zτ∗
n − Zτ∗

n−1 = I(τ ∗ ≥ n)(Zn − Zn−1).

On the event {τ ∗ ≥ n} we have Zn−1 = E[Zn−1|Fn−1] therefore

E[I(τ ∗ ≥ n)(Zn − Zn−1)|Fn−1] = 0.
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