Theorem 8 (Discrete Girsanov’s theorem). Let (pn,0,), be a predictable
sequence and assume that the stock prices are given by

_ o1 (PrF01 Zy
Sn — eZk,l(uk k k))

where (Z,), is a adapted sequence of N(0,1) random variables, Z,, is inde-
pendent of Fn_1. Further, let B, = 1. Then, under the new measure

dQ = ZydP

(Sn) is a martingale.

5 Pricing and hedging European options

In this section we summarize our findings on pricing and hedging, and con-
sider some special cases in detail.

5.1 Complete markets

Consider an arbitrage-free complete market. The fair price of the contingent
claim fy is - oM
C(fy) =inf{z : In, X7 =z, X3 = fn}.

Then, by Theorems 3 and 7 there exists a unique EMM Q. Since (X/B,,) ( E\l Q\l‘"&
is Q-martingale r .

0
!
Eqy —Eq=Y —Eq— = — Y
y

therefore B (\h
Clfn)=z= ?;EQfN- B, }‘ 9“"?.

Note that x is independent of the hedge 7 itself, that is for different hedges
the initial value is the same.

For a hedge we need to know not only the fair price C', but also the
strategy  itself. For the given claim fx consider the martingale

fn
[BN fn] '

M, = Eq
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By Theorem 7 there exists a representation A

g\
<
\

" S
M, = M, + § %AfB’“,
k
k=1

with a predictable sequence (7). Let

TnSn
B,

ﬁn:Mn

We proved that m = (8,7 )n is an SF strategy and is a perfect hedge for
In

Summarizing, we obtained the following.

Theorem 9. In an arbitrary arbitrage-free complete market the price of the
contingent claim fn is
fn

C(fn) = BoEqp—
N
Moreover, there exists a strateqy w which is a perfect hedge of fn, i.e.
XK’ - fN7
where (Bn, ) are given above. The value process is determined by

= [
N

7).

5.2 Homogeneous binomial market — CRR formula

Consider a homogeneous binomial N-step market with a < r < b. That is
By= (147" Sy=5S ][0+ ),
k=1

where py, € {a,b}. We proved that this market is arbitrage-free and complete,
and the unique EMM is given by
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and p;’s are independent. If the claim fy only depends on the final price Sy,
and not on the whole trajectory, i.e.

frn(w) = fn(Sn(w)),

then the pricing formula simplifies, and we obtain the Cox—Ross-Rubinstein
formula:

N

C(fn) = (1—1—17")1\7 ; Sn(So(1+b)*(1+a)VF) <]]Z> g"(1— )V,
A\N
where ¢ = =%. %
’ %)

5.3. A CRR-formulatol a Black—Scholes-formulaig

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a Black—Scholes arazasi formulat meg-
kaphatjuk dgy, mint a homogén binomialis piacon a Cox—Ross—Rubinstein
arazasi formula hatéarértékét. Ez a rész a [2] jegyzet 2.6 fejezetén alapul.

A folytonos modellt a [0, 7] intervallumon tekintjiik. A folytonosan szé-
mitott kamatlab r > 0, és 0 > 0 rogzitett paraméter, a volatilitas. A diszkrét
modellben legyen

i
O=m<n<..<mw=T, TZ—NT.
Ezek a lehetséges kereskedési idépontok az N-lépéses binomiélis modellben.
Vezessiik be a T/N = h jelolést. Majd az N — oo hataratmenetet vizsgaljuk.
Jelolje Bg ,STNn a kotvény, ill. a részvény arat a 7, idépontban az N-edik
piacon. Az N-lépéses diszkrét ideji homogén binomialis piac paraméterei
legyenek 7y, an, és by.

Most megvalasztjuk az ry, ay, by paramétereket. Legyen By = 1. Foly-
tonos idében a kotvényar t-ben B; = e". Diszkrét idében a t-hez tartozo
osztopont T;n/7|, ahol || az & egészrészét jeloli, ezt a kés6bbiekben elhagy-
juk. Tehat

et =B ~BY =(1+ry) Tl

TN
T

Ha ry = rT/N = rh, akkor a jobb oldal N — oo esetén konvergal a bal

oldalhoz. Legyen
T
TN =Ty = rh. (12)
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(A késsbbiekben emlités nélkiil tobbszor felhasznaljuk, hogy h = T'/N.) Ha-
sonl6 okoskodassal megmutathato, hogy ahhoz, hogy VarSﬁ\]]V hatarértéke
N — 00 esetén létezzen, nagyjabol az kell, hogy

1+bN_ 1+CLN_
IOglJrrN =ovh, log T ovh (13)

teljesiiljon. Az N-edik modellben igy vélasztjuk a paramétereket. Belatjuk,
hogy ilyen valasztéds mellett a K kotési ard eurdpai call opcié binomiélis
modell alapjan szamolt igazsdgos dra N — oo esetén a Black—Scholes-arhoz
konvergal.
A binomialis modellben meghataroztuk az egyértelmd ekvivalens martin-
galmértéket. Ez az volt, mely szerint a részvényar
* N —an
Pn = by — an
valoszintséggel (1+by )-szeresére ng, 1—pk;, valoszintiséggel (14-ay )-szeresére,
és az N-lépés soran ezek egymastol fliggetleniil torténnek. Vagyis a részvény-
ar eloszlasa a P3 EMM szerint

1 Yo
SN = So(14+by)"™N(14+ay)V 7V =5, ( + bN> (1+an)V,
1+ay

ahol Yy ~ Binom(N,py). A CRR éarazasi formula szerint a K kotési ara
eurdpai call igazsigos ara
(SN~ K),

!
N
BYN.

Ov(K) = B4 (14)

Most meghatarozzuk ennek a hatéarértékét. A centralis hatareloszlas-tétel
szerint v Nt
NZ PN Py N(0,1), N - oo, (15)
Npy(1—py)

ha 0 < liminfy e py < limsupy_,.. Py < 1, de majd megmutatjuk, hogy
ez teljesiil, s6t limy_,oo piy = 1/2. A fenti formula bal oldalat kialakitva az
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N
S, -ben,

1+ by ™ N 1+ by
1 = Yyl N log(1
<1+aN> (1+ay) exp N0g1+aN+ og(1+ an)

= exp{ Yy~ Npy \/ Noy (1= piy) log 1tby
Npy (1 —py) L+ay

1+ by
N i1 log(1 .
+ <pN og1+aN+ og( +aN)>}

Latjuk, hogy (15) alapjan a

lim /Npjy (1 —py)log

N—oo

1+b 1+b
i N,és lim N(p}kvlog i

N
log(1
1+apn N—o0 1+aN+ og( +aN)>

hatarértékeket kell meghataroznunk. A (13) formula és a Taylor-sorfejtés
szerint

2
1+by =™Vl +ry) = (1 +ovh+ %h + O(h3/2)> (1+rh)
o2
=1+ovVh+ <2 +r> h+O(h*?),
lgy ,
by = aVh + <U2 + 7“) h+ O(R*?),
és ugyanigy
2

ay = —oVh+ <02 + 7“) h+ O(h3?).
Innen kapjuk, hogy
. TN—an ovh — %2h+0(h3/2)
Py —an 20V'h + O(h3/2)

1 ovVh + O(h)
T 2+40(h)  4+0(h)

1 o
=5 Z\/E+0(h).

Rogton latjuk, hogy py — 1/2, tehat (15) valoban teljesiil. A kapott aszimp-
totikdkat visszairva a kérdéses limeszekbe (h = T/N), és felhasznalva a
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log(1 +z) = o — 2%/2 + O(2?®), x — 0, sorfejtést (az elsérendii sorfejtés
nem elég!), kapjuk hogy

J\}gl})oy/NpN(l—pN)logl+aN —]\}ILI;O piy(1 = pi)20VT = oV/T,

1456
lim N <p}‘v log g + log(1 + aN)>

;—Z\/z ]20[—0\/>+r+0 W))

Mindezt visszairva (14)-be

N—o0

2
lim Cy(K) = e "TE* <Soe"ﬁ 241(r-%) _ K)
X
_ E* <SO€U\FTZ—§T _ e—rTK> 7
4
ami éppen a Black—Scholes-formulaban kapott ar. Ezzel belattuk, amit akar-
tunk.

Itt persze a hataratmenet jogossdgéarol hallgattunk. Valdjaban van egy
eloszlasbeli konvergenciank, mert (15)-bol kovetkezik a részvényar eloszlés-
beli konvergencidja. Innen a momentumkonvergencia tétel alapjan akkor
kovetkezik a varhatoé értékek konvergenciaja, ha megmutatjuk az egyenletes
integralhatosadgot. Mint méar sokszor, ezt nem bizonyitjuk.

Azt is fontos megemliteni, hogy nemcsak a részvényar lejaratkori eloszlasa
konvergal a Black—Scholes-modellben szerepld lejaratkori eloszlashoz, hanem
az egész folyamat is (tehat mint a [0, 7] intervallumon értelmezett folytonos
fiiggvény) eloszlasban konvergal az exponencialis Brown-mozgashoz. Ennek
igazolasa azonban mar kifinomultabb technikat igényel.

5.4 Incomplete markets

We assume that the market is arbitrage-free, but there are various EMM’s.
Let P(P) be the set of EMM’s.
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In incomplete markets there are contingent claims which are not repli-
cable, that is, there is no perfect hedge. The upper price of a claim fy
is

C*(fy) =inf{z: 7, X[ =z, X3 > fn}

We proved the following result in a one-step market. Without a proof we
state the general version.

Theorem 10. The upper price of the claim fy in an arbitrage-free incom-
plete market is given by

C*(fn) = sup BoEqL—.

6 American options

While European options can be exercised only at the terminal date N, Ameri-
can options can be exercised at any time. Formally, instead of a fixed random
payoff function fy, a sequence of payoffs (f,,)n=01,. n is given, where f, is
Fn-measurable, i.e. (f,), is adapted to (F,),. So f, is the random payoff
if the option is exercised at time n. Clearly, the exercise time has to be a

stopping time.

6.1 Reminder: Doob’s optional sampling theorem

11. Theorem (Opcionalis megallasi tétel (Doob)). Legyen (X, F,) szub-
martingdl, o, megdlldsi idék, o < T m.b. Tegyik fel, hogy E|X,| < oo,
E|X,| < o0 és liminf, f{7>n} | X, |dP = 0. Ekkor E[X,|F,| > X, m.b.

A teétel feltételei mellett, ha {X,,, F,} martingal, akkor E[X,|F,] = X,
m.b.

Bizonyitdas. Tegyiik fel, hogy 7 korlatos, 7 < m. A szubmartingal és a felté-
teles varhato érték definicioja szerint azt kell megmutatnunk, hogy minden
A € F, eseményre

/ (X, — X,)dP > 0.
A
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Irjuk at az integrandust

T

Xe=Xo= Y (Xp—Xpm1) =) _I(o <k <7)(Xp — Xpy)
k=0+1 k=2

alakba. Vegyiik észre, hogy AN{oc <k <7} =(ANn{oc <k—-1})n{r <
k — 1}c. Itt a metszet els§ tagja F, definicioja szerint Fj_j-mérhets, a
mésodik tagja pedig a megallasi id6 definicidja szerint, igy a metszet maga is
elem az Fp_1 0- algebrénak. Ezt, feltételes varhato érték és a szubmartingal

s stz

/(X — X,)dP = Zla<k<7)(Xk—Xk ,)dP
A p=2

= Z/ (X — Xj_1)dP
k=2 Y An{o<k<t}

-y / (E[X4|For] — Xiy) dP >0,

k=2 N{o<k<T}

ami éppen a bizonyitando6.

Az altalanos esetben a 7,0 megallasi id6krsl at kell térmi a 7 An, o An
korlatos megéallasi id6kre, és belatni, hogy a kimaradé tagok 0-hoz tartanak
egy részsorozat mentén. Ezt nem bizonyitjuk, a részletekért lasd [1]. O

2. Corollary. Ha E|X;| < co és liminf, f{7>n} | X, |dP = 0, akkor ha

(i) { Xy, Fn} szubmartingdl, akkor E[X |Fi] > X1 m.b., és persze EX, >
EXI;

(i1) { Xy, Fn} martingdl, akkor E[X,|F1] = X1 m.b., és persze EX, = EX;.

Fontos megjegyezni, hogy a tételben szerepl§ feltételek nem csupén tech-
nikai feltételek. Legyen S, egy egyszerti szimmetrikus bolyongés az egye-
nesen. O martingal a az altala generalt természetes filtraciora nézve. Tud-
juk, hogy az egydimenzids bolyongés rekurrens, ezért majdnem biztosan el-
éri az 1l-et. Legyen az elérés idépontja 7. Ekkor 7 megallasi id6, és persze
S, =1+# 85y =0. Csak a liminf,_,. f{7>n} | X, |dP = 0 feltétellel lehet baj,
és valéban, ez nem teljesiil.
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6.2 Optimal stopping problems

Consider a probability space with a filtration (Q,F, (Fy)n=o1..~,P), and
let
MY = {71 7 is a stopping time, 7 € {n,..., N}}.

To ease notation we suppress N in the upper index. Consider a sequence
\ of nonnegative adatped random variables (X,),, and define by backward
induction its Snell-envelope (Z,,), as foll .’ﬂ; We are interested in the value

(74 W 4.““

Iy = Xy, anmaX{Xn, [Zns1]|Fnl}, n < N.

For a stopping time 7 the stopped process is denoted by Z7, i.e

Zy = Zrpn- anb: miv\{q,‘]

n

Proposition 4. Let (Z,) be the Snell-envelope of (X,,) with X,, > 0 a.s.
(i) Z is the smallest supermartingale dominating X .

(ii) The random variable " = min{n : Z,, = X, } is a stopping time and
the stopped process Znp~ = ZT is martingale.

Proof. From the definition it is clear that Z is supermatingale and dominates
X. Let Y be another superma@gale dominating X. Then Yy > Xy = Zy.
Assuming th;{u Y, > Z, we have ] “%‘;o y

X
\ Y,-1 > max{E[Y,|F,.- Al*,?(l} > max{E[Z,|F,.- I&ﬁn 1} = Zn 1-

Thus the minimality follows.
To see that 7* is stopping time note that

{* =n} =n_g{Z > X} N {Z, = X,,}.
For the last assertion note that
27— 77 = (7 > 0)(Zn = Zu ).
\ On the event {7* > n} we have Z,, | = E[Z,,gq|F1] therefore

E[I(7" > n)(Zy — Zp1)|Fn1] =0
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