A sztochasztika alapjai fizikusoknak
5. feladatsor: kovariancia, nevezetes eloszldsok
Megoldésok

2. A megtakaritott pénziinket értékpapirba fektetjiik, 20 darabot vaséarolunk az A vallalat
és 10 darabot a B vallalat részvényeibdl. Egy év mulva a két vallalat részvényei varhato
értékben 700 illetve 1500 dollart fognak majd érni, az arfolyamok szorasa pedig 20 illetve

80 dollar.
(a) Tegyiik fel, hogy a részvények arfolyama fliggetlen egymastol. Varhatoan menynyit
fog majd érni a portfolionk egy év mulva? Mennyi a portfélio értékének a szorésa?

(b) Tegyiik fel, hogy a részvények arfolyama nem fiiggetlen egymastol. Az arfolyamok
kozotti korrelacios egyiitthato fliggvényében irjuk fel formulaval és abrazoljuk a
portfolio értékének varhato értékét és varianciajat!

(c) Milyen kapcsolat van a korrelacios egyiitthato és a befektetés kockazata kozott?
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értékpapirokbol allitsak Ossze portfoliot?

Megoldas. Jelolje X az A véllalat, Y pedig a B vallalat részvényének értékét egy év
mulva. A feladat szerint E(X) = 700, D(X) = 20, E(Y) = 1500, és D(Y') = 80. Egy év
milva a portfolionk értéke 20X + 10Y".

(a) Az Osszeg varhato értéke mindig a varhato értékek Osszege, az Osszeg szorasnégy-
zete pedig akkor egyenld a szorasnégyzetek Osszegével, ha a valtozok fiiggetlenek (na jo,
korrelalatlanséag is elég). Tehat, mindig

E(20X + 10Y) = 20E(X) + 10E(Y") = 29000,
és ha X és Y fiiggetlenek, akkor

D?(20X + 10Y) = D?*(20X) + D?(10Y) = (20)°D?*(X) + (10)*D?*(Y)
= 160000 + 640000 = 800000,

azaz D(20X + 10Y) = 400v/5.
(b) Lattuk,
E(20X + 10Y) = 20E(X) + 10E(Y") = 29000,

azaz a varhato érték nem filigg a korreléciotol.
A szorasnégyzet (variancia) az altalanos esetben, hasznélva a korrelacio p(X,Y) =

A



aris
D?(20X + 10Y) = Cov(20X + 10Y,20X + 10Y))
= Cov(20X,20X) + 2Cov(20X,10Y) + Cov(10Y, 10Y)
= D?(20X) + 2D(X)D(Y)p + D?*(10Y)
= 400% + 2 - 400 - 800 - p + 800?
= 400°(5 + 4p).

Ez egyszerti linearis fliggvény. Figyeljiink, hogy p € [—1,1].

(c) Nyilvan a kockazatos befektetés azért kockazatos, mert nagyon ingadozik a var-
hato értéke koriil, azaz a szorasa nagyobb. Tehat, ha én kockazatkeriil6 vagyok, akkor
minél kisebb szérasnégyzetii portfoliot szeretnék Osszerakni. Fzt ugy érhetem el, ha p a
korrelécié negativ.

4. Egy konyvben az egyes oldalakon a sajtohubék szdma egymastol fiiggetlen, Poisson(2)
eloszlast kovet. Hatarozzuk meg annak a valészintiségét, hogy a 30. és 31. oldalon sincs
hiba! Adjuk meg az ezeken az oldalakon taldlhato sajtohubak varhato értékét és szorésat!

nézzik a képletgytjteményben). Eszerint X Poisson-eloszlasi A = 2 paraméterrel, ha

P(X:]{?):FG :Ee i

k=0,1,2,....

Jelolje X a 30. oldalon, Y a 31. oldalon levs hibak szamét. A feladat szerint ezek fiiggetlen,
Poisson-eloszlastuak 2 paraméterrel. Az, hogy egyik oldalon sincsen hiba, azt jelenti, hogy
X =0¢é&s Y =0. Ennek a valosziniisége, a fliggetlenség miatt

PX=0Y=0=PX=0)-PY=0=e?-e?=c"
Tudjuk, hogy A-paramétert Poisson varhato értéke és szorasnégyzete is A, ezért
EX+Y)=EX)+E®Y) =4,

és mivel fliggetlen valtozok Osszegének szordasnégyzete egyenld a szorasnégyzetek Osszegé-

vel, ezért
D*(X +Y) =D*X) +D*Y) =4,

azaz D(X +Y) = 2.
5. Egy augusztusi éjszakin megfigyelhets csillaghulldsok széma Poisson—eloszlast kovet.

Annak a valoszintisége, hogy egy éjszaka egyetlen hullocsillagot sem latunk 0,1. Varhatoan
hany hullocsillag figyelhet6 meg egy éjszaka?



Megoldas. Itt is Poisson-eloszlas van. Most ki kell taldlnunk az adatokbol a paramétert,
mert nincs expliciten megadva, mint az el6bb. Legyen X a megfigyelt hullocsillagok szama
egy este. Ekkkor X ~Poisson()\). Az, hogy nem latunk hullocsillagot azt jelenti, hogy
X = 0. Azaz, azt tudjuk, hogy

P(X=0)=0,1.

Na de a formula szerint ez éppen \°/0! - e = e=*. Tehat e=* = 0,1 ahonnan \ =
—log0,1 = log 10 (itt a log = In a természetes alapt logaritmus). A Poisson paramétere
tetszGleges pozitiv szam lehet, nem kell, hogy egész legyen! Poisson varhato értéke a

paramétere, azaz
E(X) = X =log10.

6. Egy biztositotarsasag felmérte, hogy egy év soran egy csaladi haz 0,0002 valészintiséggel
gyullad ki. Mennyi a valészintisége, hogy 2008-ban egy faluban, ahol 15000 héz van,
négynél kevesebb tiiz it ki? (Kozelitsiink Poisson—eloszlassal!)

Megoldas. Itt is Poisson-eloszlassal kell szamolni. A pontos eloszlas binomiélis n =
15000 és p = 0,0002 paraméterekkel, de a binomialis jol kozelithets Poisson-eloszlassal ha
p kicsi és n nagy.

El6szor meg kell hataroznunk a A paramétert. Mivel a tiiz valoszintisége egy héznal
0,0002, és a faluban 15000 héz van, ezért az Osszes tliz varhato értéke

15000 - 0,0002 = 3.

Tehéat egy olyan Poisson-eloszlas kell nekiink, aminek a varhaté értéke 3. A varhato
érték éppen a paraméter, tehat A = 3. Ezek szerint annak a valdsziniisége, hogy négynél
kevesebb tiiz iit ki az

P(X<4)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)+P(X =3)
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8. Egy villanykorte élettartama exponencidlis eloszlasi, atlagosan 2 évig miikodik. Mennyi
a valoszintsége, hogy legalabb egy évig fog miikddni egy 1j villanykorte? Mennyi a va-
loszintisége, hogy legaldbb még egy évig fog miikodni egy méar fél éve mikods? Mennyi
id6t él meg a villanykorték 90%-a?



Megoldas. Exponencialis eloszlasunk van, elszér meg kell hatarozni a paramétert.

Legyen egy villanykorte évben mért élettartama X. Ekkor a feladat szerint X expo-
nencialis eloszlasu és varhato értéke 2. Tudjuk (vagy megnézziik a képletgytjteményben),
hogy az exponencialis varhato értéke a paraméter reciproka. Azaz, ha X ~Exp(A), akkor
E(X) = 1/X. Az, hogy egy villanykorte atlagosan 2 évig miikodik, éppen azt jelenti, hogy
az élettartam varhato értéke 2. Azaz 2 = 1/\, ahonnan kapjuk, hogy A = 1/2.

Az, hogy egy 1uj villanykorte legalabb egy évig jo, azt jelenti, hogy az élettartam
nagyobb, mint 1. Tehat a kérdés, hogy mennyi P(X > 1) (mivel folytonos eloszlasunk van,
mindegy, hogy > 1 vagy > 1). Az exponencialis eloszlasfiiggvénye P(X < z) = 1 — e 2,
ha z > 0, és 0 kiilonben, ezért

PX>1)=1-P(X<1)=¢7~06.

A maésodik kérdésnél tudjuk, hogy mar fél éve miikddik az izzonk. Ez egy feltételes
valoszintiség, hiszen van egy részinformaciom, nevezetesen {X > 1/2}. A kérdeés, hogy
mennyi a valoszintisége, hogy még legalabb 1 évig él, azaz {X > 3/2}. A feltételes
valoszintiség definicidja szerint

P(X >3/2,X>1/2) P(X>3/2) e

PX>82X>12) ==X 95  ~P(X>12) o
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Most lényegében belattuk, hogy az exponenciélis eloszlas orokifja, ami azt jelenti, hogy
tetszleges s,t > 0 esetén P(X > s+ t|X > s) = P(X > t), azaz ha a valtozém mar s
id6t megélt (feltétel!), akkor annak a valosziniisége, hogy még t-t megél az ugyanannyi,
mint annak a valészintisége, hogy t-t megél (nincs feltétel!).

A harmadik kérdésen kicsit el kell mélazni. Az, hogy a id6t megél az izzok 90%-a
azt jelenti, hogy ha egyszerre becsavarok 100 izzo6t, akkor a id6 utdn még 90 db vilagit.
Masképpen, 10 égett ki a-ig, azaz annak a valoszintisége, hogy egy izz6 élettartam a-nél
kisebb, az 0,1. Tehat a kérdés az az a szam, melyre

P(X <a)=0,1

(Mivel folytonos eloszlasunk van, ezért mindegy, hogy hol van szigoru egyenl6tlenség, és
hol nincs.) Beirva az eloszlasfiiggvény képletét (A = 1/2, ezt méar kiszamoltuk!)

0,1=1—e"2,

vagyis a = 2log ' &~ 0,21. Azaz 0,21 évet él meg a villanykortek 90%-a.

11. A skot bakak mellkasdnak kormérete N(88,10) eloszlast kovet. Mekkora hényaduk
fér bele 84-es zubbonyba?



Megoldas. Végre egy normélis eloszlds. Most mindkét paraméter meg van adva. A
varhato érték p = 88, a szoérasnégyzet o? = 10. Arra figyeljiink, hogy a szérasnégyzet
a 10, nem a szoras! Azt fogjuk hasznalni, hogy ha X normalis eloszlast u és o2 para-
méterekkel, akkor Z = (X — p)/o standard normalis eloszlast, ami meg tablazatba van
szedve. Figyeljiink oda, hogy mi ¢ és mi 02!

Legyen X egy skot baka mellkasanak kormérete. Erre tgy gondolunk, hogy a skot
katonak Gsszességébdl véletlenszertien kivalasztunk egyet. Ezzel a jeloléssel a feladat éppen
a {X < 84} esemény valoszintiségét kérdezi. Ez pedig

X 88 _ 8188
VIO T V10

Az standard normalis eloszlasfliggvény tablazataban negativ z-ek nincsenek. De nem baj,
tudjuk, hogy a stirtiség paros fiiggvény, amibdl kovetkezik, hogy

P(X <84)=P ( ) =P(Z < —129) = ®(—1,26).

O(—z)=1—-P(x), x>0.

Tehéat
B(—1,26) = 1 — $(1,26) = 1 — 0,8962 = 0,1038.

Azaz a skot bakak kb. 10%-a fér bele egy 84-es zubbonyba.

12. Egy munkadarabokat készits gép 40 cm-re van beéllitva. A hiba normalis eloszlést
kovet 0 varhato értékkel. Annak a valoszintsége, hogy egy munkadarab nagyobb, mint
40,5 cm, 0,05. Mennyi a szoras?

Megoldas. Jelolje X egy munkadarab hibajat (eljellel, tehat lehet negativ is), azaz a
munkadarab hossza 40 + X cm. Tudjuk, hogy X normalis eloszlastu. Most nincs megadva
mindkét paramétere a normélis eloszlasnak. Azt tudjuk, hogy 0 a varhatod érték, azaz
= 0. Legyen o2 a szérasnégyzet. Azt tudjuk még, hogy

P(X > 0,5) = 0,05,

hiszen a munkadarab pontosan akkor nagyobb, mint 40,5, ha a hiba nagyobb, mint 0,5.
Megint a normalis eloszlas skalazasi tulajdonsagat hasznaljuk. Eszerint X/o = Z stan-
dard normalis. Tehét

P(X >05)=P(X/o >05/0)=P(Z >0,5/0)=1—&(0,5/0) = 0,05.
Innen adodik, hogy
®(0,5/0) = 0,95

Most azt kell megkeresni a normalis eloszléas tablazataban, hogy hol veszi fel a 0,95 értéket.
Ez valahol 1,64 és 1,65 kozott torténik, legyen 1,65. Tehat azt kaptuk, hogy
0,5

22 = 1,65,
g



ahonnan
o =0,3.

Azaz a szoras 0,3.

16. Az FC Barcelona passzolasi hatékonysaga 2019. aprilisaban p = 0,85 (azaz egy passz
ekkora valoszintséggel sikeres). Adjuk meg annak a valoszintiségét, hogy a Liverpool elleni
525 passzbol legalabb 460 sikeres.

Megoldas. Ez a legklasszikusabb példa a de Moivre-Laplace-tétel alkalmazaséara. Jelolje
S a sikeres passzok szaméat. Mivel Gsszesen 525 passz van, és mindegyik passz egyméstol
fiiggetleniil 0, 85 valoszintséggel sikeres, ezért S eloszlasa binomialis n = 525 és p = 0,85
paraméterekkel. A de Moivre-Laplace-tétel szerint

S —np
np(1l —p)

kozelitleg standard normaélis eloszlasu, azaz

P <a§ \/% §b> ~ ®(b) — ®(a).

A pontos allitas az, hogy ha n — oo, akkor az =~ helyett = van. Ha csak fels6 korlat van,
akkkor a = —o0 és ®(—o0) = 0, ha csak also, akkor b = oo és P(00) = 1. A feladat kérdése
a P(S > 460) valoszintiség. Egyszert atalakitassal elérjiik, hogy (S — np)/+/np(1l —p)
jelenjen meg. Az np = 525 - 0,85 &~ 446 és y/np(1 — p) ~ 8,2 értékeket beirva

B S —np 460 — np B S —np
P(S >460) =P (\/np(l — > \/np(l—p)> =P <—np(1—p) > 1,7)

~1—®(1,7) =1— 0,955 = 0,045.

Tehat a keresett valoszintisége 0,045.

18. Chicago és Los Angeles kozott két vastitvonal van, melyek mindegyikén egy-egy vonat
kozlekedik. Mindkét vonat egyidében indul, 1ényegében egyforman kényelmes és k szemé-
lyes. Tegytik fel, hogy 1000 utas egymaéstol fiiggetlentil 1/2—1/2 valoszintiséggel valaszt
vonatot. Legalabb mekkora legyen az iil6helyek £ szama, hogy 0,01-nél kisebb legyen
annak a valdszintisége, hogy lesz olyan utas, akinek nem jut iil6hely?

Megoldas. Ez is de Moivre-Laplace. Jelolje S az A tarsasédggal utazok szémat. Ekkor
a B-vel utazok szama 1000 — S. Mivel n = 1000 ember egymastol fiiggetleniil 1/2 — 1/2
valoszintiséggel dont A ill. B mellett, ezért S binomidlis eloszlasu n = 1000 és p = 1/2
paraméterekkel. Legyen k az iil6helyek szama (mindkét vonaton). Az, hogy lesz olyan,
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akinek nem jut hely, azt jelenti, hogy vagy az A tarsasidgnal til sokan vannak, vagy a
B-nél. Azaz, vagy S > k (A vonat betelik) vagy 1000 —.S > k (B vonat betelik). A kérdés
a legkisebb olyan k érték, melyre

P(S > k vagy S < 1000 — k) < 0,01.

Vegyiik észre, hogy k > 500 kell legyen, és ekkor csak az egyik vonat telhet be, azaz a
fenti valoszintiségben szerepld két esemény egymast kizard, ahonnan

P(S > k vagy S < 1000 — k) = P(S > k) + P(S < 1000 — k).

Hasznéljuk a de Moivre-Laplace-tételt. Beirjuk az np = 500, \/np(1 — p) = 5v/10 ~ 15,8
értékeket. Ekkor

S —np - k—np
Vnp(l=p)  /np(1—p

és ugyanigy (csak felhasznaljuk, hogy ®(—z) =1 — ®(z) ha z > 0, és hogy 500 — k < 0)

P(S > k) _P< ) ~1— ®((k — 500)/15,8),

S —np 1000 — k —np

N R

Azaz, keressiik azt a legkisebb k értéket melyre

P(S < 1000 — k) :P< ) ~1— ®((k —500)/15,83).

2[1 — ®((k — 500)/15,8)] < 0,01.

Atrendezve,
O ((k —500)/15,8) > 0,995.

Kikeressiik a normalis eloszlas tablazatabol, hogy hol veszi fel ® a 0,995 értéket. Ez 2,57,
azaz

k — 500
15,8

> 2,57,

amit atrendezve
k > 540.6.

Mivel k egész, ezért 541 a legkisebb olyan k, amire a feltétel teljesiil.



