A sztochasztika alapjai
5. feladatsor: nevezetes eloszlasok, CHT
Megoldésok

1. Egy kényvben az egyes oldalakon a sajtohubak szama egymastol fiiggetlen, Poisson(2)
eloszlast kovet. Hatarozzuk meg annak a valdszintiségét, hogy a 30. és 31. oldalon sincs
hiba! Adjuk meg az ezeken az oldalakon talédlhato sajtohubak varhato értékét és szorasat!

Megoldas. Elsszor is felidézziik a Poisson-eloszlas definiciojat (rosszabb esetben meg-
nézzik a képletgytjteményben). Eszerint X Poisson-eloszlasi A = 2 paraméterrel, ha
Mo 2k,

P(X:k?):ye_ :Ee_, k:0,1,2,....

Jelolje X a 30. oldalon, Y a 31. oldalon levs hibak szamét. A feladat szerint ezek fiiggetlen,
Poisson-eloszlastak 2 paraméterrel. Az, hogy egyik oldalon sincsen hiba, azt jelenti, hogy
X =0¢ésY = 0. Ennek a valoszintisége, a fliggetlenség miatt

PX=0Y=0)=P(X=0)-PY=0)=e¢?-c?=¢"
Tudjuk, hogy A-paraméterd Poisson varhato értéke és szorasnégyzete is A, ezért
EX+Y)=EX)+E®Y) =4,

és mivel fliggetlen valtozok Osszegének szorasnégyzete egyenls a szorasnégyzetek Gsszegé-
vel, ezért
D*(X +Y) =D*X) +D*Y) =4,

azaz D(X +Y) = 2.

2. Egy augusztusi éjszakin megfigyelhets csillaghulldsok széma Poisson—eloszlast kovet.
Annak a valoszintisége, hogy egy éjszaka egyetlen hullocsillagot sem latunk 0,1. Varhatéan
hény hullocsillag figyelhet6 meg egy éjszaka?

Megoldas. Itt is Poisson-eloszlas van. Most ki kell talalnunk az adatokboél a paramétert,
mert nincs expliciten megadva, mint az el6bb. Legyen X a megfigyelt hulldcsillagok szama
egy este. Ekkkor X ~Poisson(A). Az, hogy nem latunk hullocsillagot azt jelenti, hogy
X = 0. Azaz, azt tudjuk, hogy

P(X =0)=0,1.

Na de a formula szerint ez éppen \°/0! - e7* = e=*. Tehat e = 0,1 ahonnan \ =
—log0,1 =log 10 (itt a log = In a természetes alapu logaritmus). A Poisson paramétere
tetszGleges pozitiv szam lehet, nem kell, hogy egész legyen! Poisson varhato értéke a
paramétere, azaz

E(X) =\ =log10.



3. Egy biztositotarsasag felmérte, hogy egy év soran egy csaladi héz 0,0002 valoszintiséggel
gyullad ki. Mennyi a val6szintisége, hogy 2008-ban egy faluban, ahol 15000 héz van,
négynél kevesebb tiiz it ki? (Kozelitsiink Poisson—eloszlassal!)

Megoldas. Itt is Poisson-eloszlassal kell szamolni. A pontos eloszlas binomiélis n =
15000 és p = 0,0002 paraméterekkel, de a binomialis jol kozelitheté Poisson-eloszlassal ha
p kicsi és n nagy.

El6szor meg kell hataroznunk a A paramétert. Mivel a tiiz valoszintisége egy héznal
0,0002, és a faluban 15000 haz van, ezért az Osszes tliz varhato értéke

15000 - 0,0002 = 3.

Tehéat egy olyan Poisson-eloszlas kell nekiink, aminek a varhaté értéke 3. A varhato
érték éppen a paraméter, tehat A = 3. Ezek szerint annak a valdszintisége, hogy négynél
kevesebb tiiz iit ki az

P(X<4)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)+ P(X = 3)
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5. Egy villanykorte élettartama exponencialis eloszlasi, atlagosan 2 évig miikodik. Mennyi
a valoszintisége, hogy legalabb egy évig fog miikodni egy 14j villanykorte? Mennyi a va-
loszintisége, hogy legalabb még egy évig fog miikodni egy méar fél éve miikods? Mennyi
id6t ¢l meg a villanykorték 90%-a?

Megoldas. Exponencialis eloszlasunk van, el6szor meg kell hatarozni a paramétert.

Legyen egy villanykorte évben mért élettartama X . Ekkor a feladat szerint X expo-
nencialis eloszlasu és varhato értéke 2. Tudjuk (vagy megnézziik a képletgytjteményben),
hogy az exponencialis varhato értéke a paraméter reciproka. Azaz, ha X ~Exp(\), akkor
E(X) = 1/)X. Az, hogy egy villanykorte atlagosan 2 évig miikodik, éppen azt jelenti, hogy
az élettartam varhato értéke 2. Azaz 2 = 1/), ahonnan kapjuk, hogy A\ = 1/2.

Az, hogy egy 1j villanykorte legalabb egy évig jo, azt jelenti, hogy az élettartam
nagyobb, mint 1. Tehat a kérdés, hogy mennyi P(X > 1) (mivel folytonos eloszlasunk van,
mindegy, hogy > 1 vagy > 1). Az exponencialis eloszlasfiiggvénye P(X < z) =1 — e,
ha z > 0, és 0 kiilonben, ezért

PX>1)=1-P(X<1)=¢2~06.

A maésodik kérdésnél tudjuk, hogy méar fél éve miikddik az izzénk. Ez egy feltételes
valoszintiség, hiszen van egy részinformaciom, nevezetesen {X > 1/2}. A kérdés, hogy
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mennyi a valoszintisége, hogy még legalabb 1 évig él, azaz {X > 3/2}. A feltételes
valoszintiség definicidja szerint
P(X >3/2,X>1/2) P(X>3/2) e
P32 =12 ==X 75 " P12 o
Most lényegében belattuk, hogy az exponencidlis eloszlas orokifja, ami azt jelenti, hogy
tetszoleges s,t > 0 esetén P(X > s+ t|X > s) = P(X > t), azaz ha a valtozém mar s
id6t megélt (feltétel!), akkor annak a valoszintisége, hogy még t-t megél az ugyanannyi,
mint annak a valosziniisége, hogy t-t megél (nincs feltétel!).

A harmadik kérdésen kicsit el kell mélazni. Az, hogy a id6t megél az izzok 90%-a
azt jelenti, hogy ha egyszerre becsavarok 100 izzo6t, akkor a id6 utdn még 90 db vilagit.
Masképpen, 10 égett ki a-ig, azaz annak a valoszinisége, hogy egy izz6 élettartam a-nél
kisebb, az 0,1. Tehat a kérdés az az a szam, melyre

P(X <a)=0,1.
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(Mivel folytonos eloszlasunk van, ezért mindegy, hogy hol van szigori egyenl6tlenség, és
hol nincs.) Beirva az eloszlasfiiggvény képletét (A = 1/2, ezt méar kiszamoltuk!)

0,l=1—e"2,
vagyis a = 2log & &~ 0,21. Azaz 0,21 évet ¢l meg a villanykorték 90%-a.

8. A skot bakak mellkasanak kormérete N (88, 10) eloszlast kovet. Mekkora hanyaduk fér
bele 84-es zubbonyba?

Megoldas. Végre egy normalis eloszlas. Most mindkét paraméter meg van adva. A
varhato érték p = 88, a szorasnégyzet o2 = 10. Arra figyeljiink, hogy a szérasnégyzet
a 10, nem a szoras! Azt fogjuk hasznélni, hogy ha X normalis eloszlast u és o2 para-
méterekkel, akkor Z = (X — p)/o standard normaélis eloszlasi, ami meg tablazatba van
szedve. Figyeljiink oda, hogy mi o és mi o?!

Legyen X egy skot baka mellkasanak kormérete. Erre tgy gondolunk, hogy a skot
katonék Gsszességébdl véletlenszertien kivalasztunk egyet. Ezzel a jeloléssel a feladat éppen
a {X < 84} esemény valoszintiségét kérdezi. Ez pedig

X 88 _ 8488
VIO T V10

Az standard normalis eloszlasfiiggvény tablazataban negativ x-ek nincsenek. De nem baj,
tudjuk, hogy a stirtiség paros fiiggvény, amibdl kovetkezik, hogy

O(—z)=1—-P(z), z>0.

P(X <84)=P < ) =P(Z < —129) = ®(—1,26).

Tehat
d(—1,26) =1— P(1,26) =1 —0,8962 = 0,1038.

Azaz a skot bakak kb. 10%-a fér bele egy 84-es zubbonyba.



9. Egy munkadarabokat készité gép 40 cm-re van beallitva. A hiba normalis eloszlast
kovet 0 varhato értékkel. Annak a valdszintsége, hogy egy munkadarab nagyobb, mint
40,5 cm, 0,05. Mennyi a szoras?

Megoldas. Jelolje X egy munkadarab hibajat (eljellel, tehat lehet negativ is), azaz a
munkadarab hossza 40 + X cm. Tudjuk, hogy X normalis eloszlasi. Most nincs megadva
mindkét paramétere a normélis eloszlasnak. Azt tudjuk, hogy 0 a varhatod érték, azaz
= 0. Legyen o2 a szérasnégyzet. Azt tudjuk még, hogy

P(X > 0,5) = 0,05,

hiszen a munkadarab pontosan akkor nagyobb, mint 40,5, ha a hiba nagyobb, mint 0,5.
Megint a normaélis eloszlas skalazasi tulajdonsagat hasznaljuk. Eszerint X/o = Z stan-
dard normalis. Tehat

P(X > 0,5) =P(X/o > 05/0) =P(Z > 05/0) =1 —®(0,5/5) = 0,05.

Innen adodik, hogy
®(0,5/0) = 0,95

Most azt kell megkeresni a normalis eloszlas tablazataban, hogy hol veszi fel a 0,95 értéket.
Ez valahol 1,64 és 1,65 kozott torténik, legyen 1,65. Tehat azt kaptuk, hogy

0,5
— = 1,65,
o
ahonnan
o=0,3.

Azaz a szoras 0,3.

13. Az FC Barcelona passzolasi hatékonysaga 2019. aprilisaban p = 0,85 (azaz egy passz
ekkora valoszintiséggel sikeres). Adjuk meg annak a valoszintségét, hogy a Liverpool elleni
525 passzbol legalabb 460 sikeres.

Megoldas. Ez a legklasszikusabb példa a de Moivre-Laplace-tétel alkalmazaséara. Jelolje
S a sikeres passzok szamat. Mivel Gsszesen 525 passz van, és mindegyik passz egyméstol
fliggetleniil 0, 85 valoszintséggel sikeres, ezért S eloszlasa binomialis n = 525 és p = 0,85
paraméterekkel. A de Moivre-Laplace-tétel szerint

S —np
np(1 —p)

kozelitSleg standard normalis eloszlasi, azaz

3 <a§ % gb) ~ (b)) — B(a).
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A pontos allitas az, hogy ha n — oo, akkor az &~ helyett = van. Ha csak fels6 korlat van,
akkkor a = —oo és ®(—o0) = 0, ha csak also, akkor b = oo és (o0) = 1. A feladat kérdése
a P(S > 460) valoszintiség. Egyszertd atalakitassal elérjik, hogy (S — np)/+/np(1l — p)
jelenjen meg. Az np = 525 - 0,85 &~ 446 és /np(1 — p) =~ 8,2 értékeket beirva

S —np 460 — np S —np
P(S > 460) = P —p| 2" >4y
(52 460) <\/np(1—p)Z \/np(l—p)> < np(l—p)Zl )

~1—®(1,7) =1 — 0,955 = 0,045.

Tehat a keresett valoszintisége 0,045.

14. Chicago és Los Angeles kozott két vastitvonal van, melyek mindegyikén egy-egy vonat
kozlekedik. Mindkét vonat egyidében indul, 1ényegében egyforman kényelmes és k szemé-
lyes. Tegytik fel, hogy 1000 utas egymaéstol fiiggetlentil 1/2—1/2 valoszintiséggel valaszt
vonatot. Legalabb mekkora legyen az iil6helyek £ szama, hogy 0,01-nél kisebb legyen
annak a valdszintisége, hogy lesz olyan utas, akinek nem jut iil6hely?

Megoldas. Ez is de Moivre-Laplace. Jelolje S az A tarsasédggal utazok szédmat. Ekkor
a B-vel utazok szama 1000 — S. Mivel n = 1000 ember egymastol fiiggetlentil 1/2 — 1/2
valoszintiséggel dont A ill. B mellett, ezért S binomidlis eloszlasu n = 1000 és p = 1/2
paraméterekkel. Legyen k az iil6helyek szama (mindkét vonaton). Az, hogy lesz olyan,
akinek nem jut hely, azt jelenti, hogy vagy az A tarsasdgnal tul sokan vannak, vagy a
B-nél. Azaz, vagy S > k (A vonat betelik) vagy 1000 —S > k (B vonat betelik). A kérdés
a legkisebb olyan k érték, melyre

P(S > k vagy S < 1000 — k) < 0,01.

Vegyiik észre, hogy £ > 500 kell legyen, és ekkor csak az egyik vonat telhet be, azaz a
fenti valoszintségben szerepls két esemény egymaéast kizard, ahonnan

P(S >k vagy S <1000 — k) = P(S > k) + P(S < 1000 — k).

Hasznéljuk a de Moivre-Laplace-tételt. Beirjuk az np = 500, /np(1 — p) = 5v/10 ~ 15,8
értékeket. Ekkor

S —np - k —np
Vp(L—p)  /np(l—p

és ugyanigy (csak felhasznaljuk, hogy ®(—z) =1 — ®(z) ha = > 0, és hogy 500 — k < 0)

PS>k =P < ) ~1— ®((k — 500)/15,8),

S —np 1000 — k —np

S —p)  J(l—p
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P(S < 1000 — k) =P< ) ~1— ®((k —500)/15,3).



Azaz, keressiik azt a legkisebb k értéket melyre
2[1 — ®((k — 500)/15,8)] < 0,01.

Atrendezve,
®((k —500)/15,8) > 0,995.

Kikeressiik a normalis eloszlas tablazatabol, hogy hol veszi fel ® a 0,995 értéket. Ez 2,57,
azaz

k — 500
15,8

> 2,57,

amit atrendezve
k > 540,6.

Mivel k egész, ezért 541 a legkisebb olyan k, amire a feltétel teljesiil.

16. Budapesten meg akarjak allapitani a dohanyosok p aranyat. Ehhez kivalasztanak n
egyént ugy, hogy minden valasztasnal mindenki ugyanakkora valészintiséggel keriil kiva-
lasztésra, és csak ezek kozt nézik meg a dohanyosok £k szaméat. Legalabb mekkora legyen
az n, hogy a kapott p’ = k/n arény legalabb 0,95 valoszintiséggel legfeljebb 0,005 hibéval
kozelitse a valodi p ardnyt, akarmi is p € (0,1)?

Megoldas. Ez mar érdekesebb feladat, ugyanis semmi nincs megadva. Vildgos, hogy a
feladat nagyon fontos, ugyanis a kézvéleménykutatasokhoz pontosan ilyen tipust kérdést
kell feltenni. Van valami ismeretlen valészintiség p, ami azt mutatja meg, hogy az emberek
ilyen aranya szavazna az A part jeloltjére. Nem tudjuk mi a p, de errél szeretnénk valamit
mondani. Hany embert kell megkérdezni, hogy valami okosat mondhassunk?

Jelolje S a dohanyzok szamat a megkérdezettek kozott. Ekkor S binomialis eloszlast
véletlen valtozo n (meghatarozando, de ismert) és p (ismeretlen) paraméterekkel. Vilagos,
hogy az ismeretlen p értékre az S/n becslést adjuk. Elég Osszetett a kérdés, kicsit el kell
rajta gondolkodni. A becslés hibaja |S/n — p|. Azt akarjuk, hogy ez nagy valdszintiséggel
(0,95) kicsi legyen (0,005-nél kisebb), azaz olyan n értéket keresiink, amire

S
P (‘— —p‘ < 0,005) > 0,95.
n

(Annak a valoszintisége, hogy a hiba 0,005-nél kisebb, legalabb 0,95.) A neheze megvan.
Hasznéaljuk a de Moivre-Laplace-tételt. Eszerint

3 <a§ S gb) ~ ®(b) — D(a).

np(l —p)



Tehat be kell erdltetni az (S — np)/y/np(1 — p) kifejezést. Tegyiik meg:

P (‘ﬁ —p‘ < 0,005) —P (‘S L I 0,005)
n n
S —np NZD
—p (|2 | - 0005—Y" _
( vnp(l—p) p(1 —p)>

~ O (0,005L> By (—0,005L>
p(1—p) p(1—p)

— 20 <0,005i> 1

p(1—p)

Annyit hasznéaltunk, hogy |r| < a pontosan akkor, ha —a < = < a, és hogy ®(—z) =
1 — ®(z). Ezek szerint az kell, hogy

2 [0.005—Y" ) _ 1> 005
vp(l—p)

o (o,005\/%> > 0,975.

A tablazatbol kikeresve azt kapjuk, hogy

azaz

WV
V(1 —=p)

0,005 > 1,96.

Atrendezve
n >392%-p(1 —p). (%)

Na de nem ismerjiik p értékét. Ugy kell n-et valasztani, hogy a fenti egyenlGtlenség
minden p-re igaz legyen. Tehat valasszuk p-t tgy, hogy a jobb oldal maximaélis legyen. Ez
p = 1/2-nél van, értéke 1/4. Tehat, ha

1
n > 3962Z = 38416,
akkor () teljesiil minden p € [0, 1] esetén.
17. Legyen f folytonos fiiggvény a [0, 1] intervallumon. A hozzéatartozé n-edik Bernstein-

polinom By,(f)(z) = Y_p_, f(k/n)(})a*(1 — z)"~*. Igazoljuk, hogy B,(f) egyenletesen
konvergél az f fiiggvényhez, azaz

lim sup |B,(f)(x) - f(x)] = 0.

=00 2¢0,1]



Megoldas. Ez egy nehezebb elméleti feladat, ilyen nem lesz a dolgozatban. Azért pro-
bélja mindenki megérteni a megoldast.

Ennek igazolasédhoz vegytik észre, hogy B, (f)(z) = Ef(S,/n), ahol S,, = X;+...+X,,,
és Xy, ..., X, figgetlen azonos eloszlast Bernoulli(z) véletlen valtozok (azaz P(X; = 1) =
x=1—-P(X; =0)). Vagyis S, pedig binomialis eloszlastt n és p = = paraméterekkel,

azaz

P(S,=k) = (:)xk(l - x)"‘k, k=0,1,...,n.

A varhato érték tulajdonsagai szerint
E(f(Sa/n)) =Y f(k/n)P(S, = k) =
k=0
A Csebisev-egyenlétlenség szerint
°
Legyen € > 0 rogzitett. Mivel folytonos fliggvény zéart intervallumon egyenletesen foly-

tonos, ezért létezik olyan § = d(e) > 0, hogy |u — v| < d esetén |f(u) — f(v)| < e.
Igy

S
— -
n

n2c? nc?

- c) < D?(S,) x(1-— x)

[f(2) = Bu(£) (@) = [E[f(z) = f(Su/n)]| < 2MP(|Sn/n —x[>0) + e
D?*(S,) 2Mz(1 — x)

<2M
- n2H? no2

+e< + ¢,
ahol M az |f| maximuma a [0, 1] intervallumon. A kapott becslés z-ben egyenletes, ezért
az allitast belattuk.

Ez a Weierstrass-féle approximécios tétel egy konstruktiv bizonyitasa.

5. feladatsor 11. Valamely névényfajta magjaibol 4116 mintdban a hibés magok szama
A paramétert Poisson—eloszlasi véletlen valtoz6. Minden mintat 3 technikus vizsgal meg
egymas utan, hogy eltavolitsak a hibas magokat. Az i-edik technikus p; < 1 valoszintiség-
gel veszi észre a hibas magokat; dontései az egyes magokra nézve fiiggetlenek, és az egyes
technikusok is egymastol fiiggetleniil dontenek. Hatarozzuk meg az el nem tavolitott hibés
magok eloszlasat!

Megoldas. Azt nézziik, hogy egy technikus utdn mi a helyzet. Legyen p = p;. Jelolje X
az eredeti mintaban a hibas magok szamat, és Y a technikus ellenérzése utdn megmaradt
hibés magok szamat. Tudjuk, hogy X Poisson-eloszlastt A paraméterrel, azaz lehetséges
értékei 0,1, .... Vildgos, hogy Y-nak is ezek a lehetséges értékei.

Igy nehéz a feladat. Az eredeti hibas magok szama is véletlen. Mi lenne, ha tudnank
a hibas magok szamat. Tegyiik fel, hogy az eredeti hibas magok szama k, azaz X = k.
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Jon az elsé technikus, minden egyes hibas magot p valoszintiséggel vesz észre, azaz 1 — p
valoszintiséggel nem veszi észre. Ez minden hibas magra egyméstol fiiggetlen, ezért a
bennemaradt hibas magok szdma binomiélis eloszlast k és 1 — p paraméterekkel. Tehét,
az X = k feltétel mellett (ez egy kutya kozonséges feltételes valoszintiség)

PY=/(X=k) = (?)(1 —p)p*t £=01,... k.

Akkor alkalmazzuk a teljes valoszintség tételét az {X = 0}, {X = 1}, ..., teljes esemény-
rendszerrel. Eszerint

P(Y =/() = iP(Y = 0|X = k)P(X = k).

k=0

[rjuk be a Poisson-eloszlas formulajat, és a fent kapott formulat. Kicsit szamolunk (persze
ha Y = ¢ akkor X is legalabb ¢, azaz P(Y = /(| X = k) =0, ha k < ()

Az utolso el6tti egyenlGségnél hasznéltuk, hogy az exponencialis fiiggvény Taylor-sora
jelent meg (e® = "2 x¥/k!). Latjuk, hogy ez éppen egy (1 — p)\ paraméterd Poisson-
eloszlas.

Tehat az els6 technikus utdn maradt hibas magok széama is Poisson. Azaz a masodik
technikus is Poisson darab hibas magot kap, csak a paraméter (1 —p;)\. A fentiek szerint
a méasodik technikus utan maradt hibas magok szdma is Poisson, a paraméter pedig
(1 —p1)(1 —p9)A, végiil a harmadik utan maradt hibas magok széma is Poisson-eloszlést,
(1 —p1)(1 — p2)(1 — p3) A paraméterrel.



