A sztochasztika alapjai
5. feladatsor: egyiittes eloszlds, kovariancia

1. A megtakaritott pénziinket értékpapirba fektetjiik, 20 darabot vasarolunk az A vallalat és 10
darabot a B véllalat részvényeibdl. Egy év milva a két vallalat részvényei varhato értékben 700
illetve 1500 dollart fognak majd érni, az arfolyamok szorasa pedig 20 illetve 80 dollar.

(a) Tegyiik fel, hogy a részvények arfolyama fiiggetlen egymastol. Varhatéan menynyit fog
majd érni a portfolionk egy év milva? Mennyi a portfolio értékének a szorasa?

(b) Tegyiik fel, hogy a részvények arfolyama nem fliggetlen egymastol. Az arfolyamok kozotti
korrelacids egytitthato fiiggvényében irjuk fel formuléaval és dbrézoljuk a portfolié értékének
varhato értékét és variancidjat!

(c¢) Milyen kapcsolat van a korrelacios egytitthato és a befektetés kockazata kozott? Ha én egy
kockazatkeriilg befektets vagyok, akkor pozitiv vagy negativ korrelacioju értékpapirokbol
allitsak Ossze portfoliot?

2. Bence és Luca testvérek. Ebéd utan mindketten véletlentsl fiiggs ideig alszanak. Bence
esetében ez atlagosan 2 6ra, a szords 30 perc, mig Luca esetében 1,5 6ra, 20 perc szdréassal.
Hatéarozzuk meg Bence és Luca egyiittes (Bence + Luca) alvasdnak varhato értékét és szora-
sat, ha az alvasmennyiségek egymastol fiiggetlenek, illetve akkor, ha a kozottiik 1évE korrelacios
egylitthato 0,5.

3. Két szabalyos kockaval jatszunk. Jelolje X az els6 kockaval dobott szamot és Y a dobott
szamok nagyobbikat. Adjuk meg az egylittes eloszlast, kovarianciat, az 0sszeg varhato értékét és
szOrasat!

4. Valasszunk két szamot egyméstol fliggetleniil az egyenletességi hipotézis szerint a (0, 1) in-
tervallumbol!  Adjuk meg a maximum és a minimum egyiittes eloszlasat, és szamoljuk ki a
kovarianciajukat!

5. Legyen X és Y egyiittes stirtisége h, ahol
(a) h(z,y) = ze=*1+Y) ha z,y > 0;
(b) h(z,y) = 6xy?, ha z,y € [0,1];
(c) hz,y) =2xy + z, ha z,y € (0,1);
y) =

() ( (.’If—i—y) —(x—y),hax,ye(o,l).
Hatarozzuk meg a kovarianciamatrixot!

6. A Jonas Brothers nevii egyiittes tjra Osszeall és koncertet adnak. A PepsiCo cég a kovetkezs
otlettel all els: a kolasivegeik kupakjaban elrejtik a banda egy-egy tagjanak a nevét és azok
kozott, akik osszegytjtik mindharom nevet kisorsolnak egy VIP belépst. Kevin neve a kupakok
felén szerepel, Joe-val a kupakok egyharmadiban taldlkozhatunk és Nick a legritkdbb, neve
atlagosan minden hatodik kupakban szerepel. Vesziink 10 kolat. Adjuk meg a Joe felirata
kupakok szamanak varhato értékét és szorasat! Adjuk meg a Joe felirati és a Kevin felirata
kupakok szamanak kovariancidjat és korrelacios egyiitthatojat!



7. Legyen az (X,Y) véletlen vektorvaltozo eloszlasa egyenletes az egységkorben. Hatarozzuk
meg az egylittes eloszlasfiiggvényt és a peremeloszlasok stirtiségfiiggvényeit!

8. Legyen az X és Y véletlen valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye
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_ §(x+$y+y)a ha (l',y) € (07 1) ;
@, y) = { 0, kiilénben .

Hatérozzuk meg a peremeloszlasokat!

9. Egy dobokockaval az elsé hatosig dobunk. Jeldlje X a sziikséges dobasok szamat, Y pedig a
dobott egyesek szaméat. Adjuk meg az egylittes eloszlast és a kovarianciét!

10. Mutassuk meg, hogy két fiiggetlen Poisson—eloszlast véletlen valtozd Osszege is Poisson—
eloszlasu!

11. Valamely névényfajta magjaibol all6 mintaban a hibas magok szama A paraméterii Poisson—
eloszlasi véletlen valtoz6. Minden mintat 3 technikus vizsgal meg egyméas utan, hogy eltavolitsak
a hibas magokat. Az i-edik technikus p; < 1 valdszintiséggel veszi észre a hibas magokat; dontései
az egyes magokra nézve fiiggetlenek, és az egyes technikusok is egyméstol fliggetleniil dontenek.
Hatarozzuk meg az el nem tavolitott hibas magok eloszlasat!

12. Egy szabalyos kockaval N-szer dobunk, ahol NV ~ Poisson(\) véletlen valtozo. Jeldlje X; az
egyesek, Xy a kettesek szaméat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast!

13. Egy varosban 200 taxi kozlekedik. Telefonon taxit rendeliink, és ha van szabad taxi, ak-
kor a kozpont a legkdzelebbit hozzank kiildi. Feltessziik, hogy a taxik egymastol fiiggetlentil,
egyenletes eloszlas szerint helyezkednek el a varosban, és mindegyik egymastol fiiggetleniil 2/3
valoszintiséggel foglalt. Tovabba egy taxi helyzete a varoson beliil fiiggetlen attol, hogy foglalt-e
vagy sem. Mennyi annak a valészintisége, hogy a legkozelebbi szabad taxi 1 km-es korzetiink-
ben legyen (mely nem nyulik ki a varosbol), feltéve, hogy van szabad taxi? A varos teriilete
28, 26 km?.

14. Egy telefonfiilke el6tt allunk, és varjuk, hogy az elGttiink beszéls befejezze a beszélgetést. Az
illets véletlentdl fiiggs ideig beszél, az idétartam strtiségfiiggvénye (percben mérve) e~ (#/3) /3,
x> 0.
(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a beszélgetés 3 percnél tovabb tart?
(b) Mennyi a valoszintisége, hogy a beszélgetés t 4+ 3 percnél tovabb tart, feltéve, hogy ¢ percnél
tovabb tart?

15. Legyen X véletlen valtozo, melyre E(X?) < co. Mutassuk meg, hogy az f(x) = E[(X —z)?]
az x = EX pontban veszi f5l a minimumat, ami éppen D?(X).



