A sztochasztika alapjai
5. feladatsor: egyiittes eloszlds, kovariancia
Megoldésok

1. A megtakaritott pénziinket értékpapirba fektetjiik, 20 darabot vasarolunk az A vallalat
és 10 darabot a B véllalat részvényeibdl. Egy év milva a két vallalat részvényei varhato
értékben 700 illetve 1500 dollart fognak majd érni, az arfolyamok szorasa pedig 20 illetve
80 dollar.

(a) Tegyiik fel, hogy a részvények arfolyama fliggetlen egymastol. Varhatéan menynyit
fog majd érni a portfolionk egy év mulva? Mennyi a portfolio értékének a szorasa?

(b) Tegyiik fel, hogy a részvények arfolyama nem fiiggetlen egymastol. Az arfolyamok
kozotti korrelacios egyiitthatd fliggvényében irjuk fel formuléval és abrazoljuk a
portfolio értékének varhato értékét és varianciajat!

(c) Milyen kapcsolat van a korrelacios egyiitthato és a befektetés kockazata kozott?
Ha én egy kockéazatkeriil§ befektets vagyok, akkor pozitiv vagy negativ korrelacidju
értékpapirokbol allitsak Ossze portfoliot?

Megoldas. Jelolje X az A vallalat, Y pedig a B vallalat részvényének értékét egy év
milva. A feladat szerint E(X) = 700, D(X) = 20, E(Y) = 1500, és D(Y) = 80. Egy év
milva a portfolionk értéke 20X + 10Y".

(a) Az Osszeg varhato értéke mindig a varhato értékek Osszege, az Osszeg szorasnégy-
zete pedig akkor egyenld a szorasnégyzetek Osszegével, ha a valtozok fiiggetlenek (na jo,
korrelalatlansag is elég). Tehat, mindig

E(20X + 10Y) = 20E(X) + 10E(Y) = 29000,
és ha X és Y fiiggetlenek, akkor
D?(20X + 10Y) = D?*(20X) + D*(10Y) = (20)°D?*(X) + (10)*D?*(Y)
= 160000 + 640000 = 800000,
azaz D(20X + 10Y) = 400v/5.
(b) Lattuk,
E(20X + 10Y) = 20E(X) + 10E(Y) = 29000,

azaz a varhato érték nem fiigg a korrelaciotol.
A szorasnégyzet (variancia) az altalanos esetben, hasznélva a korrelacio p(X,Y) =

aris
D?(20X + 10Y) = Cov(20X + 10Y, 20X + 10Y)
— Cov(20X,20X) + 2Cov(20X,10Y) + Cov(10Y, 10Y)
= D?(20X) + 2D(X)D(Y)p + D?*(10Y)
= 400% + 2 - 400 - 800 - p + 800?
= 400%(5 + 4p).



Ez egyszerti linearis fiiggvény. Figyeljiink, hogy p € [—1,1].

(c) Nyilvan a kockazatos befektetés azért kockazatos, mert nagyon ingadozik a var-
hato értéke koriil, azaz a szérasa nagyobb. Tehat, ha én kockazatkeril§ vagyok, akkor
minél kisebb szérasnégyzetii portfoliot szeretnék Osszerakni. Fzt ugy érhetem el, ha p a
korrelacio negativ.

3. Két szabalyos kockaval jatszunk. Jelolje X az els6 kockaval dobott szamot és Y a
dobott szamok nagyobbikat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast, kovarianciat, az Gsszeg
varhato értékét és szorasat!

Megoldas. Mind az X, mind az Y véletlen valtozo lehetséges értékei {1,2,...,6}. Tehat
X,Y diszkrét véletlen valtozok. Az (X,Y) vektorvaltozo lehetséges értékei szampérok.
Mivel Y > X hiszen Y a két szam koziil a nagyobb, ezért a lehetséges értékek halmaza

{(i,j) 1 1<i<j<6}.

Elgszor meghatarozzuk a P((X,Y) = (1,1)) valoszintséget. Mivel X az elsé kockéaval
dobott szam, Y pedig a két szam nagyobbika, ezért csak tugy lehet mindeketts 1, ha
mindkét kockéval 1-et dobtunk. Mivel az Gsszes eset szdma 6 - 6 = 36, igy

1
P(X,)V)=(1,1)=P(X=1,Y=1) = 6
Most vizsgaljuk a P(X = 1,Y = 2) valoszintiséget. Az els6 kockaval megint 1-et dob-
tunk, és a dobott szamok maximuma 2. Ez csak gy lehet, ha az elsé kockaval 1-est, a
méasodikkal 2-est dobtunk. Megint 1 kedvezd eset, ezért

1
Latjuk, hogy tetszleges j = 1,2,...,6 esetén
: N
P((X,Y) = (1)) =P(X = 1Y = j) = o.

Nézziik a P(X = 2,Y = 2) valoszintiséget. (Persze, ha X = 2 akkor Y > 2.) Ez azt
jelenti, hogy az els6é kockaval 2-est dobtunk, és a dobott szamok nagyobbika 2. Ez ugy
lehet, ha a masodik kockéval 1-est vagy 2-est dobtunk. Azaz, most két kedvez§ eset van,
2

P(X,)Y)=(2,2)=P(X =2Y =2)= TR
Ha X = 2 és Y = 3, akkor az els§ kockaval 2-est dobtunk, a nagyobbik szam pedig 3,
tehat a méasodik kockaval 3-ast dobtunk. Ez megint egy eset, tehat

1

P(X=2Y=3)= .



Ugyanigy tetszéleges 7 > 3 esetén

1

P(X=2Y=j)=g.

Most mar latjuk az altalanos képet. Ha X =i, Y = 4, akkor az azt jelenti, hogy az
els6 kockaval i-t dobtunk, és a nagyobbik szam 7, tehat a mésodik kockéaval az 1,2,...,1
szamok valamelyikét dobtuk. Ez ¢ lehet6ség, azaz

l

P(X=iY =i)= .

Ha pedig X =1 és Y = j > ¢, akkor az els6 szam ¢, a nagyobbik 7, és mivel ez nem lehet
az els@, ezért a masodik j. Tehat

Roviden

L
35, hai <.
Ez az egyiittes eloszlas.

A peremeloszlasokat ugy kapjuk meg, hogy rogzitjik az egyik valtozd értékét, és ki-
Osszegziink a masik Osszes lehetséges értékére (folytonos esetben ugyanez, csak Osszegzés
helyett, a strtiséget kell integralni). Azaz

6 6

. 1 1 6 1

P(X=i)=) PX=iY=jl=g+ ) m=5=;
J=1 J=i+1

Ez persze nem nagy meglepetés, ehhez nem kellett volna ennyit szamolni. A szabélyos
kockéaval 1/6 a valoszintisége minden lehetséges értéknek. Az Y eloszlasa pedig

j j—1 ‘ :
. . . 1 J 27 —1
P(Y:j)zg P(X:z,Y:j):E — 4 == .
.- 236736 36

Innen a varhato értékek definicié szerint szamolhatok. Valdéban

és

26:23'—1, 1(26-7-13 6-7)_182—21_161

6 2 36 36



Az Gsszeg varhato értéke az a varhato értékek Osszege, azaz

7 161 1264161 287
B Y =5 5 = 5%~ 56
Az Osszeg szorasnégyzetének kiszamitasa macerdasabb, hiszen X és Y nyilvin nem
fliggetlenek (hat persze, a lehetséges értékek 1,2,...,6, ugyanakkor X <Y). Az Gsszeg
szorasnégyzete akkor egyenld a szorasnégyzetek sszegével, ha a vdltozdk fiiggetlenek (vagy
korrelalatlanok). Altalaban, a kovariancia tulajdonsagai szerint (vegyiik észre, hogy a
kovariancia ugy viselkedik, mint egy szorzas; pontosabban & egy bilineéaris funkcional)

DX +Y) =Cov(X +Y,X +Y) = Cov(X, X) + 2Cov(X,Y) + Cov(Y,Y)
= D?(X) + 2Cov(X,Y) + D(Y).

A szérasnégyzetek definicié alapjan szamolhatok

6 2
1 7 6-7-13 49 182 — 147 35
D*(X)=E(X?*) - (EX))*=) ~-i*— (=] = s B
(X) = E(X) - (B(X)) ;6 ! (2) 6-6 4 12 12
Ugyanigy
D*(Y) = E(Y?) — (E(Y))?,
és ; ,
25 -1 , 1 6-7\> 6-7-13\ 791
E(Y?) = 2= 2 _ _
();36‘7 36((2) 6) 36
tehat

2
Dr(y) = L (161) 2555

“ 36 \ 36/ 1296

Maradt a kovariancia. A kovariancia tulajdonsigai szerint
Cov(X,Y)=E(XY) - (E(X) -E()).

A varhato értékeket méar kiszamoltuk, tehat méar csak a szorzat varhato értéke kell. A
szorzat egy kétvaltozos fiiggvény, tehat a varhato érték tulajdonsigai szerint

E(XY):ZP(X:i,Y:j)~z’-j.



Ez egy 21 tagu 6sszeg, ki kell szamolni:

_Z@' i.i’+i6~7—i(z’+1)
N 36 36 2

tehit 154 7 161 35
Cov(X,V)=— = — = —.
VXY =TT 5 3 T
A kovariancia pozitivitasa azt jelenti, hogy ha az egyik valtozé nagy, akkor a masik is
hajlamos nagyobb lenni. Ez intuitiven vilagos ebben a példéban.

4. Valasszunk két szamot egymastol fiiggetleniil az egyenletességi hipotézis szerint a (0, 1)
intervallumbol! Adjuk meg a maximum és a minimum egyiittes eloszlasat, és szamoljuk
ki a kovariancidjukat!

Megoldas. Legyen U; és U, a két, fiiggetleniil egyenletes eloszlas szerint valasztott
pont, és jelolje X a maximumot, Y pedig a minimumot. El6szor meghatarozzuk X és Y
eloszlasat kiilon-kiilon.

Vilagos, hogy X lehetséges értékei a [0, 1] intervallum elemei, és = € [0,1] esetén
{X < z} pontosan akkor teljesiil, ha mindkét pont a [0, 2] intervallumba esik, aminek
valoszintisége 2. Tehat

0, hax<0,
F(z)=P(X <z)=<2? haxel01],
1, hax>1

Innen derivalassal kapjuk a striiségfiiggvényt, azaz

2z, hax € (0,1),
flx) = o 0.1)
0, kilonben.



A varhato érték

E(X) = /fo(x)dx - /le-Qxdx: ;

Hasonloan, az Y lehetséges értékei a [0, 1] intervallum elemei, és {Y < y} pontosan
akkor teljestil, ha legalabb 1 pont a [0,y intervallumba esik, azaz vagy pontosan 1 esik
oda, aminek a valészintisége
melyik pont esik oda, az a [0, y]-ba esik, a masik pedig nem; vagy pontosan 2 pont esik
oda, aminek a valoszintisége

v,
hiszen ekkor mindketts a [0, y|-ba esik. Tehat az eloszlasfiiggvény

0, ha y <0,
Gy =P <y)=q2y(1-y)+y*=2y—y> hayecl0]l]
1, ha y > 1.

Innen a strtiségfiiggvény

2_2y7 haye (Oa1)7
0, kiilénben.

A varhato érték

BO) = [ a2y = 3.

Ez heurisztikusan vilagos, hiszen 2 véletlen pont nagyjabol 3 egyforma hosszu inter-
vallumra osztja az egységnyi intervallumot. Tehat a kisebbik pont varhato értéke 1/3, a
nagyobbiké pedig 2/3, ahogy kiszamoltuk.

Nézziik most az egyiittes eloszlast. Legyen

P(X <2,Y <y) = H(z,y)
az egylittes eloszlasfiiggvény. Mivel a lehetséges értékek a halmaza [0, 1] x [0, 1], ezért

1, haz>1,y>1,

Hiz,y) P(X <z), hay>1,
T,y) =
YIAP <y), haz>1,

0, ha z <0 vagy y < 0.
Igy az érdekes eset amikor z,y € [0,1]. S6t, mivel X > Y, igy ha < y akkor

P(X <z,Y <y =PX <ux).
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Hat persze, ha a maximum kisebb, mint z, akkor a minimum is kisebb, igy az a feltétel
elhagyhato. Legyen tehat 1 > = > y > 0. Ekkor az {X < z,Y < y} esemény akkor
kovetkezik be, ha mindkét pont < x, és legalabb egy pont < y. Ez tugy lehet, ha vagy
mindkét pont a [0, y|-ba esik, aminek a valoszintisége y?, vagy az egyik a [0, y|-ba, a méasik
(y, x]-be, aminek a valoszintisége 2 -y - (x — y) (melyik pont, hova, hova). Tehat

P(XSx,YSy)=y2+2y(a:—y):2xy—y2.

Osszegezve,

r1: haz>1,y>1,
P(X <z), hay>1,
P(Y < h > 1

H(x7y):P(X§SE7Y<y>: ( —y)7 axr =~ ,
P<X§5L’), hax§y7
Qxy—yQ’ h30§y§x§17
O ha z < 0 vagy y < 0.

Latjuk, hogy kétvaltozos eloszlasfiiggvény meghatarozasa nehezebb. A stirtségfiiggvény
tobbvéltozos esetben is az eloszlasfiiggvény derivaltja, csak most minden véltozo szerint
egyszer kell derivalni. El&szor x szerint derivalunk, az y-t konstansnak tekintve, majd az
eredmény derivaljuk y szerint. Az eloszlasfiiggvény alakjabol latjuk, hogy csak ott nem 0
a strtiség, ahol z-tdl és y-tol is flige az eredmény, azaz

0? 2, hat<y<az<l1,
h(z,y) {

- 0x0y a 0, kiilénben.

Persze a siirtiség éppen azon a tartomany nem tiinik el, ami az (X,Y’) vektor lehetsé-
ges értékeit adjak, ami most {(z,y) : 0 < y < x < 1}. Ezek utan kiszamolhatjuk a
kovarianciat. A formula szerint

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y),

és a varhato értékeket méar ismerjiik. A szorzat varhato értéke, a varhato érték tulajdon-
sdgainal megismert formula szerint (szorzat, mint kétvaltozos fiiggvény)

1 T 1 1
E(XY) = //h(a:,y)xydxdy = / (/ 2xydy> dx = / z-2ide = T
0 0 0

Az el6bbi integralasnal figyeljiink a hatarokra: rogzitett = € [0, 1] esetén y € [0, x]-re lesz
h = 2! Tehat



5. Legyen X és Y egyiittes stirtisége f, ahol
(a) h(x,y) = e 1Y) ha 2,y > 0;
(b) h(x,y) = 6zy? ha z,y € [0, 1];
(c) h(z,y) =2xy+ z, ha z,y € (0,1);
(d) h(z,y) = (x+y)* = (x —y)* haxz,y € (0,1).

Hatérozzuk meg a kovarianciamatrixot!

Megoldas. Ez egyszerii szamolas. A definiciot kell tudni. Megesinaljuk az (a), (b) részt.
(a) Az X strtségét jelolje f, Y-ét g. Ekkor a peremeloszlas strtiségére vonatkozo
formula szerint x > 0 esetén

f(z) =/ h(z,y)dy 2/0 pe " dy = e ‘”/0 ze Wdy = e [-e 2, =e ",

o0

és, a parcialis integralas formulaja szerint y > 0 esetén ([ f'g = fg— [ fd')

g(y):/ h($,y)dx:/ 24V 4
o 0

= [z( 1)(1—|—y)—1e—x(1+y)]:>:0 _/0 (—1)(1 + y) e o) dy
1

(L+y)*

Tehat X strtisége

e ™, hax>0,
x) = ,
/(@) {O, kiilonben.

és Y-é
1+y)? hay>0,
9(y) = (+3) o
0, kiilonben.

A vérhato értékek -
E(X) = / xe fdr =1,
0

és
& 1 2
EY:/ y—dy>/ —dy = 0.
¥) o (1+y)? 3 Y

Itt annyit hasznaltunk, hogy y/(1 + y)*> > 1/(2y) ha y > 3, és hogy az 1/y integralja
végtelen a (3,00) intervallumon. Tehat Y varhato értéke nem létezik. Vannak olyan
valtozok, amiknek nincs varhato értéke, ezen ne lepddjiink meg. Ekkor a széras sem
létezik, igy kovariancia sem.



(b) Egyszert, a korabbi jelolésekkel, ha = € [0,1], y € [0, 1],

o) 1
f(ﬂf)=/ h(x,y)dyz/o 6zy’dy = 2z,

—00

00 1
9(y) = / h(z,y)dex = / 6zy*dr = 3y°.
0

—00

Latjuk, hogy h(x,y) = f(x)g(y), ami azzal ekvivalens, hogy a valtozoink fiiggetlenek.
Ekkor kovariancidjuk 0. Varhato értékek és a masodik momentumok:

Es a szorasnégyzet:

D(X) = B(X?) ~ (B(X))* = 3 — 5 = 1
DY) = B(Y?) - (BY)? = — o = =

10. Mutassuk meg, hogy két fiiggetlen Poisson-eloszlasu véletlen valtozo Osszege is Poisson—
eloszlasi!

Megoldas. Itt el@szor is a Poisson-eloszlas definiciojat kell tudni. Az X Poisson-eloszlasi
A > 0 paraméterrel, ha nemnegativ egész értékt, és

)\k Y

P(X:/{:):Fe s

E=0,1,....

Legyenek tehat X,Y fiiggetlen Poisson-eloszlasu véletlen valtozok A > 0 és u > 0
paraméterekkel. Ekkor a Z = X + Y valtozo lehetséges értékei is 0,1,..., és ha Z =n
akkor X =k és Y =n — k valamilyen k-ra, ahol persze k = 0,1,...,n. Vagyis

P(Z:n):P(X+Y:n):zn:P(X:k,Y:n—k).
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Eddig nem hasznéltunk igazabol semmit. Mivel X, Y fiiggetlenek, ezért az utoébbi Gsszeg
tagjait szorzatta alakithatjuk, azaz

:i)ﬂX:M-HY:n—@.

Most hasznaljuk, hogy X és Y is Poisson, és egy kicsit szamolunk. Ezért

n k n—k
ANk —u

B T m—k)©

k=0

1 v /n
_ () = )\k n—k
S ()

(A + M)nef(xﬂ)
n! )

Itt a binomialis tételt hasznaltuk, és a binomialis egyiitthato alakjat, semmi extra. Tehat
azt kaptuk, hogy tetszéleges n = 0,1,... esetén

P(Z=n)= —()\ +|M) e~ (Wtm)
n!

)

na de ez éppen a (A + p) paramétert Poisson-eloszlas definicidja. Kész vagyunk.
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