A sztochasztika alapjai
4. feladatsor: véletlen vdltozok €és eloszldsuk
Megoldésok

14. Egy permetezd szakaszold szelep napokban mért élettartamanak stirtiségfiiggvénye
f(xz) = 3000/z*, ha x > 10, 0 kiilsnben. Mennyi a val6szintisége, hogy a permetezs
szakaszolo szelep 20 napot tulél? Hatérozzuk meg az szelep élettartamanak eloszlasfiigg-
vényét, varhato értékét és szorasat!

Megoldas. Jelolje X egy permetez6 szakaszolo szelep napokban mért élettartamat. Vi-
lagos, hogy ez egy véletlen mennyiség, véletlen valtozo. A feladat szerint ez egy folytonos
véletlen valtozd f strtiségfiiggvénnyel, ami definicié szerint azt jelenti, hogy

P(X < 1) = / " F)dy.

Az, hogy a permetezd szakaszolo szelep 20 napot tulél pontosan azt jelenti, hogy X > 20.
Ennek a valoszintisége

P(X>20)=1-P(X <20)=1 —/20 Fly)dy

20
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[tt annyit hasznaltunk, hogy a stirtiségfiiggvény értéke 0, ha x < 10, és ezért elég a [10, 20]
intervallumon integralni, valamint hatvanyfiiggvény integréaljat szamoltuk ki. Hat persze,

ha o # 1 akkor
/ xoz-i—l
x*dx = )
a+1
Tehat P(X > 20) = &.

Az eloszlasfiiggvény meghatarozésahoz a definiciot hasznaljuk: F(z) = P(X < z) =
ffoo f(y)dy. Ha = < 10, akkor a konstans 0 fiiggvényt integraljuk, ha x > 10 akkor pedig
a fenti szamolashoz hasonléan

’ e 1000
F(z) = / f(y)dy = / 3000y~ *dy = 3000 {_y?] 1 .

xT
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z 0 ha z <10
F(z) = dy =9 > 10,
(z) /Oof(y)y { — 1000 g > 10,

Tehat

1



Mivel folytonos az eloszlas, az eloszlasfiiggvény is folytonos, ezért mindegy, hogy x = 10-re

melyik agon definidljuk az értéket. Azt is latjuk, hogy az eloszlasfiiggvény 10-ig konstans

0, utana szigortian monoton ng, és végtelenben 1-be tart, mint minden eloszlasfiiggvény.
A vérhato értéket is definicio alapjan szamoljuk. Eszerint

E(X) = /_OO zf(z)dr = /100 23000 2~ *dx

0
0 w,Q [e'e}
= 3000 / x3dx = 3000 {——]
1

0 =10

Itt egy végtelenben improprius integralt kellett kiszamolni, ezért ha nagyon precizen
akarjuk frni a dolgot akkor a végtelen felsé hatar helyett limy_soo fljg kellene, azaz

00 N
/ h(z)dz = lim h(z)dz.
10 N=oo Jig
Ezt kés6bb is elhagyjuk, és nem akarunk ebben az értelemben nagyon precizek lenni.
A szorasnégyzet kiszamitasahoz elGszor a mésodik momentumot kell meghatarozni.
Ez

o0

E(X?) = / 2? f(x)dx = 3000 / 2 2dz = 3000 [—gg*l]ifoo — 300.

=10
10

—00

Es igy a szorasnégyzet
D*(X) = E(X?) — (E(X))* = 300 — (15)? = 75,
azaz a szoras D(X) = \/75.
15. Legyen X véletlen valtozo stirtségfiiggvénye f(z) = c¢/z? ha x > 1. (a) Hatérozzuk

meg c értékét! (b) Adjuk meg X varhato értékét (ha létezik)! (c¢) Mennyi P(X > 4)? (d)
Legyen Y = 1/X. Adjuk meg Y eloszlas—, és stirtiségfliggvényét!

Megoldas. (a) Ahhoz, hogy egy f fiiggvény striiségfiiggvény legyen az kell, hogy &
nemnegativ, és integralja az egyenesen 1. Mivel a stirtiség értéke cz=2 ha x > 1, kiilonben
pedig 0, ez azt jelenti, hogy ¢ > 0 és
1= / f(z)de = / cxidr =c [—x’l]zozl =c.
—00 1

Tehat ¢ = 1.
(b) A varhato érték definicio szerint

E(X):/_ooxf<x)dx:/lmxidx:/lmldx:oo,
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azaz a varhato érték nem létezik. A varhatd érték definiciojaban feltettiik, hogy az
f_oooo |z| f(z)dz improprius integral létezik és véges. Most ez nem teljesiil. Latjuk, hogy
vannak olyan véletlen véaltozok, melyeknek nem véges a varhato értéke.

(c) A stirtsegfiiggvény tulajdonségai szerint P(X € A) = [, f(x)dz, azaz egy A
halmazba esés valosziniisége egyenls a stirtiségfiiggvény A halmazon vett integraljaval.

Eszerint .

P(X >4) = / f(z)dz = / r3dr = [~ 2, = -,
4 4 4
Az eloszlasfiiggvényt is meghatérozzuk. A definicié alapjan

0 ha z <1,

Flx)=P(X <x) = dy=1<"
@ =PX<a)= [ fway {ﬁyldy:l_%’ N
Ez az 1 paramétert Pareto-eloszlas.

(d) Legyen Y = 1/X. Ezzel a definiciéval nincs baj, hiszen X > 1. El6szor meghaté-
rozzuk Y eloszlasfiiggvényét. Mivel X > 1 ezért Y = 1/X € [0, 1]. Ezek szerint

0, hay <0,
Gly)=PY <y) =
(y) =P <vy) {1 hay > 1.

Az érdekes eset amikor y € [0, 1]. Ekkkor
PY<y)=PX '<y=PX 2y )=1-PX <y )=1-Fy )=y

Itt felhasznaltuk, hogy X folytonos véletlen valtozo, ezért eloszlasfiiggvénye is folytonos,
valamint beirtuk a (c) részben meghatarozott eloszlasfiiggvény pontos alakjat. Ezek sze-
rint Y eloszlasfiiggvénye

0, hay <0,
G(y) =P <y)=4qy, hayel01],
1, hay>1.

A strtségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivaltja (majdnem mindentitt). Az eloszlasfiigg-
vény G(y) szép differencialhato fiiggvény, kivéve a 0 és az 1 pontokban. Tehat

1, haye(0,1),
0, kiilonben.

9(y) =G'(y) = {

Ez az egyenletes eloszlas a (0, 1) intervallumon.

19. Egy dobokockaval 10-szer dobunk. Hatarozzuk meg (a) a kapott hatosok szamanak
eloszlasat! (b) az Osszeg harmadik momentumat!
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Megoldas. (a) Ilyet mar lattunk. Jelolje X a hatosok szamat. Ekkor X diszkrét véletlen
valtozo lehetséges értékei 0,1,...,10, és

10 INF /5 10-F
P(X =k)= - = )
=0-() ) ()
Valoban, kivalasztjuk a 10 dobéasbol melyik k lett hatos, az a k£ db hatos, a t6bbi meg
barmi, de nem hatos.

(b) Legyen most Y7, . .., Yio az egyes dobéasok eredménye. Ekkor ezek fiiggetlen véletlen
valtozok, hiszen az egyes dobasok egymastol fliggetlenek. Az Osszeg

S=Y1+...+ Y.

Ez egy diszkrét véletlen valtozo, melynek lehetséges értékei 10,11,...,60. A pontos el-
oszlast nem akarjuk meghatérozni. Ehelyett irjuk fel a harmadik momentumot:

E(S*) =E (i Yi)

=1

Az 6sszeg harmadik hatvanyat kifejtve lesznek Y, Y;2Y;, Y;Y;Y} alaku tagok, ahol i, j, k
kiilonbozek. Azt kell 6sszeszamolni, hogy az egyes tipusi tagokbol mennyi lesz. ElGszor
is, Y;3-bol pontosan 1 lesz minden i-re, hiszen mind a harom szorzétényezsbdl az Yi-t
kell kivenni. Igy Gsszesen 10 ilyen tag lesz. Az Y?Y; alakt tagokbol pedig 3 lesz, hiszen
kettd tényezébdl Yi-t vessziik ki, a harmadikbdl pedig Y;-t. Mivel ¢ és j szerepe nem
szimmetrikus, Osszesen 10 - 9 féle ¢, 5 valasztas van, igy 3 - 10 -9 = 270 ilyen tag lesz.
Végiil V;Y;Y), alakt tagbol 6 lesz, mert az Y;-t harom helyrél, Y;-t kett6rél valaszthatjuk.
Az 1,7,k értékeket pedig (130) = “1%% = 120 féleképpen valaszthatjuk, azaz Osszesen
6 - 120 = 720 ilyen tagot kapunk. Osszegezve

E(S%) = 10 - E(Y?) + 270 - E(Y2Y,) + 720 - E(Y;Y,Y3).

Tényleg megszamoltunk minden tagot, hiszen 10% = 1000 = 10+270+720. A fiiggetlenség
miatt E(Y?Y;) = E(Y2)E(Ys), és

E(Y1Y2Y3) = E(Y1)E(Y;)E(Y3) = (E(Y))*.

Tehat
E(S?) =10-E(Y) + 270 - E(Y?)E(Y2) + 720 - (E(Y})).

Végiil kiszamoljuk a megfelel6 momentumokat. Definici6 szerint

1 1 1 1 6-7 7
EY)==--14+--24+ ... 4+ 6=2> — = —
(11) 6 T T TG 6 2 2
1 1 1 1 6-7-13 91
EYH)=- 1"4+--224.. . +-.6=— ==
() 6 +6 + +6 6 6 6’
1 1 1 1 /6-7\> 147
EY)==-1P+2- 224+, . +-.6=-.— ) = —.
(¥7) 6 g T TG 6 2 2



Végiil ezeket visszahelyettesitve,

147 917 7\ 91875
3

=1 _ _
E(5%) =10- — H 270 =5 720 <2>

A feladat nem tul izgalmas, de valdjaban a varhato érték fontos tulajdonsagainak alkal-
mazasait gyakorloltuk.

2

20. Egy urnaban van 20 piros és 30 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golydt visszatevés nélkiil.
Széamoljuk ki a kihtzott piros golyok szamanak varhato értékét és szorasnégyzetét!
Megoldas. Jelolje X a kihtuzott piros golyok szamat. Vilagos, hogy X diszkrét véletlen
valtozo, melynek lehetséges értékei 0, 1,2, ..., 20. Szamoljuk ki a P(X = k) valoszintisége-
ket. Klasszikus valoszintiségi mezén vagyunk, az 0sszes eset szama annyi, ahanyféleképpen
ki tudunk valasztani 50 golyobol 20-at. Azaz (28) Az {X = k} esemény azt jelenti, hogy
pontosan k db piros golyot huztunk, azaz a 20 pirosbol k-t, a 30 fehérbdl 20 — k-t. Ezt
(20) (20 k) féleképpen tehetjiikk meg. Tehat

k
20 30
(k) ) (2071@) b —
o)
20
Ez az X véletlen valtozo eloszlas. O a negativ binomialis eloszlas.
Innen a varhato értéket meghatarozhatjuk a definicié alapjan. Eszerint

— ikP(X Zk: ((330’“).

Ezt kellene zart alakra hozni. Vegyiik észre, hogy

() -m(,) .

Valoban, egy 20 fGs tarsasiagbol kell kivalasztani egy k f6s bizottsagot, és annak a vezet§jét.
Ezt szamoljuk meg a bal és jobb oldalon is. A bal oldalon el6szor kivalasztjuk a k fGs
csapatot, és utana annak a vezet§jét, mig a jobb oldalon el6szor a vezetét valasztjuk ki,
és uténa a maradék 19 {6bsl valasztunk még k — 1-et. Ezt a formulat felhasznalva

24(1) () =) ()

Az Gsszegben megjelend (kl_gl) (20 k) kifejezés pontosan olyan, mint amit kordbban kap-

tunk, csak most 0sszesen 49 goly6 koziil, melybdél 19 piros és 30 fehér, valasztunk ki 19-et.
Tehat a fenti Osszeg az Osszes kivalasztast adja meg, azaz

i <k1—91> ' (2032 k> B g (1129> ' (1932 6) - (1113>
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P(X = k)=



Ezt visszahelyettesitve a varhato értékre kapott formulaba

49
2
E(X) = 20% = 205 =38.
20
Itt felhasznaltuk azt is, hogy 50 (49) =20 (50) ami éppen () csak mas szamokkal.
A szoras meghatarozasahoz elGszor a masodik momentum kell. Ez

20 ‘ ( 30 )
E(XQ):ZICQP ZkQ 20—k )
k=0 (20)
Ez még az el6bbinél is bonyolultabb formula. Hasznaljuk, hogy k* = k(k — 1) + k,
igy a fenti Gsszegben megjelenik a méar meghatarozott varhato érték. A (x) formulahoz

hasonléan 50 18
k(k—l)(k> =20-19- (k—Q)'

A bal- és jobboldalon is azt szamoljuk 6ssze, hogy hanyféleképp lehet egy 20 f6s tarsasagbol
kivalasztani egy k f&s bizottsagot, annak a vezetGjét, és egy helyettest. Ezt a formulat
felhasznalva

20

Zk(k_l)(%f) (20 k) ZZO - ( 182) (2038 k>

k=2

=20- 192 (18) (18 e) =20-19 (‘11:)

[tt hasznaltuk, hogy k(k — 1) = 0 ha k = 0 vagy k = 1, ezért elegendd 2-t6] Gsszegezni,
valamint a varhato érték kiszamitasanal is hasznélt formulat. Most 18 piros és 30 fehér go-
ly6 koziil vesziink visszatevés nélkiil 18-at. Ezt visszahelyettesitve a masodik momentum
formulajaba

2 (1) (ooe)
-y
_Z]{; — 1) (%) - (o) +Zk (%) - (o)

G (0)
20-19

(18)
=20 19(20) +EB(X) =20 1950 +8.

Az utolsé egyenl@ségnél felhasznaltuk, hogy 20 - 19(50) = 50-49 (48) amit mar lattunk.
Tehat a szorasnégyzet
(20 - 19)? 144

+8—-64=—

D?*(X) = E(X?) — (E(X))* = 50 - 49 49’



és fgy D(X) = 2.

2. Megoldas. Megadunk egy mésik megoldast, aminek az 6tletét mar hasznaltuk (pl. Cso-
daorszéagos tévés feladat) és késébb is hasznalni fogjuk. Jelolje megint X a kihuzott piros
golyok szamét. Ekkor persze X diszkrét véletlen valtozo, de most nem hatirozzuk meg
az eloszlasat. Ehelyett X-et felirjuk egyszertibb valtozok Osszegeként. A modszer: irjuk
fel indikdtorok dsszegeként!

Legyen i = 1,2,...,20 esetén

I 1, ha az i-ediknek hizott golyo piros,
" )0, kiilonben.

Ekkor X = 3% I,. Egy indikatorvaltozo mindig két értéket vehet fel, 0-t és 1-et. Ezért
varhato értéke a definicié szerint

E()=0-P(Li=0)+1-P(I;=1) =P(; = 1).

Tehat azt kell meghataroznunk, hogy mennyi a valészintisége, hogy az i-edik goly6 piros.
Ez egyszerd, hiszen az i-edik helyre 50 golyd koziil valaszthatunk, abbol 20 piros, tehat
tetszbleges 7 esetén

20 2
P(I; = 1) = P(i-edik goly6 piros) = 05

Tehat
20 20 9
E(X)=E L] = E(,)=20--=8.
-2(81) Lo

Igy talan egyszeriibb volt a szamolés, mint az elsbb. Annyit hasznaltunk, hogy dsszeq vdr-
hato értéke az a vdrhato értékek osszege. Ez mindig teljesiil, tetsz6leges véletlen valtozok
esetén.

A szorasnégyzet meghatarozésa is hasonloan torténik, de itt mar tobbet kell szamolni.
A kovariancia tulajdonsagai szerint

20 20
D?(X) = Cov(X, X) = Cov <Z Ly Ii>
=1 =1

20 20 20
=YY Cov(l;,I;)=) D*I)+2 > Cov(l,I;).
i=1 j=1 i=1

1<i<5<20

Vegyiik észre, hogy I; eloszlasa nem filigg i-t6l, azaz annak a valdszintisége, hogy elsére
pirosat huzunk, pontosan ugyanaz, mint annak a valészintisége, hogy 7.-re. Ezt talan tgy
latjuk legkonnyebben, ha a hetedik hiizasra nem gy gondolunk, ami el6tt mar volt hat



masik, hanem mint a husz huzas koziil az egyikre. Azaz ekkor semmi mas nem érdekel
minket, csak a hetedik huzas. Ugyanigy latjuk, hogy (I, I) egyiittes eloszlésa ugyanaz,
mint (I;, ;) egylittes eloszlasa tetszleges ¢ # j esetén. Azaz, annak a valoszintisége, hogy
az elsé két huzas piros, pontosan ugyanaz, mint annak a valészintisége, hogy a hetedik és
tizenharmadik piros. Ezek szerint D*(I;) = D?(I;) és Cov(I;,I;) = Cov([y, I5). Tehat,
folytatva a szorasnégyzet kiszamoléasat

D?*(X) = 20D*(I;) + 20 - 19Cov (I, I).

A definici6 szerint

és

2\?  20-19 2\ ?
Cov(ly, ) =E(IL1I;) - E(L)-E(L) =Pl =11, =1) - (5) T 50-49 (5) ,

hiszen annak a valoszintisége, hogy az els6 és masodik goly6 is piros (20 - 19)/(50 - 49).

Osszegezve,
2 3 20 - 19 2\ ? 144
D3*(X)=20=-=-+420-19- [ —— — (= — =
(X) 557 (50-49 (5)) 49’

és fgy D(X) = 22,
21. Egy urnaban van 20 piros és 30 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golyot visszatevéssel.
Szamoljuk ki a kihizott piros golyok szamanak varhato értékét és szorasnégyzetét!

Megoldas. Ezt a feladatot is megoldhatjuk mindkét fenti moédszerrel. Mivel visszatevés-
sel hizunk, ezért minden hizas el6tt pontosan ugyanaz van az urnaban, azaz igazabol egy
kisérletet ismétlek 20-szor, ahol a siker valoszintisége 2/5, hiszen a piros golyokat figyelem,
annak a kihuzasa lesz most a siker. Tehéat, ha Y jeloli a kihtizott pirosak szamat, akkor
Y lehetséges értékei 0,1, ..., 20, és

20\ /2\* 73\ 20k
P(Y =k)= - = .
== (1)) G)
Vagyis Y binomidlis eloszlasu 20 és 2/5 paraméterekkel. Binomialis eloszlas varhato

értékét, szordasat mar szamoltuk,

2 2 3
E(Y)zzo.gzs, D2(Y):20.5-g:—.



Felbonthatom Y-t is indikatorok osszegére. Ha J; = 1, ha az i-edik goly6 piros, 0
kiilénben, akkor
Y=Jl+...4+ Jy.

Eszerint a varhatoé érték és a szoérasnégyzet is konnyen kiszamolhatd. Most a valtozok
fliggetlenek, ezért az Osszeg szorasnégyzete megegyezik a szorasnégyzetek Osszegével.

Az el6z6 feladattal Gsszevetve nagyon fontos kiilonbség, hogy itt Jy, ..., Joy fiiggetlen
véletlen valtozok, hiszen az els6 5 huzas semmilyen médon nem befolyasolja a hatodikat.
Ezzel ellentétben, ha visszatevés nélkiil huzunk, akkor Iy, ..., Iy nem fiiggetlenek (persze
a kovariancidjuk sem 0), mert ha az els6 5 huzéas piros, akkor a hatodik huzas el6tt az
urnaban mar csak 15 piros van és 30 fehér.

Vegyiik észre, hogy a varhato érték mindkét modell esetén ugyanaz, mig D?(X) <
D?(Y), azaz visszatevés nélkiil a szorasnégyzet joval kisebb. Gondoljuk végig, mért ter-
mészetes ez!



