Alkalmazott statisztika
1. feladatsor: linedris algebrai ismétlés, tobbdimenzids normdlis

1. Egy szimmetrikus ¥ € R*¥** matrix pozitiv szemidefinit (vagy nemnegativ definit), ha
tetszéleges x € R¥ esetén x ' ¥x > 0. Akkor pozitiv definit, ha egyenléség csak x = 0 esetén
all fenn. Igazoljuk, hogy minden kovarianciamatrix pozitiv szemidefinit!

2. Legyen ¥ pozitiv definit szimmetrikus méatrix. Igazoljuk, hogy ha ¥x = Ax, akkor
Y lx = A 7x, és ©7! pozitiv definit!
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3. Egy négyzetes matrix nyoma a féatloban 1évS elemeinek Gsszege, azaz tr(A) = Y . | ai.

Igazoljuk, hogy
1. tr(BC) = tr(CB), ahol B € RF** ¢ € R,
2. x"Ax = tr(x" Ax) = tr(Axx"), ahol A € R¥*k x ¢ RF;
3. trd = Zle i, ahol \j-k az A sajatértékei.
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méatrix sajatértékeit, sajatvektorait, inverzét, és spektralfelbontasat!

4. Adjuk meg az

5. Legyen X kovarianciaméatrixa
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i) Adjuk meg az R korrelacioméatrixot és a megfelels Dy diagonalis métrixot (azaz ¥ =

DoRDy)!

6. Az X1, X9, X3 valtozok varhato értékeivel és kovarianciaival fejezziik ki a kovetkezs val-
tozok szorasnégyzetét: a) X7 — 2X9; b) — X7 + X3; ¢) 2X7 + X9 — 3X5.

7. Legyenek X1, X, fliggetlen véletlen valtozok, 0 varhatod értékkel és 1 szorassal. Tekintsiik
az Y1 = X1 + X, Yo = 2X1, Y3 = X; — 3X, valtozokat! Szamitsuk ki az Y = (Y7,Ys,¥3) "
vektorvaltozo kovarianciaméatrixéat!

8. Legyen X kovarianciamétrixa
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Igazoljuk, hogy X1, X, X3 linearisan fiigg6ek! Legyen EX = (0,1,0)". Milyen altérre kon-
centralt X7



9. Legyen X véletlen vektor szimmetrikus eloszldsi, azaz minden komponens azonos eloszlas,
és barmely két kiilonboz6 komponens kovariancidja ugyanakkora. Adjuk meg a korrelacios
métrix spektralfelbontéisat!

10. Legyen (X1, X2) kétvaltozos normaélis eloszlasu. Adjuk meg explicit alakban az X3
véletlen valtozo Xo-re vett feltételes strtiségfliggvényét!

11. Hatérozzuk meg a No(m, Y) kétdimenzios normalis eloszlas stirtiségfiiggvényének szint-
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vonalait, ahol ¥ = .
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R 12. Szimulaljunk kétdimenzioés normélis eloszlast
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kovarianciamétrixokkal. Rajzoltassuk ki az eredményt, és nézegessiik!

13. Legyen X ~ Ny(m,Y). Adjuk meg a komponensek tetszéleges aX; + bXy linearis
kombinécidinak eloszlasat!

14. Legyen X ~ N3(m,Y). Adjuk meg (X1 — Xo, Xo — X3) T eloszlasat!
15. Legyen X = (X1, X5)" ~ Ni(m,¥), ahol m = (my, my) ",
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Ekkor X és Xo pontosan akkor fiiggetlenek, ha 319 = 0.
16. Legyen X = (X1, X5)" ~ Ni(m,X), ahol m = (my, my) ",
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ahol |Ygo| = det(X92) > 0. Igazoljuk, hogy X; vektor Xy = xg feltételre vett feltételes

eloszlasa
Ni, (my + Z12355) (%2 — my)), B11 — Z12855 Sa1) -

17. Legyenek Xy,..., X, figgetlen, azonos eloszlést véletlen k-dimenzids vektorvaltozok m
varhato értékkel és 3 kovarianciaméatrixszal. Hatérozzuk meg az X; +. ..+ X, véletlen vektor
varhato érték és kovarianciaméatrixéat!

18. Igazoljuk, hogy a standard normaélis eloszlas forgatasinvarians; azaz ha Z ~ Ng(0, Ix),
és U € RF*F ortogonalis, akkor UZ ~ Ny (0, I).

19. Tébbdimenzids Steiner-formula. Igazoljuk, hogy tetszdleges x1,...,%, € RF, v € RF
esetén
n n
=V =) =D (e —R)(xp—x) +nE®-Vv)E-V),
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ahol x =n"1>""  x;.



