A sztochasztika alapjai fizikusoknak
6. statisztikai alapfogalmak, maximum likelihood és momentum becslés

1. Egy jaték fizikai terhelhet&ségére elvégzett tesztek kg-ban a kovetkezs eredményeket adték:
40, 45, 40, 42, 36.
(a) A minta alapjan adjuk meg a terhelhet&ség empirikus eloszlasfiiggvényét, mintaatlagat,
korrigalt /korrigélatlan empirikus szorasnégyzetét és a mediant!

(b) Tegyiik fel, hogy a hattérvaltoz6 normalis eloszlast kovet 2 szorassal. Adjunk 95%-os
konfidenciaintervallumot a varhat6 értékre!

2. Egy alkatrészekbdl 4ll6 sokasag 6 mintapéldanyanak kovetkezd volt a honapokban mért teljes
élettartama: 39, 45, 67, 50, 50, 60.
(a) Adjuk meg az empirikus eloszlasfiiggvényt, a mintaatlagot, és a korrigalt /korrigalatlan
empirikus szérasnégyzetet!

(b) Tegyiik fel, hogy az élettartam exponencialis eloszlast kovet. Adjunk meg a paraméter
maximum likelihood és momentumbecslését is! Adjunk 90%-os konfindenciaintervallumot
az eloszlas paraméterére.

3. Egy almaskertben véletlenszeriien, egyméstol fliggetleniil talalhatok fert6zott fak. Tiz egy-
forma nagy, egyenként héarom sorbdél allo iiltetvényben rendre 0, 3, 0, 1, 0, 0, 2, 1, 1, 2 beteg fat
talaltak.

(a) Adjuk meg az empirikus eloszlasfiiggvényt, a mintadtlagot és az empirikus szorasnégyzetet!

(b) Tegyiik fel, hogy a beteg fak szama Poisson-eloszlast kévet. Adjunk maximum likelihood
becslést és momentumbecslést az egy sorban taldlhat6 fak szaménak varhatéd értékére!

4. Egy adott tipust izz6 élettartamara 6t mérés alapjan a kovetkezd adataink vannak: 2,3, 4,
1,7, 3,2, 2,8.
(a) Adjuk meg az empirikus eloszlasfiiggvényt, a mintaatlagot és az empirikus szorasnégyzetet!

(b) Tegyiik fel, hogy a hattéreloszlas exponencidlis ismeretlen paraméterrel. Adjunk ML és
momentumbecslést a paraméterre!

5. Csaladok jovedelmét egy olyan skalan mérjik, ahol X = 1 a létminimumnak felel meg.
Feltételezziik, hogy a jovedelem eloszlasa f(z) = m;%, x > 1, stirtségfiiggvénnyel adhaté meg.
Adjunk maximum likelihood becslést @-ra, ha 10 véletlenszertien valasztott csaldd jovedelme:
1,63, 2,76, 19,65, 4,16, 7,31, 1,21, 254,2, 5,43, 1,12, 1,63.

6. Egy toban a halakat egy betegség tamadta meg, mely ismert p valdszintiséggel pusztitja el
az egyes egyedeket. A kifogott haltetemek k szamabol adjunk maximum likelihood becslés a
betegség elétt a toban élt halak szamaéaral

7. Egy alkatrész élettartama exponencialis eloszlastu 6/t varhato értékkel, ha ¢ hémérsékleten
miikodtetjiik. Tegyik fel, hogy az n megfigyelést ¢1,...,t, hémérsékleten végeztik és x1,...,z,
élettartamokat figyeltiink meg. Adjunk ML becslést 6-ral



8. Augusztusban 5 éjszakin at figyeltiik meg a hullocsillagok szdmat. A kdvetkezd mintat
kaptuk: 4, 3, 7, 2, 4. A hullécsillagok szama egy este Poisson-eloszlést. Adjunk ML becslést az
eloszlas paraméterére!

9. Legyenek X1, ..., X, fliggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok, melyek kozos eloszlasfiigg-
vénye Fy, varhato értéke p(f), a szorasnégyzete o2. A szérdsnégyzet ismert, a varhato értéket
becsiiljiik a mintaatlaggal. Legalabb mekkora legyen n, hogy

Py (| X, — p| >0,01) <0,01.

Hasznaljuk a Csebisev-egyenl6tlenséget! Es ha normalis kozelitést hasznalunk?

10. Legyenek Xj,..., X, fliggetlen, Egyenletes(0,6) eloszlasu véletlen valtozok, ahol 8 > 0.

Hatarozzuk meg X, , = max{Xy,...,X,} eloszlas-, és strtségfiiggvényét, varhato értékét és
szOrasat!
Mutassuk meg, hogy
n+1
%) = 5 X

torzitatlan becslése (#/2)-nek, ami hatasosabb, mint a X,, mintaatlag! Igazoljuk, hogy T} gyen-
gén konzisztens!

11. Még mindig egyenletes eloszlas. Legyenek X, ..., Xo,41 fiiggetlen, Egyenletes(0, 6) elosz-
last véletlen valtozok, ahol 8 > 0. Jeldlje Y a nagység szerint k6zépsd mintaelemet. Hatérozzuk
meg Y eloszlasat, varhato értékét és szorasat! Igazoljuk, hogy Y konzisztens becslése a 6/2-nek!

12. Egy gyarban a termékek mindségét tgy ellenérzik, hogy minden nap n terméket vizsgalnak
meg. Az adott napi Osszes gyartmanyt akkor fogadjak el, ha minden megvizsgalt gyartmény jo.
Azt tapasztaltik, hogy m nap alatt Osszesen x-szer fogadtak el a napi gyartményokat. Adjunk
maximum likelihood becslést annak a valoszintiségére, hogy egy termék selejtes!

13. Mendel torvényei szerint egy novény AA, AB, BB genotipusa rendre 62, 20(1 — 6), (1 — 6)?
aranyban fordul el6. Egy teriileten a harom gyakorisdgra x4, xap, és xpp adodott. Adjunk
maximum likelihood becslést 6-ral Mutassuk meg, hogy a kapott becslés torzitatlan!

14. A szintévesztés leggyakoribb fajtaja az X kromoszéméhoz kapcsoltan, nemhez kététten
oroklédik. Emiatt a ferfiaknal a gyakorisag p, mig a néknél csak p?. Adjunk maximum likelihood
becslést p-re, az alapjan, hogy M férfibol m, N nébdl pedig n volt szintéveszto!

15. Egy céllovs ismeretlen p valoszintiséggel talal el egy célpontot. Adjunk ML-becslést p-re, ha
az elso sikeres 16vés k-adikra kovetkezett be. Torzitatlan-e a kapott becslés? A masodik sikeres
16vésre tovabbi £ 16vésig kellett varni. Ezt figyelembe véve adjunk ML-becslést p-re!

16. Legyenek Xi,..., X, fiiggetlen véletlen valtozok, f(x) = 3%7 0 < x < 20, strtiség-
fliggvénnyel. Adjunk becslést f-ra momentum modszerrel és ML modszerrel is! Torzitatlan-e,
ill. aszimptotikusan torzitatlan-e a kapott becslés?



