A sztochasztika alapjai fizikusoknak
3. feladatsor: feltételes valosziniség, figgetlenség

1. Az 52 lapos francia kartyabol kiosztanak 13 lapot. Legyen A az az esemény, hogy
pontosan 2 &szt kaptunk. Hatdrozzuk meg a P(A|B;) feltételes valdszintiségeket, ha (a)
By azt jelenti, hogy van legalabb egy dszunk; (b) By azt jelenti, hogy a kor &sz nélunk
van; (c¢) By azt jelenti, hogy a kiosztott lapok koziil az elsé asz; (d) By azt jelenti, hogy
a kiosztott lapok koziil az els6é a kor asz.

2. Egy hallgaté p valdszintiséggel tudja a valaszt egy kérdésre. Ha nem tudja, akkor az
n lehetséges vélasz koziil véletlentil vélaszt egyet. Mennyi legyen a lehetséges valaszok n
szama, hogy az oktatd legalabb 0,9 valdszinliséggel kovetkeztethessen arra a hallgato jo
valaszabol, hogy a hallgaté tudta a vélaszt?

3. Egy kockaval addig dobunk, mig elészor kapunk hatost. Feltéve, hogy a sziikséges
dobéasok szama paros, mennyi a valosziniisége, hogy kétszer kellett dobnunk?

4. Anna és Szabina minden szerdan fodraszhoz mennek. Anna 2 és 3 ora kozott,
Szabina pedig 2 és fél 3 kozott végez egy véletlenszert idépontban, egyméstol fliggetlentil.
Egymast megvarjak, majd egyiitt indulnak haza. Mennyi annak a valdésziniisége, hogy
egy adott napon negyed 3 utdn indulnak haza? Mennyi ez a valészintiség, ha tudjuk, hogy
Anna legalabb 10 perccel korabban végzett, mint Szabina?

5. Doppingteszt. Kifejlesztenek egy 1j doppingtesztet, mely a doppingolok 99%-anal
pozitiv eredményt ad, azonban a nem doppingolé sportolék 1%-nél is tévesen pozitiv
eredményt ad. Tegytik fol, hogy a sportolék 1%-a doppingol. Mennyi annak a valészintisége,
hogy egy véletleniil kivalasztott sportol (a) doppingtesztje pozitiv? (b) doppingolt, ha
tudjuk, hogy a doppingtesztje pozitiv?

6. Két pénzérme kozil az egyik szabdlyos, a maésik cinkelt, 1/4 valdszintliséggel ad
fejet. Véletlenszertien kivalasztjuk az egyiket, majd ezzel kétszer dobunk. Mennyi a
valoszintisége, hogy két fejet kapunk? Ha két fejet kapunk, mennyi a valdszintisége, hogy
a szabalyos érmét valasztottuk?

7. Tegyiik fel, hogy egy alkatrész meghibasodasanak valészintisége a (f,t + h) inter-
vallumban, feltéve, hogy t ideig mikodott, a(t)h + o(h). Hatarozzuk meg annak a p(t)
valészintiségét, hogy az alkatrész legalabb ¢ ideig miikodott!

8. Elhelyeziink N golyét n dobozba 1gy, hogy az osszes n'V elhelyezés egyformén
valészini. Feltéve, hogy az els6 dobozban van goly6, mennyi a valészintisége, hogy K
goly6 van benne?

9. Aladéar a pénzét harom egyforma boritékban tartja. Az els6ben két ezerforintos, a
masodikban egy ezer- és egy kétezerforintos, a harmadikban egy ezer és harom kétezer-
forintos van. Aladar taldlomra kivesz egy boritékot, és onnan egy bankjegyet. Mennyi a
valdszintisége, hogy ezerforintost htizott?



10. Egy cukraszdaban 3 cukrasz A, B és C' siit siiteményt, és a stitemények 2, 3 illetve
5%-at rontjak el. A stitemények 50%-at A, 30 %-at B, 20%-at pedig C' késziti. Mennyi a
valészintisége, hogy A siitotte a siiteményt, feltéve, hogy az rossz?

11. Egy matematikuscsalddban a fii megfigyelte, hogy mikor hazaér, az esetek 20%-dban
senki nincs otthon, 50%-dban csak az édesanyja, a maradék esetekben pedig mindkét
szuléje. Tudja, hogy édesanyja az esetek 80%-dban magéra zarja az ajtét; ha mind-
ketten otthon vannak, akkor mar csak 40%-ban zirjék be, de ha nincs otthon senki,
szorakozottsagbdl akkor is az esetek 5%-dban nyitva marad az ajté. A fii egy délutan
hazaér, és zarva taldlja az ajtot. Mekkora a valdszintisége, hogy van otthon valaki?

12. Van n darab urnank, melyek mindegyikében a fehér és b piros goly6 van. Az els6
urnabdl kihtizunk egy golyot, attessziik a mésodikba; majd a masodikbol hizunk egyet
és atrakjuk a harmadikba, ... . Végil az n-edik urnabél hizunk egyet. Jelolje p, annak
a valoszintiségét, hogy az utolsé urnabdl fehér golyot huzunk, feltéve, hogy az els6bol
fehéret huztunk. Igazoljuk, hogy p, = a/(a + b) +b/(a + b)(a + b+ 1)17™.

13. A sztochasztika tanszék egyik oktatdja p valdszintiséggel szokott bejonni a tanszékre.
Ha ismeroseinek azt mondta, hogy aznap bejon, akkor annak a valészintisége, hogy pon-
tosan k-an keresik telefonon e #u*/k!, ha pedig azt mondta, hogy nem, akkor e *\*/k!,
E=0,1,...,0 < XA < u. Feltéve, hogy k hivas érkezett, mennyi a valdsziniisége, hogy
aznap bent volt az oktatd? Vizsgaljuk a k — oo esetet.

14. Shanille O’Keal biintetéket dobdl egy kosarpalyan. Az els6t bedobja, a mésodikat
nem. Ezek utdn annak a valdsziniisége, hogy egy biintetét bedob, megegyezik az eddig
sikeres dobdasainak részaranyaval. Mi annak a valdszintisége, hogy az elsé 100 dobésbol
pontosan 50 sikeres?

15. Legalabb hany lottészelvényt kell kitolteni ahhoz, hogy egy sorsoldsnél a telitaldlat
valdészintisége legalabb 1/2 legyen? Legaldbb hany hétig kell jatszani egyetlen szelvénnyel,
hogy annak a valészintisége, hogy legalabb egyszer volt telitaldlatunk legaldbb 1/2 legyen?

16. Egy dobdkockaval tizszer dobunk. Jelolje A azt az eseményt, hogy az els6é 5 dobés
soran nincs hatos, B pedig azt, hogy tiz dobas kozt nincs egyes. Mekkora az A és a B
események valészintisége? Fliggetlenek-e A és B?

17. Legyen A 6nmagatdl fiiggetlen esemény. Mutassuk meg, hogy P(A) = 0 vagy 1!

18. Valasszunk taldlomra az 1,2, ..., n szamok koziil igy, hogy mindegyiket 1/n valdszintiséggel
véalasztjuk. Jelolje A, azt az eseményt, hogy a vélasztott szdm p-vel oszthatd.

(a) Igazoljuk, hogy ha p; és py relativ prim és pips|n, akkor A, és A,, fiiggetlenek.

(b) Igazoljuk, hogy p(n) = n[[,,(1 —p~1), ahol ¢(n) az Euler—féle fiiggvény, azaz ¢(n)

az n-nél kisebb n-hez relativ prim pozitiv egészek szama.



