A sztochasztika alapjai
5. feladatsor: egyiittes eloszlds, kovariancia

1. Két szabalyos kockaval jatszunk. Jelolje X az els6 kockaval dobott szamot és Y a
dobott szamok nagyobbikat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast, kovarianciat, az Osszeg
varhato értékét és szorasat!

2. Valasszunk két szamot egymastol fiiggetleniil az egyenletességi hipotézis szerint a (0, 1)
intervallumbol! Adjuk meg a maximum és a minimum egyiittes eloszlasat, és szamoljuk
ki a kovariancidjukat!

3. Legyen X és Y egylittes stirtisége f, ahol
(a) f(z,y) = 2e1FY) ha 2,y > 0;

(b) f(z,y)

(¢) f(x,y) =2zy+z, hax,y € (0,1);

(d) f(z,y) = (z+y)* = (z—y)* haxz,ye(0,1).

= 6zy?, ha x,y € [0, 1];

Hatarozzuk meg a kovarianciamatrixot!

4. Legyen az (X,Y) véletlen vektorvaltozo eloszlésa egyenletes az egységkorben. Haté-
rozzuk meg az egyiittes eloszlasfiiggvényt és a peremeloszlasok siirtiségfiiggvényeit!

5. Kupongytijté probléma. Egy N kiilonbozs elembdl allo sokasaghol visszatevéses
mintat vesziink. Jelolje S, azt a véletlen szamot, ahany elemet kellett hiznunk, hogy
kapjunk r kiilonb6z6 elemet. Hatarozzuk meg S, varhatod értékét, szorasat, majd adjunk
ezekre kezelhets aszimptotikus egyenlGséget.

Utmutatés: Vezessiik be az X = Ski1 — Sk valtozot.

6. Legyen az X és Y véletlen valtozok egyiittes stirtségfiiggvénye

Hz+xy+y), ha(z,y) € (0,1)2
— 5 Y 9 9 )
Iz, y) = { 0, kiilonben .

Hatérozzuk meg a peremeloszlasokat!

7. Egy dobokockaval az els§ hatosig dobunk. Jeldlje X a sziikséges dobasok szdmat, Y
pedig a dobott egyesek szamat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast és a kovarianciat!

8. Mutassuk meg, hogy két fiiggetlen Poisson—eloszlasu véletlen valtozd Osszege is
Poisson—eloszlasil!

9. Valamely névényfajta magjaibol all6 mintaban a hibas magok szama A\ paramétert
Poisson—eloszlastu véletlen valtoz6. Minden mintat 3 technikus vizsgal meg egymas utén,
hogy eltavolitsak a hibas magokat. Az i-edik technikus p; < 1 valdszintiséggel veszi észre
a hibas magokat; dontései az egyes magokra nézve fliggetlenek, és az egyes technikusok



is egymastol fliggetleniil dontenek. Hatérozzuk meg az el nem téavolitott hibas magok
eloszlasat!

10. Egy szabalyos kockéaval N-szer dobunk, ahol N ~ Poisson(\) véletlen valtozo. Jeldlje
X, az egyesek, X5 a kettesek szamat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast!

11. Egy varosban 200 taxi kozlekedik. Telefonon taxit rendeliink, és ha van szabad taxi,
akkor a kozpont a legkozelebbit hozzank kiildi. Feltessziik, hogy a taxik egymaéastol fiig-
getlentil, egyenletes eloszlas szerint helyezkednek el a varosban, és mindegyik egyméstol
fiiggetleniil 2/3 valoszintiséggel foglalt. Tovabba egy taxi helyzete a varoson beliil fiig-
getlen attol, hogy foglalt-e vagy sem. Mennyi annak a valoszintisége, hogy a legkozelebbi
szabad taxi 1 km-es korzettinkben legyen (mely nem nyulik ki a varosbol), feltéve, hogy
van szabad taxi? A varos teriilete 28,26 km?.

12. A Jonas Brothers nevi egyiittes Gjra Osszedll és koncertet adnak. A PepsiCo cég a
kovetkezs otlettel all els: a kolasiivegeik kupakjaban elrejtik a banda egy-egy tagjanak
a nevét és azok kozott, akik Osszegyijtik mindhdrom nevet kisorsolnak egy VIP belépét.
Kevin neve a kupakok felén szerepel, Joe-val a kupakok egyharmadéban talalkozhatunk és
Nick a legritkabb, neve atlagosan minden hatodik kupakban szerepel. Vesziink 10 kolat.
Adjuk meg a Joe felirati kupakok szamanak varhato értékét és szorasat! Adjuk meg a Joe
felirati és a Kevin feliratu kupakok szamanak kovarianciajat és korrelacios egytitthatojat!

13. Egy telefonfiilke el6tt allunk, és varjuk, hogy az el6ttiink beszéls befejezze a beszél-
getést. Az illets véletlentdl fiiggs ideig beszél, az idGtartam stirtiségfiiggvénye (percben
mérve) e~ (*/3) /3 > 0.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a beszélgetés 3 percnél tovabb tart?

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy a beszélgetés t + 3 percnél tovabb tart, feltéve, hogy
t percnél tovabb tart?

14. Egy villanykorte élettartama exponencialis eloszlast, atlagosan 2 évig mitikodik.
Mennyi a valoszintisége, hogy legalabb egy évig fog miikodni egy 14j villanykorte? Mennyi
a valoszintisége, hogy legalabb még egy évig fog miikddni egy mar fél éve miikods? Mennyi
id6t él meg a villanykorték 90%-a?

15. Anna 30-ik sziiletésnapjara azt a 6 darabos pohérkészletet kapja nagymamajatol,
mely mér 100 éve a csaldd tulajdona. A poharak élettartamai egymastol fliggetlenek, ex-
ponencialis eloszlast kdvetnek 50 év varhato értékkel. Adjuk meg annak a valoszintiségét,
hogy 50 év mulva Anna sértetleniil adhatja tovabb unokajanak a csaladi ereklyét (azaz
mind a hat poharat)!

16. Legyen X véletlen valtozo, melyre E(X?) < oo. Mutassuk meg, hogy az f(z) =
E[(X — x)?] az x = EX pontban veszi f5] a minimumat, ami éppen D?(X).



