A sztochasztika alapjai
3. feladatsor: geometriai valosziniséy, feltételes valosziniség, fiiggetlenség

1. A [0,1] intervallumot felosztjuk két véletleniil radobott ponttal harom részre. Mennyi
annak a valoszintisége, hogy (a) mindharom szakasz hossza nagyobb, mint 1/47 (b)
mindharom szakasz hossza kisebb mint 1/27 (c) a szakaszokbol haromszog szerkeszthets?
(d) a szakaszokbol hegyesszogii haromszog szerkeszthets?

2. Valasztunk egy véletlen szamot 0 és 2 kozott, és egy masikat ettdl fliggetleniil 1 és 2
kozott. Mennyi a valészintisége, hogy az 6sszegiik kisebb, mint 27

3. Matyéas vonattal utazik Szegedrsl Debrecenbe, Cegléden kell atszallnia. A 10:45-kor
indulé vonat 12:12 és 12:22 kozott érkezik Ceglédre egyenletes eloszlés szerint, a Buda-
pestrél Debrecenbe indul6 vonat pedig 12:14 és 12:19 kozott egyenletes eloszlas szerint fut
be, és var Cegléden 2 percet. Mennyi a valoszintisége, hogy Matyas eléri a csatlakozast?
(A vonatok szomszédos vaganyra érkeznek, és Matyas nagyon gyors.)

4. Tekintsiink egy egységnyi keriiletd kort, és ennek egy rogzitett pontjat. Valasszunk to-
vabbi két pontot a kérvonalon egymastol fliggetleniil egyenletes eloszlas szerint. Mennyi a
valdszintisége, hogy a harom pont altal meghatérozott haromszog fedi a kor kézéppontjat?

5. Egy egységnégyzet két szemkozti oldalan véletleniil valasztunk egy-egy pontot. Mi a
valosziniisége, hogy téavolsaguk négyzete kisebb, mint 3/27

6. Egy kor keriiletén egymastol fiiggetleniil, egyenletesen valasztunk 4 pontot: A, B, C, D.
Mennyi a valoszintisége, hogy az AB és C'D harok metszik egyméast? (KoMal. 2012)

7. Egy négyzet belsejében egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy pontot. Mennyi a
valoszintisége, hogy a vélasztott pont kozelebb van valamelyik oldalhoz, mint 1/47

8. Egy kor keriiletén valasszunk n pontot egymastol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas
szerint. Mennyi annak a valdszintisége, hogy a pontok konvex burka tartalmazza a kor
kozéppontjat? Mennyi ez a valoszintiség, ha a pontokat a kor belsejében vélasztjuk fiig-
getlentil, egyenletes eloszlas szerint?

9. Az 52 lapos francia kartyabol kiosztanak 13 lapot. Legyen A az az esemény, hogy
pontosan 2 aszt kaptunk. Hatarozzuk meg a P(A|B;) feltételes valoszintiségeket, ha (a)
By azt jelenti, hogy van legalabb egy aszunk; (b) By azt jelenti, hogy a kér asz nalunk
van; (¢) By azt jelenti, hogy a kiosztott lapok koziil az els6 asz; (d) By azt jelenti, hogy a
kiosztott lapok koziil az elsé a kér asz.

10. Elhelyeziink N golyét n dobozba 1igy, hogy az osszes n elhelyezés egyforman
valoszintd. Feltéve, hogy az els6 dobozban van goly6, mennyi a valdszintisége, hogy K
goly6 van benne?

11. Egy egységnyi hosszt szakaszon taldlomra valasztunk ketté pontot. Mennyi a va-
loszintisége, hogy mindkét pont a szakasz egy elére adott végpontjdhoz van kozelebb, ha
tudjuk, hogy a két valasztott pont tavolsaga kisebb, mint 1/37



12. Anna és Szabina minden szerdan fodrészhoz mennek. Anna 2 és 3 éra kozott,
Szabina pedig 2 és fél 3 kozott végez egy véletlenszerd idSpontban, egyméastol fiiggetlentil.
Egymast megvarjak, majd egyiitt indulnak haza. Mennyi annak a valészintisége, hogy egy
adott napon negyed 3 utan indulnak haza? Mennyi ez a valoszintség, ha tudjuk, hogy
Anna legalabb 10 perccel korabban végzett, mint Szabina?

13. Tegyiik fel, hogy egy alkatrész meghibasodasanak valoszintisége a (¢, + h) inter-
vallumban, feltéve, hogy t ideig miikodott, a(t)h + o(h). Hatarozzuk meg annak a p(t)
valoszintiségét, hogy az alkatrész legalabb ¢ ideig miikodott!

14. Aladar a pénzét harom egyforma boritékban tartja. Az els6ben két ezerforintos, a
méasodikban egy ezer- és egy kétezerforintos, a harmadikban egy ezer és harom kétezer-
forintos van. Aladar taldlomra kivesz egy boritékot, és onnan egy bankjegyet. Mennyi a
valoszintsége, hogy ezerforintost hizott?

15. Egy cukraszdaban 3 cukrisz A, B és C siit siiteményt, és a siitemények 2, 3 illetve
5%-at rontjak el. A stitemények 50%-at A, 30 %-at B, 20%-at pedig C' késziti. Mennyi a
valdszintisége, hogy A siitotte a siiteményt, feltéve, hogy az rossz?

16. Vandorlasai kézben Odiisszeusz egyszer egy harmas utelagazashoz ért. Tudta,
hogy az egyik ut Athénba, a masik Miikénébe, a harmadik pedig Spartaba vezet. Azt
is tudta, hogy az athéniak atlagosan minden harmadik alkalommal mondanak igazat, a
miikénéiek minden masodik alkalommal, a spartaiak pedig becsiiletesek, sosem hazudnak.
Kockadobéssal dontotte el, melyik utat valassza, egyforma esélyt adva mindegyiknek.
Ezutan ment, mendegélt, mig egy varosba nem ért. Itt az els6 szembejovitsl megkérdezte,
hogy mennyi ketté meg kettd, és azt a valaszt kapta, hogy négy. Mennyi a valoszintisége,
hogy Athénba érkezett?

17. Shanille O’Keal biintetSket dobal egy kosarpéalyan. Az els6t bedobja, a mésodikat
nem. FEzek utan annak a valoszintisége, hogy egy biintetét bedob, megegyezik az eddig
sikeres dobéasainak részaranyaval. Mi annak a valoszintisége, hogy az els§ 100 dobésbol
pontosan 50 sikeres?

18. Valasszunk taldlomra az 1,2,...,n szamok kozil ugy, hogy mindegyiket 1/n valo-
szintséggel valasztjuk. Jelolje A, azt az eseményt, hogy a valasztott szam p-vel oszthato.
(a) Igazoljuk, hogy ha p; és py relativ prim és pips|n, akkor A, és A, fiiggetlenek.

(b) Igazoljuk, hogy ¢(n) = n[,,(1 - p~ 1), ahol p(n) az Euler—féle fiiggvény, azaz o(n)
az n-nél kisebb n-hez relativ prim pozitiv egészek széma.

19. Héromszor feldobunk egy szabalyos érmét. Jelentse A azt az eseményt, hogy a
dobésok kozott fej és iréds is eldfordul, B pedig azt, hogy legfeljebb egy iras fordul eld.
Fiiggetlenek-e A és B?

20. Legalabb hany lottoszelvényt kell kitolteni ahhoz, hogy egy sorsolasnal a telitalalat
valoszintisége legalabb 1/2 legyen? Legalabb hany hétig kell jatszani egyetlen szelvénnyel,
hogy annak a valoszintsége, hogy legalabb egyszer volt telitalalatunk legalabb 1/2 legyen?
21. Legyenek x € [0, 1] és m,n € N. Bizonyitsuk be, hogy (1—2™)"+(1—(1—z)™)" > 1.



