A sztochasztika alapjai
2. feladatsor: valosziniiségek kombinatorikus kiszamitasa

1. Az A B,C,D, E, F keresked6cégek mindegyike az 6t méasik céggel kotott egy-egy
tizletet az el6z6 hénapban (barmelyik két cég kozott pontosan egy tizletkdtés jott 1étre).
Az ellendrzé hatdsig véletlenszertien kivalaszt a hat cég el6z6 havi (egymés kozotti)
iizletkotései kozil négyet, és azokat ellendrzi. Mekkora a valdszintisége, hogy az A vagy
a B cég tizletkotései kozil is ellenériznek legaldabb egyet?

2. Tiz par cipobdl véletleniil kivalasztunk négy darabot. Mekkora a valészintisége, hogy
nem lesz egy par sem?

3. Szaz alma koziil tiz férges. Véletleniil kivalasztva 6tot, mi a valdszintisége, hogy lesz
kozte férges?

4. Egy vendégloben az egyik asztalnal 9 vendég iil. Négyen kolat, hdarman sort rendeltek,

ketten pedig asvanyvizet rendeltek. A kissé feledékeny pincér emlékszik, hogy mibdl
mennyit rendeltek, de azt mar elfelejtette, hogy ki mit kért. Ezért véletlenszertien osztja
ki az italokat. Mekkora a valészinlisége, hogy mindenki azt kapja, amit rendelt?

5. 2008-ban a Bajnokok Ligajaban 4 angol (MU, Arsenal, Chelsea, Liverpool), egy olasz
(Roma), egy spanyol (Barcelona), egy német (Schalke) és egy torok (Fenerbahce) csapat
jutott a 8 kozé. Sorsoldssal hatarozzak meg a negyeddontok parositasat. Hatarozzuk meg
annak a valészinliségét, hogy a negyeddontében

(a) a Roma elkeriili a MU-t!
(b) az angol csapatok elkeriilik egymast!

6. Egy embernek n egyforma kinézeti kulcsa van, melyek koziil pontosan egy nyitja az
ajtot. Embertiink véletlentil valasztva sorra probdlja a kulcsokat addig, amig a jé kulcs
el6 nem kertil. Valamely k € {1,2,...,n} esetén mennyi a valésziniisége, hogy a k-adik
prébalkozasa sikeres, ha

(a) a kiprébalt rossz kulcsokat mindig félreteszi?

(b) a kiprébélt rossz kulcsokat sose teszi félre?

7. Egy sakktablan taldlomra elhelyeziink 8 bastyat. Mi a valdszinlisége, hogy egyik sem
iti a masikat?

8. Egy kertész harom juhar-, négy tolgy- és 6t nyirfat tltetett egy sorba véletlen sor-
rendben, mindegyik fat egyenlé valdszintiséggel valasztva. Mennyi annak a valdszintisége,
hogy nem keriil egymas mellé két nyir?

9. Egy dobodkockaval n-szer dobunk. Mi a valdszintisége, hogy a dobott szamok Gsszege
oszthato6 (a) 6-tal? (b) 5-tel?



10. Egy unatkozé gyakorlatvezetd dolgozatiratas soran arra lett figyelmes, hogy a
csoportjaban az Osszes lany egy sorban il. A csoportban 10 hallgaté van, koziiliik 3
lany. A teremben 4 sor van és minden sorban 4 hely, és feltessziik, hogy mindenki
véletlenszertien vélaszt helyet, azaz minden leiilési konfiguracié egyforma valészintiségii.
Mennyi a kérdéses esemény valdszintisége?

11. Egy halastéban M aranyhal és K eziisthal van. Egy horgasz addig fogja ki egyesével

a halakat, amig mar csak egyszini hal marad a téban (tehat vagy csupa aranyhal,
vagy csupa eziisthal). Mennyi a valdsziniisége, hogy a Gyuri nevii eziisthal megussza
a horgaszkalandot?

12. Egyes vidékeken elterjedt a kovetkezé babona: egy lany 6 fliszalat fog a markaba
ugy, hogy azok a kezébdl mindkét irdnyban kidllnak. Egy masik lany mindkét olda-
lon paronként Osszecsomozza a flszalakat. Ha igy egy zart lanc keletkezik, akkor arra
kovetkeztetnek, hogy a lany a kovetkezo évben férjhez megy. Ha a csomézas teljesen
véletlenszertien torténik, mennyi a valdszintisége, hogy zart lancot kapunk. Mi a helyzet
2n fliszal esetén?

13. Egy n x n-es négyzetracs bal alsé és jobb felsé sarkaba letesziink egy-egy pdkot.
A pdkok 2n 1épésben helyet cserélnek gy, hogy egymastdl fiiggetleniil minden utvonalat
ugyanakkora valdszintiséggel valasztanak. A pékok egyszerre indulnak, és minden masod-
perchen egy 1épést tesznek. Mi a valdszintisége, hogy a két pdok talalkozik?

14. A Boltzmann—Maxwell-statisztikanal r goly6t ugy helyeziink el n dobozba, hogy
mind az n" elhelyezés egyforman valdszinti. Hatdrozzuk meg annak a pj valdszinliségét,
hogy pontosan k golyé keriil az elsé dobozba! Szamitsuk ki ezt a hatarértéket, ha n — oo
ugy, hogy r/n — Al

Bolyongas. Olyan sorozatokat fogunk vizsgalni, melyek véges sok plusz egybol és
minusz egybdl allnak. Tekintstink az q,..., &, sorozatot, melyben p db 1 és ¢ db —1
szerepel, p + g = n. Jelolje s, = €1 + -+ + e ezek részletosszegét. Az (eq,...,e,)
sorozatot egy tortvonallal abrazoljuk: a tortvonal k-adik lépésének meredeksége ¢;, és k-
adik szOgpontjanak ordindtaja si. Jelolje N, , az origébdl az (n,x) pontba vezeté utak
szamat.

15. Hatarozzuk meg N, , értékét!

16. Tikrozési elv. Legyen A = (a,a), B = (b,f), és A’ = (a,—a) az A pont z-
tengelyre vonatkozé tiikorképe. Mutassuk meg, hogy az x-tengelyt érinté vagy atmetszo
A — B utak szdma megegyezik az A’ — B utak szaméaval.

17. Ballot—tétel. Legyenek n és x pozitiv egészek. Igazoljuk, hogy az origdbdl az (n, x)
pontba vezetd olyan (s1,Ss,...,s, = x) utak szdma, melyre s; > 0,55 > 0,...,s, > 0
pontosan =N, ..

18. Ballot—tétel’. Tegyiik fel, hogy egy vélasztas soran a P jelolt p szamu, a @ jelolt

q szamu szavazatot kap, ahol p > ¢. Annak a valdsziniisége, hogy a szavazatszamlalas
sordn P végig vezetett (p —q)/(p + q).



