Alkalmazott statisztika
1. feladatsor: linedris algebrai ismétlés, tobbdimenzids normdlis

1. BEgy szimmetrikus ¥ € R**¥ matrix pozitiv szemidefinit (vagy nemnegativ definit), ha
tetszGleges x € R¥ esetén x ' ¥x > 0. Akkor pozitiv definit, ha egyenldség csak x = 0 esetén
all fenn. Igazoljuk, hogy minden kovarianciamétrix pozitiv szemidefinit!

2. Legyen ¥ pozitiv definit szimmetrikus métrix. Igazoljuk, hogy ha ¥x = Ax, akkor
Ylx = A7k, és £ pozitiv definit!

3. Egy négyzetes matrix nyoma a f6atloban 16vs elemeinek Gsszege, azaz tr(A) = Zle Q.
Igazoljuk, hogy

1. tr(BC) = tr(CB), ahol B € RF** ¢ € R,
2. x' Ax = tr(x| Ax) = tr(Axx"), ahol A € R**F x ¢ RF;
3. trA = Zle i, ahol A\;-k az A sajatértékei.

4. Legyen X véletlen vektor szimmetrikus normdlis eloszldsi, azaz minden komponens azonos

eloszlasu, és barmely két (kiilonb6z6) kovariancidja ugyanakkora. Adjuk meg a korrelacios
métrix spektralfelbontéisat!

5. Hatarozzuk meg a Na(m, X)) kétdimenzios normalis eloszlas stirtségfiiggvényének szintvo-

nalait, ahol
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R 6. Szimulaljunk kétdimenziés normalis eloszlast
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kovarianciamétrixokkal. Rajzoltassuk ki az eredményt, és nézegessiik!

7. Legyen X ~ Np(m,Y). Adjuk meg a komponensek tetszéleges aX; + bXo linearis
kombinécidinak eloszlasat!

8. Legyen X ~ N3(m,Y). Adjuk meg (X; — Xo, Xo — X3) T eloszlasat!
9. Legyen X = (X, X3)" ~ Ni(m, ), ahol m = (my,my) T,
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Ekkor X és Xs pontosan akkor fiiggetlenek, ha 15 = 0.

10. Igazoljuk, hogy a standard normaélis eloszlas forgatasinvarians; azaz ha Z ~ Ny(0, Iy),
és U € R¥*F ortogonalis, akkor UZ ~ Ny (0, I,).



11. Legyen X = (X1, X5)" ~ Ni(m,¥), ahol m = (my, ms) ",
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ahol |Yoo| = det(X92) > 0. Igazoljuk, hogy X; vektor Xy = xg feltételre vett feltételes

eloszléasa
Niy (my 4 1235, (x2 — m2)), 11 — L1255, Sa1) -

12. Legyenek Xj,..., X, fiiggetlen, azonos eloszlést véletlen k-dimenzids vektorvaltozok m
varhato értékkel és ¥ kovarianciaméatrixszal. Hatérozzuk meg az X; +. ..+ X, véletlen vektor
varhato érték és kovarianciaméatrixat!

13. Tobbdimenzids Steiner-formula. Igazoljuk, hogy tetszdleges x1,...,%, € RF, v € RF
esetén
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ahol x=n"1>""  x;.
14. Az F(z) = P(X < z) eloszlasfiiggvényhez tartozo kvantilisfiiggvény
Q(s) = inf{x : F(x) > s}, s€(0,1).

Ha F' szigortian monoton névé folytonos fiiggvény, akkor @ éppen F inverze.
Mutassuk meg, hogy Q(s) < z pontosan akkor, ha s < F'(x).

15. Kwvantilis transzformdcid. Legyen U egyenletes eloszlasa [0, 1]-en. Ekkor Q(U) véletlen
valtozoé eloszlasfiiggvénye F', ahol Q az F' kvantilisfiiggvénye.

16. Hatarozzuk meg az exponenciélis eloszlas kvantilisfiiggvényét!

17. Pareto-eloszlas. Az o > 0 paraméterii Pareto-eloszlas eloszlasfliggvénye Fi,(z) = 1—27¢

ha z > 1, és 0, kiilonben. Hatarozzuk meg a kvantilisfliiggvényt.

18. Q-Q plot. Legyen Qr és Qg az F és G eloszlasfliiggvényekhez tartozo kvantilisfiiggvény.
Ekkor az F' és G egymaésra vonatkozo Q-Q plot grafikonja a {(Qr(u),Qa(w)) : u € (0,1)}
gorbe.

Legyenek F' és G folytonos eloszlasfiiggvények. Igazoljuk, hogy ha az eloszlasokhoz tartozo
elméleti Q-Q plot linearis, akkor valamilyen a,b szamokra F(ax 4+ b) = G(x), minden x-re;
azaz a két véletlen valtoz6 egymés linearis transzformaltja.

19. Gondoljuk végig, hogy mit jelent az X ~ F és Y ~ G véletlen valtozok viszonyara, ha
az ' — G Q-Q plot a kis értékekre / nagy értékekre az © = y egyenes alatt van?

R 20. Vegyiink mintét kiilonb6z8 eloszlasokboél (normaélis, exponencialis, Cauchy), és vegyiik a

minta normalis szerinti Q-Q plotjat (qqnorm). Nézegessiik az eredményt!

R 21. Szimuléljunk Pareto-eloszlast a (korabban meghatéarozott) kvantilisfiiggvénye segitségével!

Rajzoljuk ki mas eloszlasokkal vett Q-Q plotjat!



