Valo6szintiségszamitas
8. feladatsor: CHT, egyenldtlenségek és alkalmazdasaik

1. Chicago és Los Angeles kozott két vasutvonal van, melyek mindegyikén egy-egy
vonat kozlekedik. Mindkét vonat egyidében indul, 1ényegében egyforman kényelmes és
k szemeélyes. Tegyiik fel, hogy 1000 utas egymastol fiiggetleniil 1/2—1/2 valoszintiséggel
valaszt vonatot. Legalabb mekkora legyen az tilShelyek £ szama, hogy 0,01-nél kisebb
legyen annak a valészintisége, hogy lesz olyan utas, akinek nem jut iil6hely?

2. Egy szerencsejatékon a nyerési esélyed 1/11. Ha nyersz, visszakapod a feltett tétet

és még nyereményként annak kilencszeresét. Elegendd sok kezdétdkével indulva ezer
alkalommal felteszel 1-1 petakot. Mi a valdszintisége, hogy ezer jatszma utéan még
legalabb annyi pénzed van, mint kezdetben volt?

3. Budapesten meg akarjak allapitani a dohédnyosok p aranyat. Ehhez kivalasztanak
n egyént ugy, hogy minden valasztasnal mindenki ugyanakkora valoszintiséggel kertil
kivalasztasra, és csak ezek kozt nézik meg a dohanyosok k szamat. Legalabb mekkora
legyen az n, hogy a kapott p’ = k/n arany legalabb 0,95 valoszintiséggel legfeljebb 0,005
hibéaval kozelitse a valodi p aranyt, akarmi is p € (0,1)?

4. Legyen X véletlen véltozo, melyre E(X?) < co. Mutassuk meg, hogy az f(x) =
E[(X — x)?] az x = EX pontban veszi {5l a minimumat, ami éppen D?(X).

5. Weierstrass approximéciotétele szerint a polinomok szuprémum norméban strin
vannak a zart intervallumon folytonos fiiggvények terében. Az alabbi feladatban erre
adunk egy konstruktiv bizonyitast.

Legyen f folytonos fiiggvény a [0, 1] intervallumon. Az f fiiggvény n-edik Bernstein-
polinoma
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Mutassuk meg, hogy B, (f) egyenletesen konvergal az f fliggvényhez, azaz

lim sup | B, (f)(x) — f(x)| = 0.
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6. Legyenek X, Xo, ... fiiggetlen (0, 1)-en egyenletes eloszlasu véletlen valtozok, jelolje
m, = min{ Xy, ..., X,,} a minimumukat. Mutassuk meg, hogy

(a) my, r, 0;

(b) P{nm, >z} — "



7. Tegyiik fel, hogy az { X,,} nemnegativ véletlen valtozok sorozatara D(X,,)/E(X,) —
0. Mutassuk meg, hogy X,,/E(X,) 1.

8. Legyenek X, X,,... fuggetlen Exp(1) eloszlasu véletlen valtozok. Jelolje M, =
max{Xj,..., X, } a véletlen valtozok maximumat. Igazoljuk, hogy

H,(x) =P(M, —logn <z) — H(x) =¢°

x

9. Exponencialisok minimuma exponenciélis. Legyenek X, X5, ..., X, fiiggetlen ex-
ponenciélis eloszlasa véletlen valtozok, Ai, A, ..., A\, paraméterekkel és jelolje X a mi-
nimumukat. Igazoljuk, hogy X ~ Exp(A; + Ao+ ...+ \,), és

A
P(X = X)) = i . k=1,2,...,n.
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10. Legyenek X1, Xo, ..., Xo,41 fiiggetlen Egyenletes(0, 1) eloszlast véletlen valtozok.
Jelolje Y,, a rendezett minta kozépss elemét. Igazoljuk, hogy

1
Y, 25 2.
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11. Hatérozzuk meg az alabbi hatarértéket!
. 3 + 3 -+ a2
lim / / / ! 2+ % dayday - - - dy, .
n—00 T+ 2o+ t+x,

12. Egy varosban 200 taxi kozlekedik. Telefonon taxit rendeliink, és ha van szabad
taxi, akkor a kozpont a legkdzelebbit hozzank kiildi. Feltessziik, hogy a taxik egymastol
fliggetleniil, egyenletes eloszlas szerint helyezkednek el a varosban, és mindegyik egy-
mastol fliggetlentil 2/3 valoszintiséggel foglalt. Mennyi annak a valoszintisége, hogy a
legkozelebbi szabad taxi 1 km-es korzetiinkben legyen (mely nem nyulik ki a varosbol),
feltéve, hogy van szabad taxi? A varos teriilete 28,26 km?

13. Legyen (1—p)p™ annak a valészintisége, hogy egy almafén n virdg van,n = 0,1,.. ..
Tegyiik fel, hogy minden viraghol « valoszintiséggel lesz érett gyiimolces. Feltéve, hogy
a fan r alma van, mennyi a valoszintisége, hogy n virag volt?

14. Legyen az (X,Y) véletlen vektorvaltozo eloszlasa egyenletes az egységkorben.
Hatérozzuk meg az Y feltételes siirtiségfliggvényét az X = x feltétel mellett! Szamitsuk
ki az E[Y?| X = x| feltételes varhato értéket.

15. Legyenek XY filiggetlen azonos eloszlasu véletlen valtozok, f stirtiségfiiggvénnyel.
Legyen U = XAY, V = XVY. Hatarozzuk meg a az egyiittes eloszlasukat, a maximum
minimumra vett feltételes stirtiségét, és forditva, azaz adjuk meg a gy (ulv), gviv(v|w)
feltételes stirtiségeket!



