Valo6szintiségszamitas
6. feladatsor: véletlen vektorvdltozok, vdrhato érték, kovariancia

1. Egy szabalyos kockaval n-szer dobunk. Jelolje X; az egyesek, X, a kettesek szamat.
Hatarozzuk meg az egyiittes eloszlasukat! Hatarozzuk meg X, X, kovariancidjat és
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2. Egy szabélyos kockéval N-szer dobunk, ahol N ~ Poisson(A). Jelolje X; az
egyesek, X, a kettesek szamat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast! Hatarozzuk meg
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3. Két szabalyos kockaval jatszunk. Jelolje X az els6 kockaval dobott szamot és Y
a dobott szamok nagyobbikit. Adjuk meg az egyiittes eloszlast és az Osszeg varhato
értékeét, szorasat!

4. Legyen az (X,Y) véletlen valtozo. eloszlasa egyenletes az egységkorben. Ha-
tarozzuk meg az egyiittes eloszlasfiiggvényt és a peremeloszlasok strtiségfiiggvényeit!

5. Legyen az X és Y véletlen valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye

s(+xy+y), ha(z,y) € (0,1)?
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@, y) = { 0, kiilonben .

Hatarozzuk meg a peremeloszlésokat!

6. Lattuk, hogy abszolit folytonos véletlen vektorvaltozé peremeloszlésai abszolut
folytonosak. Igazoljuk, hogy ez nem megfordithatd, azaz mutassunk XY abszolat
folytonos véletlen véltozokat, melyek egyiittes eloszlasa nem abszolut folytonos!

7. Lassuk be, hogy ha az (X,Y) véletlen vektorvaltozo abszolut folytonos, akkor
P(X =Y) = 0. Az egyiittes stirségfiiggvénnyel irjuk fel a P(X <Y valoszintiséget!
8. Legyenek X, Xs,..., X, fliggetlen véletlen véltozok Fi, Fs,..., F, eloszlasfiigg-
vénnyel. Adjuk meg m,, = min{X;,..., X,,}, M,, = max{Xy,..., X,,} véletlen valtozok
eloszlasat és egyiittes eloszlasat!

9. Legyen f(z,y) = c(z+y), 0 < z,y <1, egy (X,Y) vektorvaltozo stirtiségfiiggvénye.
Mennyi ¢ értéke? Adjuk meg a peremeloszlasokat, varhato érték vektort, kovariancia-
matrixot! Szamoljuk ki XeY varhato értékét!

10. Legyen X és Y fiiggetlen Poisson eloszlasi véletlen valtozo A illetve p paraméterrel.
Hatarozzuk meg X + Y és XY varhato értékét és szordsat, valamint a két valtozo
kovarianciajat.

11. Legyen az X és Y valtozok egyiittes strtiségfiiggvénye

flw,y) =6e7>"% (2,5 >0),
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0, kiilonben. Hatarozzuk meg az egyiittes és marginalis eloszlasfiiggvényeket! Adjuk
meg a kovarianciamatrixot!

12. Legyen X és Y egyiittes stirtisége f, ahol

(a)

(b) f(z,y)

(¢) f(z,y) =2zy +x, ha x,y € (0,1);
y) =

(d) f(=,

Hatarozzuk meg a kovarianciamatrixot!

13. Legyen az (X,Y) véletlen vektor strtsége f(x,y) = 3/2° hax >y >0, v > 1.
Adjuk meg a kovarianciamatrixot!

f(x,y) = 4wy, ha z,y € (0,1);
= 6zy?, ha x,y € [0, 1];

= ze *04Y) ha x,y > 0.

14. Legyen G = (V, E) egy egyszeri graf, és vy, vq,...,v, a csucsok egy sorrendje.
Minden csiicsra feldobunk egy szabélyos érmét, ha az fej akkor a csics az A halmazba,
kiilonben a B halmazba keriil. Hatarozzuk meg az A és B halmazok kozt futé élek
szaméanak varhato értékét!

15. A G = (V, E) graf jo sikra rajzolasa egy olyan lerajzolas, ahogy mindenki lerajzol
egy grafot, azaz két él véges sok pontban metszi egymast és egy ponton ketténél tobb
él nem halad at. Egy graf metszési szama, cr(G), a lehetd legkevesebb metszést ado jo
lerajzolasnél keletkezett metszések szama. Igazoljuk, hogy
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e
r(G) = R
ahol e az élek v a csucsok szama. (Ajtai, Chvatal, Newborn, Szemerédi)

Utmutatas: Tekintsiink egy véletlen G’ részgrafot, melyben minden csiicsot egy-
mastol fliggetleniil p € (0,1) valoszintséggel tartunk meg. Jelolje X a G optimaélis
lerajzolasaban a G’ metszéseinek szamat.(Nyilvan X > cr(G’).) Hatarozzuk meg az
E(v(G")),E(e(G")) és E(X) értékeket, alkalmazzuk az Euler-tételbsl adodo cr(G) >
e — 3v + 6 becslést, végiil legyen p = 4v/e.

16. Ramsey tételkor. R(k) a legkisebb olyan N, hogy ha egy N csicsu teljes graf
¢éleit pirossal és kékkel szinezziik, akkor lesz egyszind k-klikk. Mutassuk meg, hogy
2k/12 < R(k) < 22% (Erdss)!

Megoldas. Szinezziink minden élet egyméstol fiiggetlentil 1/2 valoszintséggel pirosra,
1/2 valoszintiséggel kékre. Valasszunk ki k csticsot az N-bsl. Annak a valoszintisége,
hogy ez éppen egy egyszint k-klikk, 2!~ (5). Tehat az egyszind k-klikkek varhato értéke
91-(5 )(]]Z ) Na most, ha ez kisebb, mint 1, akkor sziikségképpen van olyan konstrukcio,

ahol az egyszind k-klikkek szama 0, azaz ekkor R(k) > N. Egyszeri szamolas adja,
hogy N = 2¥/2 esetén a varhato érték kisebb, mint 1.



