Valo6szintiségszamitas
5. feladatsor: figgetlenség, véletlen vdltozok

1. Legyen A 6nmagatol fiiggetlen esemény. Mutassuk meg, hogy P(A) = 0 vagy 1!

2. Vélasszunk taldlomra az 1,2,...,n szamok koziil agy, hogy mindegyiket 1/n valoszin-
séggel valasztjuk. Jelolje A, azt az eseményt, hogy a valasztott szdm p-vel oszthato.

(a) Igazoljuk, hogy ha p; és ps relativ prim és pipa|n, akkor A, és A,, fiiggetlenek.

e =nJ] (1-1).

ahol p(n) az Euler—féle fiiggvény, azaz ¢(n) az n-nél kisebb n-hez relativ prim pozitiv egészek
szama.

(b) Igazoljuk, hogy

3. Legalabb hany lottészelvényt kell kitolteni ahhoz, hogy egy sorsolédsnal a telitaldlat valo-
szintisége legalabb 1/2 legyen? Legaldbb hany hétig kell jatszani egyetlen szelvénnyel, hogy
annak a valoszintisége, hogy legalabb egyszer volt telitalalatunk legalabb 1/2 legyen?

4. Egy dobokockéval tizszer dobunk. Jelolje A azt az eseményt, hogy az els6 5 dobas soréan
nincs hatos, B pedig azt, hogy tiz dobas kozt nincs egyes. Mekkora az A és a B események
valoszintisége? Fliggetlenek-e A és B?

5. Egy dobokockaval n-szer dobunk. Jeldlje A azt az eseményt, hogy az els6 m dobéas soran
nincs hatos, B pedig azt, hogy az n dobés kozt nincs egyes, m < n. Mekkora az A és a B
események valoszintisége? Igazoljuk, hogy P(AN B) < P(A)P(B).

6. Legyenek x € [0,1] és m,n € N. Bizonyitsuk be (lehet8leg valoszintségi gondolatmenet-
tel), hogy
1-z")"+1-(1-2)™)">1.

7. Eloszlasfiiggvények-e a kovetkez§ fiiggvények?
0, ha x <0,

(a) F(x):{ =, haz>0.

0, ha z <0,
1—%, ha z > 0.

8. Az alabbi szamsorozatok koziil melyek alkotnak valoszintiségeloszlast?
(a) pFq?, ahol p € (0,1),q=1—p, k=1,2,...;

(b) m,k:172,,

(c) 3k/kle™3 k=0,1,2,....



9. Strtségfiiggvény-e?

(a) f(z) = (I (x)sinz)/2;

(b) f(2) = I(1,00) () _2;

(c) f(x) = L) x)Ae™, ahol A > 0.
(d) f(z) = (m(1+27))""!

10. Egy embernek n egyforma kinézetd kulcsa van, melyek koziil pontosan egy nyitja az ajtot.
Emberiink véletleniil valasztva sorra probalja a kulcsokat addig, amig a jo kulcs el6 nem keriil.
Valamely k£ € {1,2,...,n} esetén mennyi a valoszintsége, hogy a k-adik probalkozésa sikeres,
ha

(a) a kiprobalt rossz kulcsokat mindig félreteszi?

(b) a kiprobalt rossz kulcsokat sose teszi félre?

11. Adjunk példat olyan F' eloszlasfiiggvényre, mely tiszta ugrofiiggvény, és barmely a < b
esetén F'(b) — F(a) > 0!
12. Otoslotton egy szelvénnyel jatszva hatarozzuk meg a talalataink szamanak eloszlasat!

13. Széz alma koziil tiz férges. Véletleniil kivalasztunk 6tot! Adjuk meg a férges almak
szamanak eloszlasat!

14. Hatérozzuk meg az 6toslotton kihiizott legkisebb szam eloszlasat!

15. Egy csomag francia kartyat megkevertiink, majd egyesével kihuzzuk a lapokat. Adjuk
meg a mésodik 4sz helyének eloszlasat?

16. Egy urnaban 101 goly6 van, koziiliik pontosan harom piros. A golydkat visszatevés
nélkiil egyesével kihuzzuk. Jeldlje X a masodik piros sorszamat. Adjuk meg X eloszlasat!

17. Valamely novényfajta magjaibol all6 mintdban a hibds magok szdma A\ paramétert
Poisson—eloszlasti véletlen valtozé. Minden mintat 3 technikus vizsgdl meg egymas utan,
hogy eltavolitsak a hibas magokat. Az i-edik technikus p; < 1 val6sziniiséggel veszi észre
a hibas magokat; dontései az egyes magokra nézve fliggetlenek, és az egyes technikusok is
egymaéstol fiiggetleniil dontenek. Hatarozzuk meg az el nem tavolitott hibas magok eloszlasat!
(X Poisson-eloszlast A paraméterrel, ha P(X = k) = e *\F/k1.)

18. Egy szabalyos kockaval N-szer dobunk, ahol N ~ Poisson(\). Jelolje X7 az egyesek, X,
a kettesek szamat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast!

19. Mutassuk meg, hogy két fiiggetlen Poisson—eloszlasii véletlen valtozd Gsszege is Poisson—
eloszlasu!

20. Egy varosban 200 taxi kozlekedik. Telefonon taxit rendeliink, és ha van szabad taxi,
akkor a kozpont a legkdzelebbit hozzank kiildi. Feltessziik, hogy a taxik egymastol fiiggetleniil,
egyenletes eloszlas szerint helyezkednek el a varosban, és mindegyik egymastol fliggetleniil
2/3 valoszintiséggel foglalt. Tovabba egy taxi helyzete a varoson beliil fiiggetlen attol, hogy
foglalt-e vagy sem. Mennyi annak a valoszintisége, hogy a legkozelebbi szabad taxi 1 km-es
korzetiinkben legyen (mely nem nytlik ki a varosbol), feltéve, hogy van szabad taxi? A varos
teriilete 28,26 km?.



