Val6szintiségszamitas
2. feladatsor: Szita formula, kombinatorikus és geometriai valdszindség, vegyes

1. Sorban elhelyezett n dobozba taldlomra berakunk N goly6t gy, hogy az Gsszes elhelyezés
egyforméan val6szint. Mennyi a valészintisége, hogy az els6 k doboz egyike sem tires?

2. Egy urnéban k-féle szinti goly6 van, mindegyik szintib6l ugyanannyi darab. Egyenként
hiizunk a golyokbél tgy, hogy minden hiizés utan visszatessziik a kihtuzott golyot, és minden
htizasnal barmelyik golyé ugyanolyan valoszintiséggel keriilhet kihtuzasra.

(a) Mennyi annak a g, valoszintisége, hogy legalabb n huzas kellett ahhoz, hogy minden szin

el6forduljon?

(b) Mennyi annak a p, valoszintisége, hogy n hizas soran minden szin el6fordult, és ez az

n-edik huzasnal kovetkezik be elészor (vagyis az els6 (n — 1) huzas soran csak (k — 1) szin
fordult els) 7

3. Egy kockit addig dobunk, amig mind a 6 szam el§ nem fordul. Legyen p, annak a val6szi-
niisége, hogy ez elGszor az n-edik dobasra kiévetkezik be. Hatarozzuk meg py,-et!

4. A Faluvégi Kurta Kocsma el6tt 5 bicikli 4ll. Zaréra eltt egymas utén jon ki az 5 tulajdonos,
és mindegyikiik véletlenszertien valaszt egy kerékpéart. Mennyi a valészintisége, hogy senki sem
a sajat biciklijén jutott haza?

5. A [0, 1] intervallumot felosztjuk két véletleniil radobott ponttal harom részre. Mennyi annak
a valoszintisége, hogy

(a) mindharom szakasz hossza nagyobb, mint 1/47

(b) mindharom szakasz hossza kisebb mint 1,/27

(c) a szakaszokbol haromszog szerkeszthets?

(d) a szakaszokbol hegyesszogl haromszog szerkeszthets?

6. Valasztunk egy véletlen szamot 0 és 2 k6zott, és egy masikat ettdl fliggetleniil 1 és 2 kozott.
Mennyi a valbszintsége, hogy az ésszegiik kisebb, mint 27

7. Valasszuk az X, Y pontokat egymastol fiiggetleniil a (0, 1) intervallumban egyenletes eloszlés
szerint. Mennyi a valdszintisége, hogy az

22+ Xr+Y =0

egyenletnek valds gyokei lesznek?

8. Andras és Betti munkaideje egyméastol fiiggetleniil egy-egy du. 4 és 6 kozotti egyenletes el-
oszlést id6pontban ér véget. Munkaidejiik végeztével mindketten elmennek egy, munkahelyiikt&l
azonos tavolsigra levs kévézoba, ahol elfogyasztanak egy csésze kavét. Andrés esetében ez 10
perc, Betti esetében 20. Mi a valoszintisége, hogy talalkoznak?

9. Tekintsilink egy egységnyi keriilet® kort, és ennek egy rogzitett pontjat. Valasszunk tovabbi
két pontot a kérvonalon egymastoél fiiggetleniil egyenletes eloszlés szerint. Mennyi a val6szintisé-
ge, hogy a harom pont altal meghatarozott haromszog fedi a kor kézéppontjat?



10. Egy egységnégyzet két szemkozti oldalan véletleniil valasztunk egy-egy pontot. Mi a
valoszintisége, hogy tavolsaguk négyzete kisebb, mint 3/27

11. Egy négyzet belsejében egyenletes eloszlés szerint valasztunk egy pontot. Mennyi a valé-
szintisége, hogy a valasztott pont kozelebb van valamelyik oldalhoz, mint 1,/47

12. Egy kor keriiletén vélasszunk n pontot egymastol fliggetleniil, egyenletes eloszlas szerint.
Mennyi annak a valészintisége, hogy a pontok konvex burka tartalmazza a kor kdzéppontjat?
Mennyi ez a valosziniiség, ha a pontokat a kor belsejében valasztjuk fliggetleniil, egyenletes
eloszlas szerint?

13. Mekkora a valoszintisége, hogy az 6toslotton kihtzott szidmok kézott nem lesznek egymast
kovetsk?

14. Vegylink két olyan kockat, melyeken annak a valoszintisége, hogy i-t dobunk, p;, ill. ¢;, i =
1,2,...,6, ahol p;,q; > 0 és Z?lei =1 és Z?:l ¢; = 1. Valaszthatok-e a p;, ¢; valoszintiségek

gy, hogy két kockaval dobva minden 6sszeg 2-t6l 12-ig egyforman valészint legyen?

Bolyongas. Olyan sorozatokat fogunk vizsgalni, melyek véges sok plusz egybdl és minusz
egybdl allnak. Tekintsiink az ¢1, ..., &, sorozatot, melyben p db 1 és ¢ db —1 szerepel, p+q = n.
Jelolje s, = e1+4- - -+ey, ezek részletosszegét. Az (g1, ..., ey,) sorozatot egy tortvonallal abrazoljuk:
a tortvonal k-adik lépésének meredeksége €y, és k-adik szogpontjanak ordinataja si. Jelolje IV, .
az origobol az (n,x) pontba vezetd utak szamat.

15. Hatarozzuk meg N, , értékét!

16. Tiikrozési elv. Legyen A = (a,a), B = (b,3), és A’ = (a,—a) az A pont z-tengelyre
vonatkoz6 tiikorképe. Mutassuk meg, hogy az z-tengelyt érinté vagy atmetsz6 A — B utak
szama megegyezik az A’ — B utak szamaéaval.

17. Ballot—tétel. Legyenek n és z pozitiv egészek. Igazoljuk, hogy az origobol az (n, x) pontba
vezetS olyan (s1, S2,. .., S, = x) utak szama, melyre s; > 0,59 > 0,...,s, > 0 pontosan “Nng.

18. Ballot—tétel’. Tegyiik fel, hogy egy valasztas sorédn a P jelolt p szami, a @ jelolt g szamu
szavazatot kap, ahol p > ¢. Annak a valdszintisége, hogy a szavazatszamlélas soran P végig
vezetett (p — q)/(p + q).

A tovabbiakban a fent leirt tortvonalra tgy gondolunk, mint egy bolyongdé részecske palyéajara.
Jeldlje X1, Xo, ... az egyes lépéseket és S, = X1+ -+ X}. Feltessziik, hogy a részecske n 1épése
soran eléforduld 2™ dtvonal egyformén valdszini.

19. Mennyi P(S,, = r) valoszintiség? Legyen ugy = P(Sor = 0) és for, = P(S2 #0,...,So_2 #
0, Sor = 0). Hatarozzuk meg u,-et, és igazoljuk, hogy

Ugp = foUon—2 + fauzn—a + - + fonuo.
20. Annak a valoszintisége, hogy az origoba vald visszatérés nem kévetkezik be a (2n)-edik

idépillanatig az ugyanannyi, mint annak a valosziniisége, hogy a (2n)-edik idépillanatban a
részecske visszatért az origdba.



