A sztochasztika alapjai
statisztika

1. Egy jaték fizikai terhelhetGségére elvégzett tesztek kg-ban a kdvetkezd eredménye-
ket adtak: 40, 45, 40, 42, 36. A minta alapjan adjuk meg a terhelhet&ség empirikus
eloszlasfiiggvényét, mintaatlagat, és empirikus szorasnégyzetét!

2. Legyenek X7, ..., X, fiiggetlen, Egyenletes(0, 0) eloszlasu véletlen valtozok, ahol > 0.
Hatarozzuk meg X, , = max{Xy,..., X, } eloszlas-, ¢és stirtiségfiiggvényét, varhato értekét
és szorasat!

Mutassuk meg, hogy

n—+1
T1 (X) - 2n Xn,n

torzitatlan becslése (0/2)-nek, ami hatasosabb, mint a X,, mintaatlag! Igazoljuk, hogy T}
gyengén konzisztens!

3. Legyenek Xy, ..., X, fiiggetlen, Egyenletes(0, 0) eloszlasu véletlen valtozok, ahol § > 0.
Hatarozzuk meg X, = min{Xy,..., X, } eloszlas-, és stirtségfiiggvényét, varhato értekét
és szorasat!

Mutassuk meg, hogy
X+ Xon
B 2

torzitatlan becslése (6/2)-nek. Igaz, hogy T hatasosabb, mint a X, mintaatlag, vagy
mint 77 az el6zd feladatbol? Igazoljuk, hogy T gyengén konzisztens!

Ty(X)

4. Még mindig egyenletes eloszlas. Legyenek X, ..., Xo, ; fiiggetlen, Egyenletes(0, )
eloszlasu véletlen valtozok, ahol 8 > 0. Jeldlje Y a nagysag szerint kozépsd mintaelemet.
Hatarozzuk meg Y eloszlasat, varhato értékét és szorasat! Igazoljuk, hogy Y konzisztens
becslése a 6/2-nek!

5. Legyenek Xi,..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi véletlen valtozok, melyek ko6zos
eloszlasfiiggvénye Fy, varhato értéke u(0), a szorasnégyzete o2. A szorasnégyzet ismert, a
varhato értéket becsiiljiik a mintadtlaggal. Legalabb mekkora legyen n, hogy

Py (| X, — p| >0,01) <0,01.

Hasznéljuk a Csebisev-egyenlStlenséget! Es ha normalis kozelitést hasznalunk?

6. Egy gyarban a termékek mindségét tigy ellenérzik, hogy minden nap n terméket vizs-
galnak meg. Az adott napi Osszes gyartmanyt akkor fogadjak el, ha minden megvizsgalt
gyartmany jo. Azt tapasztaltdk, hogy m nap alatt Gsszesen z-szer fogadtak el a napi
gyartmanyokat. Adjunk maximum likelihood becslést annak a valoszintiségére, hogy egy
termék selejtes!



7. Mendel torvényei szerint egy névény AA, AB, BB genotipusa rendre 6%, 20(1 — 6),
(1 — 0)? ardnyban fordul els. Egy teriileten a harom gyakorisigra T4, Tap, ¢S Tpp
adodott. Adjunk maximum likelihood becslést #-ra! Mutassuk meg, hogy a kapott becslés
torzitatlan!

8. A szintévesztés leggyakoribb fajtaja az X kromoszéméhoz kapcsoltan, nemhez kotot-
ten 6roklédik. Emiatt a férfiaknal a gyakorisag p, mig a n6knél csak p?. Adjunk maximum
likelihood becslést p-re, az alapjan, hogy M férfibol m, N nébdl pedig n volt szintévesztd!

9. Egy alméskertben véletlenszertien, egymastol fliggetleniil talalhatok fertézott fak. Tiz

egyforma nagy, egyenként harom sorbol allo iiltetvényben rendre 0, 3, 0, 1, 0, 0, 2, 1,
1, 2 beteg fat talaltak. Adjunk maximum likelihood becslést az egy sorban talalhato fak
szamanak varhato értékére! Hasznaljunk Poisson-eloszlést!

10. Egy toban a halakat egy betegség tamadta meg, mely ismert p valoszintséggel
pusztitja el az egyes egyedeket. A kifogott haltetemek £k szaméabol adjunk maximum
likelihood becslés a betegség elGtt a toban élt halak szaméral!

11. Csaladok jovedelmét egy olyan skdlan mérjiik, ahol X = 1 a létminimumnak felel
meg. Feltételezziik, hogy a jovedelem eloszlasa f(z) = xg%, x > 1, strtségfiiggvénnyel
adhatéo meg. Adjunk maximum likelihood becslést f-ra, ha 10 véletlenszertien valasztott
csalad jovedelme: 1,53, 2,76, 19,65, 4,16, 7,31, 1,21, 254,2, 5,43, 1,12, 1,63.

12. Egy adott tipust izz6 élettartama exponencialis eloszlasu 6 varhato értékkel. Tegyiik
fel, hogy az 5 izzonal a 2,3, 4, 1,7, 3,2, 2,8 élettartamokat figyeltiik meg. Adjunk ML
becslést f-ral

13. Egy alkatrész élettartama exponencialis eloszlast 6/t varhato értékkel, ha ¢ ho-
mérsékleten mikodtetjiik. Tegyiik fel, hogy az n megfigyelést ti,...,t, hémérsékleten
végeztiik és xq,...,x, élettartamokat figyeltiink meg. Adjunk ML becslést 6-ra!

14. Augusztusban 5 éjszakan at figyeltilk meg a hullocsillagok szaméat. A kovetkezd
mintat kaptuk: 4, 3, 7, 2, 4. A hull6csillagok szama egy este Poisson-eloszlasi. Adjunk
ML becslést az eloszlas paraméterére!

15. Egy céllovs ismeretlen p valoszintiséggel talal el egy célpontot. Adjunk ML-becslést
p-re, ha az els6 sikeres 10vés k-adikra kovetkezett be. Torzitatlan-e a kapott becslés?
A maésodik sikeres 16vésre tovabbi ¢ 16vésig kellett varni. FEzt figyelembe véve adjunk
ML-becslést p-re!

16. Legyenek X, ..., X, fiiggetlen véletlen valtozok, f(x) = 327%, 0 <z < 20, si-

riiségfiiggvénnyel. Adjunk becslést 6-ra momentum moédszerrel és ML modszerrel is!
Torzitatlan-e, ill. aszimptotikusan torzitatlan-e a kapott becslés?



