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100 rab problémaja

100 halalraitélt, 1-t6l 100-ig megszamozott rabnak a bérténigaz-
gatd ad egy utols6 esélyt. Az igazgaté egy 100 fibkos (ugyan-
csak 1-t6l 100-ig szamozott) szekrény fidkjaiba beteszi (véletlen
sorrendben) a szdmokat. Minden fiokba pontosan egy szam
kertl. Ezutdn a rabok egyesével bemennek a szobaba, ahol ki-
nyithatnak 50 fiékot. A fibkokat visszacsukjak, a szekrényben
nem rendezhetik at a szamokat, mindent ugy hagynak, ahogy
volt. Ha minden rab megtaldlja a sajat szamat, akkor kiszaba-
dulnak, kilénben mindegyikiket kivégzik. (Gal Anna, Peter Bro
Miltersen (2003))
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100 rab problémaja
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pontosan ugyanugy
hagyja a szobat
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1. stratégia

Minden rab véletlenszeriien kinyit 50 fidkot.
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» Egyetlen rab megtalélja a sajat szamat: %
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1. stratégia

Minden rab véletlenszeriien kinyit 50 fidkot.
Mennyi a szabadulas esélye?

» Egyetlen rab megtalélja a sajat szamat: %

» Mind megtalalja: (%)100 ~ 100

» 1 szelvénnyel 4 héten egymas utan telitalalat:
1

(5)

~ 0,27 103,

4
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Definicio
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leképezéseét értjik.



Permutéciok
000

Definicio

leképezéseét értjik.
» Egy halmaz elemeinek sorbarendezése. Véges, n elemi
halmaz esetén az {1,2,..., n} elemeit rendezzik sorba.
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Tulajdonsagok

» Permutaciék megadasa:

12 3 4 5 6
345216

» nelemi halmaz lehetséges permutécidinak szdma:

n-(n—-1)-(n-2)-...-2-1=nl.
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Egyebek
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Tulajdonsagok

» Permutéciok megadésa:

12 3 4 5 6
345216

» nelemi halmaz lehetséges permutécidinak szdma:

n-(n-1)-(n-=2)-...-2-1=n.
> ez nagy (10! = 3628800, 100! ~ 9 - 10'%7)
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Ciklusok
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2. stratégia

Minden rab elészor kinyitja a sorszamanak megfeleld fidkot.
Aztan kinyitja azt a fiokot, amelyiknek a sorszamat megtalalta
az elébb, és ezt folytatja.
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Példa (6 fiok, 3 proba)
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.rab:1 —+3—5
.rab:2 -+ 4
rab: 3 —+5—1
.rab: 4 =2
.rab:5—-1->3
. rab: 6 Hurra!
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2. Példa (6 fidk, 3 proba)
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2. Példa (6 fidk, 3 proba)
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» 1.rab: 1 — 3 — 5vége
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2. Példa (6 fidk, 3 préba)
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> 1.rab: 1 —+ 3 — 5vége
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Szabadulas val6szinlisége

A ciklusstratégia pontosan akkor nyer, ha a leghosszabb ciklus
50-nél nem hosszabb.
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Szabadulas valészinisége

A ciklusstratégia pontosan akkor nyer, ha a leghosszabb ciklus
50-nél nem hosszabb.
Azon permutacidék szama, melyben a leghosszabb ciklus 51:

» kik vannak a leghosszabb ciklusban:
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Szabadulas valészinisége

A ciklusstratégia pontosan akkor nyer, ha a leghosszabb ciklus
50-nél nem hosszabb.
Azon permutacidék szama, melyben a leghosszabb ciklus 51:

> kik vannak a leghosszabb ciklusban: (9_) = 100-93-.-50

» 51 elem azon permutaciéi, melyben egyetlen ciklus van:
50!

> a maradék 49 elemet tetszdlegesen permutéalhatom: 49!
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Szabadulas valészinisége

A ciklusstratégia pontosan akkor nyer, ha a leghosszabb ciklus
50-nél nem hosszabb.

Azon permutacidék szama, melyben a leghosszabb ciklus 51:

> kik vannak a leghosszabb ciklusban: (9_) = 100-93-.-50

» 51 elem azon permutaciéi, melyben egyetlen ciklus van:
50!

» a maradék 49 elemet tetszélegesen permutalhatom: 49!
> tehat:

1.491 = ———_ . 50! .49 =
51 50! - 49! 50! - 49!

100 100! 100!
~ 51149! 51 °
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Szabadulas val6szinlisége

Hasonldan, azon permutaciék szama, melyben a leghosszabb
ciklus k, k > 51:

(120)(/(_1)!(100—@! L %-(k—ﬂ!-ﬂ%—k)! £ %.
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Szabadulas valészinisége

Hasonldan, azon permutaciék szama, melyben a leghosszabb
ciklus k, k > 51:

<120>(k—1)!(100—k)! L %(kq)!.(mo_kn 1! %.

Osszegezve, azon permutéciék szama, melyben a
leghosszabb ciklus legalabb 51:

1 1 1

I — 4+ — 5 -
100! [51 +52+...+100 .
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Szabadulas valészinisége

Hasonldan, azon permutaciék szama, melyben a leghosszabb
ciklus k, k > 51:

<120>(k—1)!(100—k)! L %(kq)!.(mo_kn 1! %.

Osszegezve, azon permutéciék szama, melyben a
leghosszabb ciklus legalabb 51:

1 1 1
I — 4+ — 5 -
100! [51 —|—52+...+100 .

Tehat, annak a valdszinlisége, hogy a leghosszabb ciklus

legalabb 51:
LR
51 52 ' 100
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Szabadulas valészinisége

Annak a valészinlisége, hogy a leghosszabb ciklus legalabb 51:

LOFILIE L
51 " 52 ' 100
Tehat annak a val6szinlisége, hogy a leghosszabb ciklus nem

hosszabb, mint 50,

S LI .
51 " 52 ' " 100]°

ami éppen a szabadulas valdészinlisége.
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Szabadulas valészinisége

Annak a valészinlisége, hogy a leghosszabb ciklus legalabb 51:

LOFILIE L

51 52 7 100
Tehat annak a val6szinlisége, hogy a leghosszabb ciklus nem
hosszabb, mint 50,

LA

51 52 100}’
ami éppen a szabadulas valdészinlisége.
Na és ez mennyi?
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Szabadulas val6szinlisége

11 1 100 4 100
5—1+§++m~/;0 }dX—'hﬁ—lﬂZNO,Gg

igy

1 1 1
1— |:5—1+5—2++m:| ~ 0,31
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Van jobb?

A ciklus stratégia optimalis (Warshauer, Curtin, 2006).
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Van jobb?

A ciklus stratégia optimalis (Warshauer, Curtin, 2006).

» Egy valtozat: Mind a 100 rab egyszerre megy be a
szobaba. Mindenki addig nyitogat, amig meg nem talélja a
szamat. Akinek a szama mar kij6tt, az nem csinal semmit.
Akkor nyernek, ha mindenki legfeljebb 50 fidkot nyitott ki.
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szamat. Akinek a szama mar kij6tt, az nem csinal semmit.
Akkor nyernek, ha mindenki legfeljebb 50 fidkot nyitott ki.

> A véltozat a raboknak jobb, mint az eredeti.
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Van jobb?

A ciklus stratégia optimalis (Warshauer, Curtin, 2006).

» Egy valtozat: Mind a 100 rab egyszerre megy be a
szobaba. Mindenki addig nyitogat, amig meg nem talélja a
szamat. Akinek a szama mar kij6tt, az nem csinal semmit.
Akkor nyernek, ha mindenki legfeljebb 50 fidkot nyitott ki.

> A véltozat a raboknak jobb, mint az eredeti.

> A véltozatban a nyerési esély nem fligg a stratégiatél, és
éppen az, amit a ciklusstratégia ad.
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Mi tortént?

» Az, hogy egy régzitett rab megtaldlja a sajat szamat,
tovabbra is 1/2. Ezt semmilyen stratégia nem befolyasolja,
hiszen mindig 50 fiékot nyit ki a 100-bdl, és nincs
semmilyen informacioja.
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Mi tortént?

» Az, hogy egy rdgzitett rab megtalélja a sajat szamat,
tovabbra is 1/2. Ezt semmilyen stratégia nem befolyasolja,
hiszen mindig 50 fiékot nyit ki a 100-bdl, és nincs
semmilyen informacioja.

> A ciklusstratégia azt éri el, hogy ha legalabb egyvalaki nem
talalja meg a szamat, akkor legaldbb 51-en nem talaljak
meg a szamokat. Hiszen a hosszu ciklusban senki nem
talalja meg. Ezzel szemben, az 1. stratégia esetén lehet,
hogy csak egy nem talalja meg a szamat, az 6sszes tébbi
igen, de ezért is haldl jar.
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Mi tortént?

Nemtalalt rabok szamanak eloszldsa (10 rab, 5 préba):

<
< o véletlen stratégia
A 4 ciklusstratégia
.
. .
A
A
A
° .
3 4 A
. .
ER Y 2 A A A A ° .

T T T T T
0 2 4 6 8 10

nemtalalt rabok szama

Varhatéan mindkét esetben 5 rab nem talal.
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Mi tortént?

Nemtalalt rabok szamanak eloszlasa (100 rab, 50 proba):

030

025

005

0.00

® véletlen stratégia
4 ciklusstratégia

nemtalalt rabok szama

Varhatéan mindkét esetben 50 rab nem talal.

T
100
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Egy hatareloszlas-tétel

s s

a leghosszabb ciklus hosszat. Megmutattuk, hogy

P(Y=k)=—+, k=[n/2]+1,[n/2]+2,...,n.

x| =
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Egy hatareloszlas-tétel

Tekintsuk {1,2,..., n} egy véletlen permutaciojat, és jeldlje Y,
a leghosszabb C|klus hosszat. Megmutattuk, hogy

1

P(Y:k):E, =[n/2]+1,[n/2]+2,...,n
Tehét, ha x € (1/2,1)
7
P(Y > nx) ZE —Inx,
k=[nx]

masképpen

lim P<’;”gx> =14+Inx, xe[1/21].

n—o0
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Fixpontok szama

s s

fixpontok szama. Ekkor

1
im PXp=K) = S—,  k=0,1,... Poisson(1)

n— o0 k!’

Specialisan

P (nincs fixpont) ~ e~! = 0,368.
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Fixpontok szama

s s

1
im PXp= k)= S—,  k=0,1,... Poisson(1)
nN—o00 k!

Specialisan

P (nincs fixpont) ~ e~ = 0,368.

Ha X,(¢) az ¢ hosszu ciklusok szama, akkor

fim POX0(0) = k) = &

lim_ = KR k=0,1,...
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Hazi feladat

KoMaL B. 5018. A szultan birodalmanak mind az 1024 ma-
tematikusat bérténbe zaratta. Mindegyikik csak a sajat réztal-
léros érméjét tarthatta meg. A matematikusok tudjak, hanyan
vannak, de semmiféle médon nem képesek kommunikalni egy-
massal.

A szultan a szlletésnapjan nagy kegyesen a kévetkezd jatékot
ajanlotta a matematikusoknak: az udvaron egyenként vagy 0-t,
vagy 1-et mondanak. Ha a mondott szamok 6sszege 1, akkor
szabadon bocsatja éket.

(A matematikusok nem adhatnak jelet egymasnak, nem tudjak,
hogy 6ket hanyadiknak vitték ki, vagy hogy az el6ttiik az udvaron
lévok mit csinaltak.)

Mekkora eséllyel szabadulhatnak ki a matematikusok?
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