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Történelem

Forrás: Wikipédia
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Történelem

▶ Ősi kultúrákban jelen volt: Egyiptom, Kína, India, görögök,
aztékok, polinéz államok.

▶ Az ősi Kínában a zsonglőrködés néhány harcos által
végzett művészet volt. Xiong Yiliao kilenc labdával való
zsonglőrködése a harcmezőn állítólag az ellenfelet harc
nélkül megfutamította, teljes győzelmet aratva ezzel.
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Történelem

▶ James Cook kapitány feljegyzései alapján Tonga szigetén
élő lányok 6 labdával zsonglőrködtek.

Forrás: Malaspina, Wikimedia Commons
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Kvíz!
Három labdával tudsz-e zsonglőrködni?
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Zsonglőrködés és matematika
▶ kb. 1985 körül kezdődött a zsonglőrsorozatokkal
▶ Ronald Graham (1935-2020): 1972-ben a Nemzetközi

Zsonglőrszövetség Elnöke, MTA tiszteletbeli tagja (Erdős
Pállal sokat dolgozott)

▶ Czédli Gábor professzor: Zsonglőrködés és matematika
SZTE egyetemi kurzus 2007-ben

▶

▶ Varga János: A zsonglőrködés fizikája, 2015, Fizikai
Szemle
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Egyszerű zsonglőrminták

▶ A dobások és elkapások azonos időközönként, ütemre
történnek.

▶ Minden ütemre legfeljebb egy labdát kapunk el, és ezt
azonnal fel is dobjuk.

▶ A minta periodikus.
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Nem egyszerű zsonglőrminták

▶ doboz
▶ multiplex
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Zsonglőrdiagram: zuhatag

▶ labdák száma = pályák száma = 3
▶ zsonglőrsorozat: 3
▶ periódus: 1
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Zsonglőrsorozat

▶ 0 magasságú dobás: nincs a kézben labda
▶ 1 magasságú dobás: gyors passz a másik kézbe
▶ 2 magasságú dobás: fogjuk a labdát, nem dobjuk fel
▶ páros magasságú: az eldobó kézben landol
▶ páratlan magasságú: másik kézben landol
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Kvíz!
Melyik zsonglőrsorozat diagramja a fenti?
▶ 5523
▶ Hortobágyi kilenclyukú híd
▶ 441
▶ 51
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441

▶ labdák száma = pályák száma = 3
▶ zsonglőrsorozat: 441 (vagy 414, vagy 144)
▶ periódus: 3
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Kvíz!
Melyik zsonglőrsorozatot láttuk?
▶ 2
▶ 40
▶ 4
▶ 42
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Kvíz!
Melyik zsonglőrsorozatot láttuk?
▶ 441
▶ 51
▶ 3
▶ 42
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31 – 314

▶ Ez nem
zsonglőrsorozat!

▶ Honnan tudjuk, hogy
valami
zsonglőrsorozat?
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Labdák száma

Tétel (Átlagtétel)

Egy zsonglőrsorozat átlaga egész szám, ami megegyezik a
labdák számával.
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Helycsere



Bevezetés Egyszerű zsonglőrminták További kérdések Gyakorlati tanácsok

Helycsere
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Helycsere
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Helycsere

Tehát: 525 −→ 345.
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Lapító algoritmus

Vegyünk egy tetszőleges sorozatot (nem feltétlenül
zsonglőrsorozat): 552
▶ Ha a sorozat minden eleme egyenlő, akkor végeztünk. Ha

nem, akkor

▶ tekintsünk egy olyan ciklikus permutációját (552, 525, 255),
aminek az első eleme a sorozat maximális eleme, második
eleme pedig nem maximális: 525. Ha a legnagyobb elem
után 1-el kisebb elem áll, akkor végeztünk. Ha nem, akkor

▶ hajtsuk végre a helycserét: 345. Kezdjük elölről!

552 −→ 525 −→ 345 −→ 534 −→ 444
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Vegyünk egy tetszőleges sorozatot (nem feltétlenül
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nem, akkor
▶ tekintsünk egy olyan ciklikus permutációját (552, 525, 255),
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52530

52530 −→ 34530 −→ 53034 −→ 44034 −→
40344 −→ 13344 −→ 41334 −→ 23334 −→
42333 −→ 33333
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A zsonglőrsorozat nem minden!
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Lapító algoritmus tulajdonságai

▶ Vagy a maximális elem csökken, vagy a maximális elemek
száma.

Persze, hiszen (a,b) −→ (b + 1,a − 1) ((5,2) −→ (3,4)).
▶ Véges sok lépésben véget ér.

Persze, vagy a maximális elem csökken, vagy a maximális
elemek száma.

▶ Zsonglőrsorozatból zsonglőrsorozatot kapunk, és csak
zsonglőrsorozatból kapunk zsonglőrsorozatot.
Persze, hiszen vissza tudjuk cserélni.

▶ A tagok összege nem változik.
Persze, hiszen (a,b) −→ (b + 1,a − 1) ((5,2) −→ (3,4)).
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Zsonglőrtétel

A lapító algoritmus kétféle véget érhet:
▶ Konstans sorozat. HURRÁ, ez zsonglőrsorozat.
▶ (a,a − 1) kezdetű sorozat. Ez nem lehet zsonglőrsorozat.

Tétel
Egy sorozat pontosan akkor zsonglőrsorozat, ha a sorozatra a
lapítóalgoritmust lefuttatva a konstans sorozatot kapjuk.
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Kvíz!
Zsonglőrsorozat-e a 352 sorozat?
▶ Igen
▶ Nem
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Következmények

Tétel (Átlagtétel)

Egy zsonglőrsorozat átlaga egész szám, ami megegyezik a
labdák számával.

Tehát a 352 nem zsonglőrsorozat, hiszen (3 + 5 + 2)/3 nem
egész. De a 324 sem az, mégis átmegy a teszten.

Tétel (Permutációteszt)

Egy (a0,a1, . . . ,ap−1) sorozat pontosan akkor zsonglőrsorozat,
ha az a0,a1 + 1, . . . ,ap−1 + p − 1 számok p-vel való osztási
maradékai mind különbözőek.

324 −→ 336 −→ 000, tehát ő nem zsonglőrsorozat.
423 −→ 435 −→ 102, tehát ő zsonglőrsorozat.
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Zsonglőrkártyák
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441
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Zsonglőrminták száma
Rögzítsük a p periódust.
▶ A zsonglőrminták száma legfeljebb b labdával

(b + 1)p.

▶ Pontosan b labdával

(b + 1)p − bp.

▶ Pontosan b labdával a minimális zsonglőrminták száma,
ha a ciklikus permutációkat egynek számoljuk:

1
p

∑
d |p

µ
(p

d

)(
(b + 1)d − bd

)
,

ahol µ a Möbius-függvény

µ(n) =


1, ha n négyzetmentes és páros sok különböző prímosztója van,
−1, ha n négyzetmentes és páratlan sok különböző prímosztója van,
0, ha n nem négyzetmentes.
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Többkezes zsonglőrködés

▶ az eddigiek valójában „egykezes” zsonglőrsorozatok
▶ egyszerre több kéz is passzolhat - többkezes (4 kezes:

passzolás)
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Tessék kipróbálni!

▶ jó szórakozás
▶ minimális az eszközigénye
▶ bárhol játszhatunk, rossz időben is
▶ pár percet is játszhatunk, két óra között
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Zsonglőrlabda készítése

▶ üres vizespalack
▶ rizs
▶ lufi
▶ olló
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Útmutatás, zsonglőrminták

http://libraryofjuggling.com/
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