e

Bevezetés Tulajdonsagok Eredmények Bizonyitas
0000000000000 [e]e] 0000 [e]e]e}
000 000000 000000

Véletlen fixpontegyenletekrol

Kevei Péter

TDK szeminarium
2018. aprilis 9.

Véletlen fixpontegyenletekrél
e




Bevezetés Tulajdonsagok Eredmények Bizonyitas
0000000000000 [e]e] 0000 [e]e]e}

000 000000 000000

I I

Tartalom

Bevezetés
Példak
Definicio

Tulajdonséagok
Létezés
Egyebek
Eredmények
Nem racsos eset
Racsos eset
Bizonyitas
Implicit feldjitasi elmélet

: :
Véletlen fixpontegyenletekrél




Bevezetés Tulajdonsagok Eredmények Bizonyitas
0000000000000 [e]e) 0000 000
[e]e]e} 000000 000000

Példak

Pénzligyi matematikai motivacié
A0,1,2,...idopontokban 1 forintot befektetlink egy kétvénybe,

melynek 0 a kamata. X, a befektetés értéke n idépontban.
Ekkor

Xo=0 Xi=1+(1+08), o =1+ +0)+(1+6)>,...

Xn1=1+(1+0)Xy, n=1,2,...

A kamat véletlentdl fligg (hat persze), és a befektetés
nagysaga is:

Xn+1 = Bn+1 +An+1Xna n= 1725"'3

ahol (Aq, By), (Az, By), ... fUggetlen azonos eloszlasu véletlen
vektorok.
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Példak

Markov-lancok

XI’H—1 = Bn+1 +An+1Xn; n= 1a25"'7

ahol (A1, By), (A2, By), ... figgetlen azonos eloszlasu véletlen
vektorok. Ekkor (Xj) egy Markov-lanc.

Bizonyos feltételek mellett X, 2B X, azaz
nli_)moo P(Xn < x) = P(Xx < X).

Ekkor
X 2 AXy + B,
azaz a stacionarius eloszlas egy fixpontegyenlet megoldasa.
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Példak

Bolyongas maximuma

£, 61,8, ... flggetlen azonos eloszlasu véletlen valtozok,
E€<0,5,=& +...+&, M=max{0, 54, S5, ...}. Nagy
szamok er0s térvénye szerint

%—)E5<0:>Sn—>—oo,

tehat M j6ldefinialt.

M = max {0, & + max{0,&, & + &3, ... }}
L max{0, £ + M}

M2 max{1,e5e"”}

Véletlen fixpontegyenletekrol
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Példak

Elagazé folyamatok bevandorlassal
Egy egyed utédainak szama az n-edik generacioban: A,(.”+1),
bevandorlok: B, 1 (hemnegativ egész értékl véletlen
valtozok), és minden mindentdl fliggetlen.
A folyamat:

Xn

Xos1 =D A" 4 By, n>1.

i=1

Ha van stacionarius eloszlas, akkor
D =
X =) A+B
i=1

: :
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Példak

Egy Erdds probléma

£, 61,8, ... flggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok,
P(¢==+1)=1,ac(0,1).

X@=X= ia’f;.
i=

Ez egy véges véletlen valtozé. Milyen az eloszlasa?

a=1/2 egyenletes [—1, 1]-en (kettes szamrendszerben irjuk
fél a szamokat)

a < 1/2 folytonos szingularis (1935)

Véletlen fixpontegyenletekrol
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Példak

Szingularis eloszlas

Az eloszlasfliggvény folytonos, de a tbmeg egy nagyon kis
halmazra (0 mértékil) koncentralddik. Pl. 6rddg lépcsdhaza /
Cantor-féle fuggvény

: :
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Példak

Egy Erdds probléma
£,&9,&, ... flggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok,
P(¢=+1)=1,a€(0,1).

X(a)=X=>_d¢.
i=1

Ez egy véges véletlen valtoz4. Milyen az eloszlasa?

a=1/2 egyenletes [—1, 1]-en (kettes szdmrendszerben irjuk
fol a szamokat)

a < 1/2 folytonos szingularis (1935)

a < [1/2,1] majdnem minden a-ra abszolut folytonos
(Solomyak, 1995)

Na de vannak olyan a > 1/2 értékek, melyre folytonos
szingularis az eloszlas; pl. a = (v/5 — 1)/2 (Erdés, 1939,
Fourier-modszerrel). Pisot-szamok (specidlis algebrai eqészek)

Véletlen fixpontegyenletekr6l
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Példak

Abszolut folytonos

F abszolut folytonos, ha létezik f:

Foo= [ fay.

—00
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Példak

Egy Erdds probléma

£,&1,&, ... flggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok,
P(¢==+1)=3,a€(0,1).

X=> d¢=aty+ay_ a's

Vegylk észre

[ee] D [ee]
, -
S ds 2y
i=1 i=2
(azaz a két véletlen valtozénak ugyanaz az eloszlasa).

X2 agy + ax,
ahol & és X fuggetlenek.
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Példak

Sztochasztikus geometria

K szabalyos d-dimenziés szimplex (d = 1,2, szakasz,
szabalyos haromszdg),

Ko = K, pni1 egyenletesen vélasztott véletlen pont K,-ben, és
Kni1 = Kn 0 (Png1 + K).

{Kn} egymésba agyazott szabalyos szimplexek sorozata, ami
konvergal egy hatarszimplexhez.

Véletlen fixpontegyenletekrol
00




e

Bevezetés Tulajdonsagok Eredmények Bizonyitas
0000000000800 00 0000 000
000 000000 000000
I I
Példak
: :
.
P41

Pn+1 +

Kn
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Példak
: :
.
Pn+1

Pn+1 +
Kn+1

Kn
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Példak

Sztochasztikus geometria

K szabalyos d-dimenziés szimplex (d = 1,2, szakasz,
szabalyos haromszdg), sulypontja (0,0, ...,0), és csucsai
(€o,€1,...,€4), €0 =(1,0,...,0).
Ko = K, pne1 egyenletesen vélasztott véletlen pont K,-ben, és
Kni1 = Kn 0 (Png1 + K).
A hatarszimplex sulypontjanak koordinatai (ez véletlen) teljesit
egy

X2 Ax + B,

alaku d-dimenziés fixpontegyenletet (A matrix, B, X vektorok).
(Ambrus & K & Vigh (2011); K & Vigh (2016))

: :
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Definicié

Perpetuitasi egyenlet

Specidlis véletlen fixpontegyenlet:

X2 ax 4+ B,

ahol X, A, B véletlen valtozdk, (A, B) és X fuggetlenek, és az
egyenléség eloszlasban értendd, azaz

P(X <x)=PAX+B<x) VxeR
Adott (A, B), keressUk X-et.

Véletlen fixpontegyenletekrol
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Definicié

Perpetuitasi egyenlet
Specidlis véletlen fixpontegyenlet:

X2 Ax 1 B,

ahol X, A, B véletlen valtozok, (A, B) és X fuggetlenek, és az
egyenldség eloszlasban értendd, azaz

P(X < x)=P(AX +B < x) V¥x€cR.

Altalanosabban
X 2 v(X),

ahol ¥ egy véletlen operator, ami X-t6l figgetlen.
Pl. W(x) = Ax + B, W(x) = max{Ax, B}, W(k) = Sk , A; + B,

Véletlen fixpontegyenletekrol
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Definicié

Kicsit mas tipusu egyenletek

x2 %(X—I—X’)

ahol X és X’ fliggetlenek és azonos eloszlasuak.
Ez karakterizalja a standard normalis eloszlast.
Stabilis eloszlasok: Va,b > 0,3d¢c > 0,d € R

aX+bX BeX+d

Véletlen fixpontegyenletekrol
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Létezés

Létezés és egyértelmliség

X2 Ax+B

Ha ElogA < 0, Elog, |B| < oo, akkor létezik egyértelmii

megoldas. (Szlkséges és elegendbd feltétel Goldie, Maller
(2001))

Véletlen fixpontegyenletekrol
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Létezés

Bizonyitas
Vegyuk a X, = AnX,_1 + Bn Markov-lancot.
Xn = Aan—1 + Bn
= An(Anf1Xn72 + an1) + Bn
= An(An—1 (An—ZXn—B + Bn—2) + Bn—1) + Bn-
Tehat ha van stacionarius eloszlas, akkor az
Xoo = By + A1Bo + A1AsBs + AjAsA3B, + ...
alaku. Az altalanos tag
A1Ax...Ap=exp(logAs +1ogAs + ... +10g Ap)
~ exp (nElog A) < e,

ezért a sor konvergens.

Véletlen fixpontegyenletekrol
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Egyebek
: :

e 7
Kérdések
D
X=AX+B8B

Jé, van megoldas. Mit lehet réla tudni?

» Mi a megoldas? (nehéz, nem tudjuk)

» Milyen az eloszlas? (abszolut folytonos, folytonos
szingularis, diszkrét)

» Az eloszlas tartéja? (milyen értékeket vehet fél)

» Milyen momentumai vannak? (varhaté érték, masodik
momentum, exponencidlis momentum)

» Az eloszlasfliggvény viselkedése a végtelenben?
(P(X > x), x = o0)

: :
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Bevezetés Tulajdonsagok Eredmények Bizonyitas
0000000000000 [e]e) 0000 000
[e]e]e} O@0000 000000

Egyebek

Momentumok és a farok

X eloszlasfuggvénye F: F(x) = P(X < x). Ekkor 1 — F(x) — 0
amint x — oo, de milyen gyorsan?

E(X) = /0  XdF(x) = /0 ~ Xf(x)dx = /0 “(1 = F(x))ax.

Tehat ha E(X) < oo, akkor limy_,., x[1 — F(x)] = 0.
Hasonléan, ha E(X¥) < oo, akkor limy_.., xX[1 — F(x)] = 0.

Véletlen fixpontegyenletekrol
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Egyebek

Normalis vs. Pareto

X2
Z ~ N(0,1), standard normalis P(Z > x) ~ ﬁ} 7, X — 0.
X ~ Pareto(a), @ > 0, P(X > x) = x~°.

| :
Véletlen fixpontegyenletekrol
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Egyebek

Nehézfarku eloszlasok

X2 Ax+B

Tétel (Kesten (1973), Grincevicius (1975), Goldie (1991))

Legyen EA™ =1, EA"log, A < oo, log A nem centralt racsos,
E|B|* < co. Ekkor

P{X > x} ~cyx " és P{X < —x}~c_x"" amint x — cc.

X centralt racsos eloszlasu h racsallandoval, ha

X € {0,+h,+2h,...}.

Ekkor A hatarozza meg a megoldas viselkedését.

Ha P{|A| > 1} > 0, akkor P(X > x) hatvanyrendben csdkken.

Véletlen fixpontegyenletekrol
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Egyebek

Nehézfarku eloszlasok Il

X2 Ax+B

Tétel (GrinceviCius (1975), Grey (1994))
Ha A> 0, EA® <1, EA"¢ < oo akkor P(X > x) ~ {(x)x~*
pontosan akkor, ha P(B > x) ~ ¢/(x)x— ", ahol ¢, ¢’ lassu
valtozasu fliiggvények.
¢:(0,00) — (0, 00) lassu véltozasu, ha minden A > 0

jim ) _ g,

x—o0 ((X)
(Tipikus példak: log x, (log x)3, log log x, 1/ log x, konstans.)
Ekkor B hatarozza meg a megoldas viselkedését.
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Egyebek

Kénny(farku eloszlasok

Tétel (Goldie & Griibel (1996))
P(X > x) exponencialisan lecseng, valahanyszor |A| < 1.

Véletlen fixpontegyenletekrol
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Nem récsos eset

Feltételek

EA" =1,k > 0. Legyen F.(x) = [*__ e¥YF(dy),logA~ F.
Tegylk fol Fro(x) =1 — Fu(x) = £(x)x™ %, a € (0,1).
Megvagott varhato érték:

m(x) = /[F u)+F, (u]du~/ F.(u)du M

1—«

Véletlen fixpontegyenletekrol
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Nem récsos eset

Tth (Caravenna—Doney feltétel (2017))

oX
— 1
lim |ilIISUpXF,.; X _ F,{ X —dy)=0.
0—0 x—o0 ( )/1 YFn(Y)z ( y)

Tétel (K)
Ha a féntiek teljestinek

XILmOO m(log x)x"P{X > x} = CQ%E[(AX + B)} — (AX)4],
Jim m(log x)x"P{X < —x} = CQ%E[(AX + B)® — (AX)"].

Tovébba, E[(AX + BY: — (AX)5] + E[(AX + B)* — (AX)*] > 0.

: :
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Nem récsos eset

Sziikséges és elegendb feltétel?
P(X >x)~U(x)x "= EA"=17

Ha P(X > x) ~ ¢(x)x~" akkor E|X|P < oo minden p < x
esetén, és E|X|P = co minden p > « esetén.

Tétel (Alsmeyer & Iksanov & Rdsler (2009))

E|X|P < oo akkor és csak akkor, ha EAP < 1 és E|B|P < cc.
Tehat, ha P(X > x) ~ £(x)x~", akkor EA® < 1. Lehet-e < 1?
Tétel (K)

Igen.

:
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| Nem racsos eset |
Tétel (K)
Tfth EA® = 0 < 1, és F,. szép szubexponencialis fliggvény.
Ekkor
0
. —1 ok o K
XI|_>mOo g(logx)™'x"P{X > x} = mE[(AX + B)} — (AX)4],
0

Jlim g(log x)~'X"P{X < —x} = 2 EIAX + B)" — (AX)"],

(1-9)

ahol g(x) = F.(x + 1) — F.(x). Tovabba,
E[(AX + B)§ — (AX):]+ E[(AX + B)® — (AX)%] > 0.
g(log x) lassu valtozasu.
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Récsos eset

Feltételek

X2 Ax+B

A >0, EA" =1 valamilyen x > 0 szamra, EA"log, A < oo,
és log A feltéve, hogy A # 0, centralt racsos h racsallandéval.

:
Véletlen fixpontegyenletekrél
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Racsos eset

Quh= {q : (0,00) — [0,00) : x~"g(x) nemcsbkkend,

q(xe) = q(x), vx > 0}.

Tétel (Grincevicius)
Tfh E|B|* < co. Léteznek g1, @2 € Q.. » fliggvények, hogy

lim x e"MP{X > xe"} = g1(x), x¢€ Cq,

lim x"e"MP{X < —xe™} = go(x), x € Cq,.

P(X > x) ~ x*qg1(x), ha g, folytonos.

: :
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Racsos eset

Szentpétervari jaték

Péter addig dobal egy szabalyos érmét, amig fejet nem kap.
Ha ez a k-adik dobasra kévetkezik be, akkor 2% dukatot fizet
Palnak.

P{X =2k} =27k k=1,2,.... X (P&l nyereménye)
eloszlasfiggvénye

~ pllogp x}

>
P{XSX}: X b X_27
0, X <2,

: :
Véletlen fixpontegyenletekrol
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Racsos eset

P{A=0,B=2FK} =272k k=12 ...,
P{A=2!B=0}=2"*" yp—-01,....

Ekkor X 2 AX + B, ahol X szentpétervari valtozé.

k—1
P{AX+B=2} =) P{A=2"B=0} P{X =21}

(=0

+P{A=0,B=2%}

k—1

Z 2(-{-1)2 (k [)_+_2 2k

(=0

k21 —27K) 4272k — o=k

Ekkor g(x) = 2110%2x},

: :
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Racsos eset

Szentpétervari hatareloszlas

2n
X

Lévy (1935), Martin-L6f (1985), Csérgd (1990 — 2008)

| :
Véletlen fixpontegyenletekrol

e




e

Bevezetés Tulajdonsagok Eredmények Bizonyitas
0000000000000 [e]e] 0000 [e]e]e}
000 000000 [e]ejeele] }

Racsos eset

Allitas (K)
Tetszbleges g1, 2 € Q. n létezik olyan (A, B) par, hogy a
megfelelé perpetuitasi egyenlet X megoldasara

lim x"e"™MP{X > xe"} = q1(x), x € Cq,

lim x"e"MP{X < —xe™} = go(x), x € Cq,.

Véletlen fixpontegyenletekrol
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Implicit feltjitasi elmélet
: :

e
KGG tétel
D
X=AX+B8B

Tétel (Kesten (1973), GrincevicCius (1975), Goldie (1991))

Legyen EA® =1, EA"log, A < oo, log A nem centralt racsos,
E|B|" < co. Ekkor

P{X > x} ~cyx " és P{X < —x}~c_x"" amint x — cc.

: :
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Implicit feltjitasi elmélet
: :

. e
Bizonyitas
D
X =AX + B,

P{X > &} = [P{AX + B > &} — P{AX > &*}] + P{AX > &*}

P(x) = € (P{AX+B > e} —P{AX > €*}), f(x) = &*P{X > &}
mivel X és A flggetlenek
f(x) = (x)+ A X 1GA prX ~ @XTI00AY — 4 (x)+Ef(x—log A)A~.
Uj mértéket bevezetve P.{logA € C} = E[l(log A € C)A"]

f(x) = ¢(x) + E.f(x —log A).

:
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Implicit feltjitasi elmélet

Bizonyitas I

f(x) = ¥(x) + E.f(x —log A).
Kapjuk, hogy
100 = [ 0= y)Uia),

ahol U(x) = >_7° 4 F(x) a felujitasi fliggvény. Mivel

n=0"k
E.log A < o, a felljitasi tételbdl kdvetkezik, hogy

Jim f(x)=m1 /Rlﬁ(y)dy,

ami éppen az allitas.

: :
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