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A feladatgytjtemény a Matematika Informatikusoknak I. (Diszkrét matematika I1.) targyhoz
késziilt. A feladatsorok az eladéason szerepls fogalmak gyakorlaséra szolgalnak. A sziikséges defini-
ciok, tételek szerepelnek az el6ado honlapjan talalhaté diasorokon, itt. Az 1. fejezetben a feladatok
talalhatok (itéletkalkulus, predikatumkalkulus, halmazok, relaciok, kombinatorika, grafok, teljes
indukcio, rekurziv definicid, szamrendszerek, szdmelmélet és komplex szamok témakorokben), a
2. fejezetben pedig a feladatok eredményei vannak. Bizonyos feladatok esetén a teljes megoldast
tartalmazo video (youtube-vided) vagy kidolgozott megoldas (pdf-fajl) is elérhetd. (Néhany vided
esetén a szovegben a Diszkrét matematika 1. targy korabbi feladatsorszamara hivatkozunk.) A fel-
adatok szamozasa ,1.x.y. feladat” alaku, ahol ,x.y. feladat” a gyakorlatokon hasznélt feladatsorok
szamozasat koveti, a megfelel6 megoldasok sorszama: ,.2.x.y. feladat”.
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2 1. FEJEZET. FELADATOK

1.1. Matematikai logika: Az itéletkalkulus elemei

Kidolgozott feladat. Legyenek a primitéletek:

A: Az dregsamdn korai taborverést rendel el.”,
B: A fékopjds kéveti dket.”,
C: Az oregsaman a nyargaldk védelmére szorul.”

Formalizaljuk a kovetkezd allitast a primitéletek felhasznaldsaval:

Az éregsamdn pontosan akkor rendel el korai taborverést, ha a fékopjds koveti ket és
az dregsdmdn nem szorul a nyargalok védelmére.

Megoldas. Vizsgiljuk a primitéletek kozotti kotGszavakat, a ,,pontosan akkor, ha” kotGszo ek-
vivalenciat jeldl, az ,¢s” konjunkciot, a ,nem” negaciot. Igy az allitas formalizaltja:

A (BA(0Q)).

1.1.1. Feladat. Formalizaljuk az alabbi allitasokat az
A: Sit a nap.”, B: ,Kimegyek az uszoddba.”, C: ,Hamburgert ebédelek.”
primitéletek felhasznalasaval:
(a) Kimegyek az uszoddba, vagy hamburgert ebédelek.
(b) Kimegyek az uszoddba, de nem ebédelek hamburgert.

)
(c) Nem siit a nap.
(d) Ha kimegyek az uszoddba, hamburgert ebédelek.
)

(e) Pontosan akkor megyek ki az uszoddba, ha sit a nap.
(~ eredmény: 2.1.1)

1.1.2. Feladat. Adjuk meg az
F=(Av(=B)) + ((-C) — B)

formula Gsszes részformuléjat.
(~ eredmény: 2.1.2)

1.1.3. Feladat. Dontsiik el, hogy az
(a) (A B)V ((~B)AC), (b) (A« B) Vv ((=B) = C),
(¢c) A< (BV((~B)ACQ)) (d) A= (BV((-B)AQ))
formulédk koziill — a primitéletek alkalmas megvalasztasaval — melyik formalizélja a koévetkezd
itéletkalkulusbeli itéletet:
Gomboc Artir akkor és csak akkor tud Afrikaba utazni, ha elbirja a repiildgép,

vagy ha nem birja el a repildgép, de indul hajo Afrikdba.
(~» eredmény: 2.1.3)
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Kidolgozott feladat. A primitéletelek alkalmas megvalasztasaval formalizaljuk a

Ha ezt a mondatot jol formalizdlom és esik az esd, vagy a gyakorlatvezetének jo kedve
van, akkor az, hogy kapok egy piros pontot azzal ekvivalens, hogy nem sit a nap.
itéletkalkulusbeli itéletet.

Megoldas. Az itélet részekre bontasdban segitenek a kdtGszavak, a primitéletek azok a tag-
mondatok lesznek, amelyek mar nem tartalmaznak logikai miiveleteket:

A:  Jol formalizdlom ezt a mondatot.
B:  FEsik az esd.

C: A gyakorlatvezetének jo kedve van.
D:  Kapok egy piros pontot.

E:  Sit a nap.

Ezek utan a kotészavakhoz megkeressiik a megfelels logikai mtiveletet, és az allitas formalizaltja:

(AAB)VC) = (D © (=E)).

1.1.4. Feladat. A primitéletelek alkalmas megvalasztasaval formalizaljuk a kovetkezo itéletkalku-
lusbeli itéleteket.

(a) Ha ezt a mondatot jol formalizdlom, vagy a gyakorlatvezetdnek jo kedve van, akkor kapok egy
piros pontot, €s orilhetek.

(b) Csak akkor megyek boltba, ha nem esik az esd, vagy ha esik, de van ndlam esernyd.

(¢) Ha esik az esd, és nincs rossz kedvem, akkor pontosan akkor megyek dimat gyakorlatra, ha
zh-t irunk.

(d) Pontosan akkor érem el a zh-t, ha nem esik tobb ho, vagy ha esik, de eltakaritjdk.

(e) Akkor és csak akkor jon a télapoé szannal, ha esik a hd, nem olvad el, és nem sériil le eqyetlen
TENSZATVAS SEM.

(f) Ha egy szelet kenyér egyik fele lekvdros, és leejtjik, akkor a fold vagy az asztal lekvdros lesz.

(g) Ha sikeril a diszkrét matematika gyakorlatom, akkor pontosan akkor leszek szomori, ha nem
stkeril a vizsgam.

(h) Ha nem siit a nap, és szeretiink réplabddzni, akkor pontosan akkor megyink le a Tiszdra, ha
stt a nap.

(i) Ki kell talalnom még formalizdlandé mondatokat, vagy kirignak az dllasombdl, és mehetek
utcdt soporna.

(j) Szeretek utcdt soporni, de mondatokat formalizdlni csak akkor szeretek, ha nincs mds vdlasz-
tasom.

(k) Ha még egy mondatot formalizdlnom kell, akkor kitépem a hajamat, vagy megdrilik.

(~ eredmény: 2.1.4)

1.1.5. Feladat. Formalizaljuk a kdvetkezd itéleteket, és dontsiik el, hogy a primitéletek megadott
értéke mellett az itélet igaz vagy hamis. (A primitéletek mindig ,pozitivak” legyenek, azaz ne
tartalmazzanak tagadast, és a mondatban valo el6fordulasuk szerint jeloljik A, B, C, ... betiikkel.)
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(a) Ha nem fdj a ldbam, és nincs rossz kedvem, akkor pontosan abban az esetben megyek el
sorozni, ha a haverom is velem jon. (A: h, B: h, C:i, D: h)

(b) Ha Micimacké mézet akar enni, de a méz a fan van, akkor a mézszerzés pontosan akkor
sikeres, ha Malacka nem fél a méhektdl, vagy Tigris fel tud mdszni a fdra.
(A:4, B:h, C:4, D: h, E: 1)

(¢) Ha a roka okos, és megkérdezi a holldt, akkor ha a hollé buta, akkor vagy kinyitja a csdérét,
vagy leejti a sajtot. (A: i, B:i, C:i, D: h, E:h)

(~ eredmény: 2.1.5)

Kidolgozott feladat. Igazoljuk az aldbbi logikai ekvivalenciat:
(AVB)AN(C — B)=BV (-(A—C)).

Megoldas. (1. mego.:) Legyen

F =(AvB)A(C— B),

G =BV(-(A—=Q)).
A B C|AVB|CoB||F||A=>C|-(4=0) |G|
i i h i i i h i i
i ho i i h h i h h
i h h i i i h i i
h i i i i i i h i
h i h i i i i h i
h h i h h h i h h
h h h h i h i h h

Az F és a G oszlopat dsszehasonlitva latjuk, hogy a formulak igazsagértéke a valtozok tetszdleges
logikai értéke esetén megegyezik, igy F' = G.

(2. mego.:) Hasznaljuk a bal oldali formula esetén a C' — B = (—=C) V B ekvivalenciat, valamint
azt, hogy V disztributiv A-ra. Helyettesitsiik tovabba A-t =(—A)-val.

(AVB)A(C - B)=(AVB)A((-C)VB)=(AN(=C))V B = ((—(-A)) A (=C)) V B.

Majd az egyik De Morgan azonossag segitségével kapjuk, hogy (—(=A4)) A (=C) = —((-A) Vv C),
ahol a zarojelben szerepld formulat az el6zé 1épéshez hasonldéan atirhatjuk implikaciora.

(m(mA) AN (=C))VB=(—~(mAVC)VB=(-(A—0C))VB.

Ezutan a V miivelet kommutativitds hasznalva az eredeti ekvivalencidban jobb oldalon szerepld
formulat kapjuk.

1.1.6. Feladat. Igazoljuk az alabbi logikai ekvivalenciakat:

(a) (ANB)=-C=A— (B— (),
(b) ((mA) - (AAB)ANC = (A« C)ANA,
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(c) A=-C)AN(B—-C)=(AVB)—C,

(d) (A= B)—=>((ANC)—= (BANC)=A— (AVB),

(e) (A= B)—=((AvC)—= (BVv(C)=(AANB) = A,

f) (AANB) = ANA—=(-C)=(((-C)V B)VC) <+ (-(CAA).

(~ eredmény: 2.1.6)

1.1.7. Feladat. Formalizaljuk a kovetkezé itéleteket, és dontsiik el, hogy logikailag ekvivalensek-e.

(a)

a) (1) Ha nem tanulsz, vagy puskdzol, akkor megbuksz.
(2) Ha nem tanulsz, akkor megbuksz, valamint ha puskdzol, akkor is megbuksz.
(b) (1) A Sdarkdnyfidrus pontosan akkor tud drulni a piacon, ha sem Sisi, sem Kirdlyfi nincs a
vdrosban.
(2) Sisti vagy Kirdlyfi a varosban van, vagy a Sdrkdnyfidrus tud drulni a piacon, valamint

ha Stsi vagy Kirdlyfi nincs a vdrosban, akkor a Sdrkdnyfddrus nem tud drulni a piacon.

(c) (1) Kriszta csak akkor nem bukik meg, ha Mézga Géza pontosan akkor lesz dihds, ha Aladdr
szivarozni kezd.
(2) Kriszta megbukik, vagy Aladdr nem kezd el szivarozni, vagy Mézga Géza diihds lesz, vala-
mint ha Kriszta nem bukik meg, és Aladdr sem kezd el szivarozni, akkor Mézga Géza nem
lesz diihos.

(~ eredmény: 2.1.7)

Kidolgozott feladat. Az ismert logikai ekvivalenciak felhasznalasaval alakitsuk at a ((—A4) V
B) — ((=B) A C) formulat ugy, hogy a kapott formula negécion, diszjunkcion és konjunkcion
kiviil ne tartalmazzon mas logikai mitiveletet, és negéicidé csak itéletvaltozoéra vonatkozzon. T6bb
megoldas is lehetséges. Minden atalakitas soran adjuk meg, hogy melyik ismert logikai ekviva-
lenciat hasznaltuk.

Megoldas: A formulaban szerepel implikacio, ami az A — B = (= A) V B ekvivalencia segitsé-
gével a kovetkezGképpen alakithato at:

(=4)VB) = (-B)AC) = ~((=4) V B) V ((=B) A C).

A formula mar csak negaciot, diszjunkciét és konjunkciét tartalmaz, de negécidé nem csak ité-
letvaltozora vonakozik. Hasznaljuk el6szor a ~(AV B) = (—=A) A (—-B) De Morgan azonossagot,
majd a (=(—A4)) = A ekvivalenciat:

~((=4)VB)V ((=B) AC) = ((=(=A) A (=B)) V ((-B) A C) = (AA (=B)) V ((=B) A O).

A kapott formula mar megfelel a feltételeknek, de ahogy a feladat szévege is irja, tobb megoldés
is lehet, példaul alkalmazhatjuk, hogy a konjunkci6 disztributiv a diszkjunkciora, és a kovetkezd
formuléhoz jutunk:

(AN(=B))V((-B)ANC)=(AVC) A (=B).

Az el6z6 logikai ekvivalencia mindkét oldalan olyan formula szerepel, ami a feladat feltételeinek
megfelel.
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1.1.8. Feladat. Az ismert logikai ekvivalencidk felhasznalasaval alakitsuk at a kovetkezd formu-
lakat gy, hogy a kapott formulak negécion, diszjunkciéon és konjunkcion kiviil ne tartalmazzanak
més logikai miveletet, és negaci6 csak itéletvaltozora vonatkozzon. T6bb megoldés is lehetséges.
Minden &talakités soran adjuk meg, hogy melyik ismert logikai ekvivalenciat hasznéltuk.

(~ eredmény: 2.1.8)

1.1.9. Feladat. Az alabbi formulédk esetén hizzuk ala a klozokat, és dontsiik el, hogy melyik
formula az A, B, C' valtozokbol felépitett konjunktiv normélforma, illetve teljes konjunktiv nor-
malforma.

Fy=(Av BV (=C))A(AV (-B)), Fy=(AN(=B)A(=C))V (AAB),
F3s=(AV(=B)VC)A((mA) vV BVCO), F,=(-A)VBVC,
Fs=(AVvV (=B))NBAC, Fo=ANBA(=C).

(~ eredmény: 2.1.9)

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg az A, B, C valtozokbol felépitett alabbi formula teljes
konjunktiv normalformajat:

(AAB) = (=(BV (=0C))).

Megoldas: Irjuk fel a formula igazsagtablazatat.

A B C||AANB|=C | BV (=0) | =(BV(=0)) | (AAB) = (=(BV (=0)))
R i h i h h
i 1 h 7 1 7 h h
i hooi h h h i i
i h h h i i h i
hoiod h h i h i
h i h h i i h i
h h i h h h i i
h h h h i i h i

A teljes konjunktiv normalforma leolvashatd ugy, hogy tekintjiik azokat a sorokat az igazsag-
tablazatban, ahol a formula logikai értéke hamis. Ahany hamis érték van, annyi kloz lesz, te-
hat esetiinkben ketts. A klozokban minden valtozo szerepelni fog negélva vagy negélatlanul.
A kovetkezSképpen donthetjiik el, hogy mely valtozokat negéljuk: a formula hamis értékeinél
vizsgaljuk a valtozok logikai értékét, ha h az érték, akkor a valtozé negélatlanul szerepel a
klozban, ha i, akkor pedig negalva. Igy kapjuk a formula teljes konjunktiv normaélformajat:

(=A)V (=B) V (=C) A ((=A) V (=B) V C).
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1.1.10. Feladat. Hatarozzuk meg az A, B, C valtozokbol felépitett alabbi formulédk teljes kon-
junktiv norméalformajat:

A— (B—C),
V

ANB))A (AN (=C)) = B),
V (=B)) = ((=(BAC)) « A),
(=A) A B) < (A — (B A (=C))).

(~ eredmény: 2.1.10)
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1.2. Matematikai logika: A predikdatumkalkulus elemei

Kidolgozott feladat. Legyen az individuumtartomany az emberek halmaza. Jelolje I(z) az ,,x
igazat mond”, B(x,y) az ,x bardtja y-nak” predikdtumokat, a(x) az ,,x anyja” fuggvényjelet, k
pedig a ,, Kdroly” individuumkonstanst. Forditsuk koznapi nyelvre az alabbi formulakat.

(a) (J2)(I(z) A (=B(z, k),
(b) (Vz)(B(z,k) — I(a(z))).

Megoldas.

(a) A (Jz) az ugynevezett egzisztencialis kvantor, ami a szdvegben ,yvan olyan”, ,van, aki”,
Jétezik” talalhatd” kifejezésekkel jelenik meg. A logikai miveletek az itéletkalkuluban
szereplé miveletekkel egyeznek meg. Igy hétkoznapi nyelven a formula:

Van, aki igazat mond, és Kdrolynak nem a bardtja.

(b) A (Vx) az tgynevezett univerzalis kvantor, ami szévegben példaul a ,barmely”, ;minden”,
,osszes”, tetszbleges” kifejezésekkel fejezhets ki. Perdikdtumkalkulusban az implikaci6 sok
esetben nem jelenik meg ,ha, akkor” szovegként. Hétkoznapi nyelven a formula példéul
igy fogalmazhatoé meg:

Karoly dsszes bardjanak anyja igazat mond.

1.2.1. Feladat. Legyen az individuumtartoméany az egész szamok halmaza. Vezessiik be a kdvet-
kez6 jeloléseket:
e cgyvaltozos predikatumok:
M(z): ,x négyzetszam”, P(z): ,x pdros szam”’, N(x): ,x negativ szam’.
e kétvaltozos predikatum:
O(z,y): ,x osztdja y-nak”,
e kétvaltozos fliggvény (jel)ek

o(a,b) = a+b, azaz a és b szokéasos Osszege, s(a,b) = a-b, azaz a és b szokdsos szorzata.

Forditsuk koznapi nyelvre az alabbi formulakat.

(a) P(7), (b) M(4) A=N(0(9,3)),
(¢) (Ve)(O(2,5(4,2))), (d) (F)(P(x) A O(x,6)),
(e) (Va)(O4,x) = P(x)), (f) (vVz)(Vy)(Plo(x,y)) < P(s(x,y))),

(~ eredmény: 2.2.1)
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Kidolgozott feladat. Legyen az individuumtartomany az A = {1, 2, 3,4, 5,6} halmaz és legyen
h az az egyvaltozos fiiggvényjel A-n, melyre

Tovabba definidljuk a kovetkezd predikatumokat:
R(z,y) :x—y=1; N(x):x négyzetszam; E(z,y):z=y.

Déntsiik el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak, illetve melyek hamisak (indoklassal
egylitt).

(a) (3)(N(z)A
(b) (V2)(Fy)(N(z) — E(h(y), ).

Megoldas.

(a) A kovetkez6t kell eldonteniink: van-e olyan x € A elem, ami négyzetszam, és h(z) —x = 1.
A valasz igaz, az x = 4 teljesiti, mert a 4 négyzetszam, és h(4) = 5, tehat h(4) —4 = 1.
A formula ebben az interpretacioban tehét igaz.

(b) A kovetkezst kell eldonteniink: teljesiil-e minden = € A elemre, hogy van olyan y € A,
hogy ha x négyzetszam, akkor h(y) = z. A vélasz igaz, hiszen az implikicié pontosan
akkor lenne hamis, ha az el6tag igaz, az utétag hamis. Tehat négyzetszamokat kell venni
A-bol, ami az 1 és 4, de az x = 1 elemhez y-nak valaszthatjuk az l-et, az x = 4 esetén
pedig y = 3 a megfelel§ elem, mert h(1) = 1 és h(3) = 4, igy ezekben az esetkeben az
utotag is igaz. A formula ebben az interpretacioban tehat igaz.

1.2.2. Feladat. Legyen az individuumtartoméany az A = {1,2,3,4,5} halmaz, és legyen f az az
egyvéaltozos fliggvényjel A-n, melyre

Tovabbé definialjuk a kovetkezé predikatumokat:
P(z,y): x+y=05, Q(z): xparos, E(x,y):xz=y.

Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak (indoklassal egytitt):

(a) (v2)(3y) (E(f(2),v)), (b> (Vw)(ﬂy)(E(f(y),x)),

() (F2)(Vy)(E(f(2),v)), (d) F2)(¥y)(E(f(y). ).

(e) (Va)(Q(x) < Q(f(x))), (f) (Vl‘)(Vy)(ﬂE %ﬂE(f(x),f(y))),
(&) (va)(vy)(P(z,y) = Py, z)), (h) (Vo) (vy)(P(z, y) — ~E(z,y)),

(i) (Vo) (vy)((P(z, y) AP(y,ﬂf)) = E(,y)), () @)(¥)(~E(f(y). 7)),

(k) (V2)(Vy) (P(z,y) = (Qz) ¢ ~Q(1))), (1) (Vw)(ﬂy)P(l‘,y)

(~ eredmény: 2.2.2)
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Kidolgozott feladat. A szokasos modon, jeloljenek az ABC nagybettii predikatumokat; a kis-
betti koziil z, y és z valtozokat, a, b, ¢ individuumkonstansokat; egyéb kisbeti fiiggvényjeleket.
Az alabbi formulakban melyek a valtozok kotott, illetve szabad eléfordulasai?

(a) (vz)(By)K(z,y) Vv L(z)),
(b) (Vy)M(k(z,b),2) v (32)(M(y, k(2, a)))-

Megoldas. Ha egy valtozora vonatkozik kvantor (azaz a valtozo egy kvantor hatéskorén beliil
van), akkor az a valtozo kotott elfordulasa, kiilonben pedig szabad el6fordulésa. A piros szin
jeloli a kotott, a zold pedig a szabad el6fordulast.

(a) (vz)(By)K(z,y) Vv L(2)),
(b) (Vy)M (k(z,b),2) v (32)(M(y, k(2, a)))-

1.2.3. Feladat. A szokasos modon, jeloljenek az ABC nagybetti predikatumokat; a kisbeti koziil
x, y és z valtozokat; a, b, ¢ individuumkonstansokat; egyéb kisbettii fliggvényjeleket. Az aldbbi
formulédkban melyek a valtozok kotott illetve szabad elGfordulasai?

(a) (Va)(K(z,y) V L(z)),
(b) (Fy)U(s(z,y)) < (Vz)(O(z,y))),
(¢) M(k(z,b),x) A

)

(32)(M(y, k(z,a))),
)

(~ eredmény: 2.2.3)

Kidolgozott feladat. Formalizaljuk predikdtumkalkulusban az aladbbi itéletet, ahol az indivi-
duumtartomany az emberek halmaza, a predikdtumok és az individuumkonstans az alabbiak.
Tovabba adjuk meg a kapott formula tagadasat agy, hogy negacié csak predikidtumjelre vonat-

kozzon.
I(x): ,x informatikus”, Sz(x,y): ,,x szomszédja y-nak”,
R(x): ,x szeret roplabddzni”, wv: , Viki”.

Viki minden informatikus szomszédja szeret réplabddzni.

Megoldas. Erdemes az itéletet atfogalmazni tigy, hogy jobban latszodjon, hogy milyen logikai
miveletek szerepelnek: Minden ember, ha informatikus és Viki szomszédja, akkor szeret roplab-
ddzni. Igy a kovetkezé formulat kapjuk:

(V) ((I(az) A Sz(z,v)) — R(x))

A tagadashoz el6szor hasznéaljuk a —(Vz)F = (3z)(—F), és az implikaciot irjuk fel diszjunkcio
és negacio segitségével.

=(Vz)((I(z) A Sz(z,v)) = R(z)) = (3z)=(~(I(z) A Sz(z,v)) V R(z)).
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Ezutan hasznaljuk a megfelel§ De Morgan azonosséigot, tovabba a dupla tagadést, valamint a
konjunkcié asszocivitasa miatt a zarédjelezést elhagyjuk:

(Fz) (ﬂ(ﬂ(I(x) A Sz(z,v))) A —|R(m)) = (EIa:)(I(x) A Sz(z,v) A —R(m))

A formulat hétkéznapi nyelven megfogalmazva ellenérizhetjiik, hogy tényleg az eredeti itélet
tagadéasat kaptuk.
Van olyan informaikus szomszédja Vikinek, aki nem szeret réplabddzni.

1.2.4. Feladat. Formalizaljuk predikatumkalkulusban az alabbi itéleteket. Az individuumtarto-
mény az emberek halmaza, a predikatumok, fiiggvényjelek és individuumkonstansok a kévetkezdk:

H(x): ,x hallgats”, V(z): ,x felkészilt a vizsgdara”, B(z,y): ,x azy bardtja”,
C(z,y): ,x csoporttirsa y-nak”, T(x,y): ,x hdzastirsa y-nak”, — F(x): ,x férfi”,

A(z): ,x anya”, p: ,Péter”, a(x): ,r anyja”,

S(x): @ szeret fozni”.

5

Néhdany hallgato nem késziilt fel a vizsgdra.

Minden hallgato felkészilt a vizsgdra.

Néhdny hallgatonak nincs bardtja.

Bizonyos hallgatok csak a csoporttirsaikkal hdzasodnak dssze.
Vannak nétlen férfiak.

Minden anya nd, de van olyan ndé, aki nem anya.

Péter dsszes bardtja hallgato.

Néhdny hallgato anyja nem szeret fézni.

Péter anyja szeret fézni.

TN N o~ TN~ T/
R = o T
N’ S S e e e e N

(~ eredmény: 2.2.4)

1.2.5. Feladat. MegfelelGen valasztott predikatum- és fiiggvényjelek segitségével formalizaljuk az
alabbi mondatokat elsérendii nyelven. Adjuk meg a kapott formula tagadasat ugy, hogy negacio
csak predikatumjelre vonatkozzon. Az individuumtartomény legyen az egész szamok halmaza.

(a) Minden egész szamnak osztdja az 1 és onmaga.
(b) Minden egész szamndl létezik kisebb.

(¢) Minden 10-zel oszhato szam 0-ra végzddik.

(d) Van olyan negativ szam, amely négyzete pozitiv.
(e) Minden szam pozitiv vagy negativ.

(~ eredmény: 2.2.5)

1.2.6. Feladat. Formalizaljuk predikatumkalkulusban a kovetkezs itéleteket. Adjuk meg a formu-
lak tagadasat is gy, hogy kvantort nem tagadunk, és fogalmazzuk meg a megfelels itéletet koznapi
nyelven. (Individuumtartomany az emberek halmaza.)

(a) Minden informatikus éhes.
(b) Ha egy szakdcs éhes, f6z magdnak.
(c) Az éhes informatikusok kedvelik a szakdcsokat.
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) Van olyan szakdcs, aki csak informatikusnak féz.

) Minden informatikus kedveli a neki f6z6 szakdcsokat.
)

)

(d
(

Mézga Géza szerencsétlen, de gyermekei szerencsések.
(

e
f
Ha Mézga Géza szakdcs, és senki sem €hes, akkor mindenki szerencsés.

g

(

(~ eredmény: 2.2.6)
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1.3. Halmazok

Kidolgozott feladat. Legyen az alaphalmaz U = {1,2,3,4,5,6, 7,8}, és tekintsiik a kovetkezs
halmazokat: A = {1,2,3,4}, B = {1,2,5,6} és C = {2,3,5,7}. Hatarozzuk meg az alabbi
halmazok elemeit.

(a) A\ B,
(b) (AAC)N B,
(c) P(CNB).

Megoldas.

(a) Az A halmaz elemeit hatarozzuk meg elészor: A = {5,6,7,8}. Majd ezen elemek koziil
elhagyjuk azokat, amelyek B-nek is elemei: A\ B = {7, 8},

(b) Mivel AAC = {1,4,5,7}, igy (AAC) N B = {1,5},

(c) Elgszor a C'N B halmaz elemeit hatarozzuk meg: C N B = {2,5}, majd ezen halmaz
hatvanyhalmazat, amelynek elemei a C' N B halmaz &sszes részhalmaza: P(C' N B) =

{0,{2},{5},{2,5}}.

1.3.1. Feladat. Legyen az alaphalmaz U = {a,b,c,d, e} és tekintsiik a kovetkezd halmazokat:
A={a,b,c,d}, B={d, e} és C ={a,b,e}. Hatarozzuk meg a kovetkezs halmazok elemeit:

(a) AU B, (b) AN B, (c) B, (d) A\ B,
(e) AAB, (f) (AAC)\ B, (g) P(B).
(~ eredmény: 2.3.1)

1.3.2. Feladat. Legyen A = P({a,b}) és B = P({b, c}). Hatarozzuk meg a kovetkez§ halmazok
elemeit:

(a) AU B, (b) AN B, (c) A\ B, (d) B\ A4,
(e) AAB.
(~ eredmény: 2.3.2)

1.3.3. Feladat. Legyen A = {0, {0}, {0, {0}}}. Dontsiik el, hogy az alabbiak koziil melyik igaz és
melyik hamis.

(a) 0 € A, (b) 0 C A, (c) {0} € 4, (d) {0} € 4,
(e) {{0}} € A, (f) {{03} € A, (2) {0,{0}} € 4, (h) {0,{0}} < A.

(~ eredmény: 2.3.3)

1.3.4. Feladat. Hatérozzuk meg a P(P(P(0))) halmaz elemeit.
(~ eredmény: 2.3.4)
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Kidolgozott feladat. Dontsiik el, hogy az A = {¢,d, e, f, g, h, 1, j, k} halmaz hatvanyhalmaza-
nak alabbi részhalmazai osztalyozasai-e az A halmaznak.

(a) C1 = {{C, fvi}v {d7gvk}7 {evh7j7j}}7
(b) Co = {{C’ d7 k}7 {6, f?gvh}v {Z},@}

Megoldas.

(a) A C; osztalyozas, hiszen a részhalmazok nemiiresek, diszjunktak, és egyesitésiik kiadja
az A-t. Az nem jelent problémét, hogy az egyik osztalyban a j duplan szerepel, mert a
halmazok esetén hidba van tobbszor felsorolva egy elem, akkor is csak egyszer vessziik
figyelembe.

(b) A C3 nem osztalyozas, egyik részhalmazban sem szerepel a j elem, és tartalmazza az (-t.

1.3.5. Feladat. Dontsiik el, hogy az A = {a, b, c,d, e, f} halmaz hatvanyhalmazéanak alabbi rész-
halmazai osztalyozasai-e az A halmaznak.

(a) Cl = {{CL}, {C7 d}> {ba e, f}}? (b) C2 = {{av b}7 {Cv d7 6}7 {f}}7
(¢) Cs ={{a,c},{d},{b,c.e, f}}, (d) Cs={0,{a,c.d} {be, [}},
(e) G ={0,{a},{d}.{b,e, f}}, (f) Co = {{a,c},{d}, {b, f}}.

(~» eredmény: 2.3.5)

Kidolgozott feladat. Adjunkn meg az {a,b,c,d,e, f,g,h} halmazon egy-egy olyan osztalyo-
zést, melynek

(a) legalabb 5 osztalya van,
(b) minden osztalya legalabb 3 elemdi,
(c) legfeljebb 3 osztalya van, és mindegyik legalabb 4 elemti.

Megoldas. Tobb megfelels osztalyozas 1étezik, egy-egy megfelel§ példat adunk meg.

(a) {{a},{b;c}. {d}.{e, f},{g. h}},
(b) {{a,b,c},{d,e, f,g,h}},
(c) {{a,b,c,d,e, f,g,h}}.

1.3.6. Feladat. Adjunk meg az {1,2,...,7} halmazon egy olyan osztalyozast, melynek

(a) legalabb 3 osztalya van;

(b) pontosan 3 osztalya van;

(c) két osztalya van és mindegyik legalabb kételemd;

(d) harom osztélya van és mindegyik legalabb haromelemd.

(~» eredmény: 2.3.6)
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Kidolgozott feladat. Dontsiik el, hogy teljesiilnek-e tetszéleges A, B, C' halmazok esetén a
kovetkez6 egyenlGségek.

(8) (A\B)\C = A\ (B\C),
(b) B\(AUC) = (B\ 4)n(B\C).

Megoldas.

(a) Nem, ha A =B =C = {1}, akkor (A\ B)\C=0¢és A\ (B\C)={1}.
(b) Igen, mivel

B\ (AuC)=BnNnAUC=BnN(ANC)=(BNA)N(BNC)=(B\A)N(B\CO).

1.3.7. Feladat. Dontsiik el, hogy teljesiilnek-e tetszéleges A, B, C' halmazok esetén a kiévetkezs
egyenlGségek.

(a) (A\B)\ B=A\B, (b) A= (AUB)\ (B\ A),

(c) A\(B\C)=(A\B)\C, (d) AN(BUC)=(AUB)N(AUC),
(e) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC), (f) (AnB)\(B\ (AUC))=AnNB,
(g) (AAB)A(ANB)=AUB

(~ eredmény: 2.3.7)

1.3.8. Feladat. Adjuk meg az AU (BN (C'UD)) halmaz komplementerét az A, B, C, D halmazok
és komplementereik segitségével.

(~ eredmény: 2.3.8)

1.3.9. Feladat. Dontsiik el, hogy az aldbbiak koziil melyik igaz és melyik nem igaz, tetszGleges
olyan A, B halmazokra, amelyekre AU B C B.

(a) AC B, (b) A= B, (c) B\ A=0.
(~ eredmény: 2.3.9)

1.3.10. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszSleges A, B, C, D halmazokra teljesiil, hogy

(a) (AUB)N(CUD)D (ANC)uU(BND),
(b) (ANC)\(B\(CUD))>ANCND.

(~ eredmény: 2.3.10)
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Kidolgozott feladat.
(a) Legyen A = (—2;2) és B = (—3;4]. Abrazoljuk Descartes-féle koordinata-rendszerben az
A x B halmazt.
(b) Adjuk meg az A és B halmazokat, ha az A x B halmaz az alabbi.
~—3 0
2 1
— 0
-1 1 2 3 4
I
~—s o
Megoldas.
(a)
O 3 Q
B :
: 2 1
R :
2 - -
v :
" -2 :
O-wmm s mmmmn- &
(b) Mivel az abréazolt pontok els6 komponensére —1 < x < 4 teljesiil, igy A = [-1;4). A
méasodik komponens pedig a —2, 1, 3 értékeket veszi fel, igy B = {—2,1, 3}.

1.3.11. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi A és B halmazok esetén (A x B)-t. Abrazoljuk a
kapott halmazt Descartes-féle koordinata-rendszerben.

(a) A={1,3}, B={-1,0,2}, (b) A=1{1,3}, B=11;3),
(c) A=(-1;2], B=[1;3).
(~ eredmény: 2.3.11)

1.3.12. Feladat. Elallnak-e a kévetkezs (kék) ponthalmazok a valos szamok részhalmazainak
Descartes-szorzataként?
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(b)
5| 2 | 4
1 (a) ,
| 2
1 2
3
2 1
(e) 11 (@)
1 ! 2
- N

(~ eredmény: 2.3.12)

Kidolgozott feladat. Adjuk meg az alabbi bijektiv leképezés inverzét.

a:R =R, za=5x+2

Megoldas. A leképezés inverze esetén a kiindulasi és érkezési halmaz szerepet cserél, ez ennél a
feladatnal nem tul latvanyos, mert a két halmaz megegyezik. Tovabba az xra = 5x 4 2 hozzéaren-
delési szabalyt, ha y = 5z +2 alakban tekintjiik, akkor x és y szerepét fel kell cserélniink (ez felel

meg annak, hogy a két halmaz koézott ,megforditjuk a nyilakat”), azaz helyette az x = 5y + 2
Osszefiiggést kell venniink, és ki kell fejezni bel6le az y-t. Amibdl y = %‘2 adodik, igy az «
leképezés inverze
—2
ah RS R, zal= x5 .

1.3.13. Feladat. Adjuk meg a kovetkezs bijektiv leképezések inverzét.

(a) a: R—> R, zaa =3z —1,

(b) B: RT = R*, 28 = /z,
) v RY = RY,) oy = (24 2)? — 4,
) §:RY = R, 26 = (20 +1)? — 1.

(~ eredmény: 2.3.13)
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Kidolgozott feladat. Adjunk meg bijektiv leképezést az A = {1,2,3,...} halmazrol a B =
{4,5,6, ...} halmazra a hozzarendelési szabaly megadasaval. Hatarozzuk meg a kapott bijektiv
leképezések inverzét.

Megoldas. Az a: {1,2,3,...} — {4,5,6,...}, za = x + 3 leképezés egy bijektiv leképezés,
mert minden érkezési halmazbeli elemnek pontosan egy &se van, igy létezik a leképezés inverze.
Az y = x + 3 leképezésnél a ,nyilak megforditasaval” x = y + 3-at kapunk, tehat y = z — 3, igy:
al:{4,56,...} - {1,2,3,...}, za =2 3.

1.3.14. Feladat. Adjunk meg bijektiv leképezést az A halmazrél a B halmazra a hozzarendelési
szabaly megadésaval. Hatarozzuk meg a kapott bijektiv leképezések inverzét.

(a) A=1{1,2,3,4}, B={3,5,7,9},

(by A={1,2,3,...}, B={2,3,4,...},

(c) A=4{1,2,3,...}, B={2,4,6,...},

(d) A=N, B = {négyzetszamok}.

(~ eredmény: 2.3.14)

Kidolgozott feladat. Adjunk meg bijektiv leképezést az (1;2) és (—5;22) nyilt intervallumok
kozott.

Megoldas. Két nyilt intervallum kozott mindig létesithetiink bijektiv leképezést egy linearis
fligvénnyel, mely

ra=azr+b (1.1)
alaki, ahol a,b € R. Mar csak meg kell taldlnunk az a és b értékeket. Ezeket az intervallumok
végpontjaihoz igazitjuk. Leképezésiink legyen mondjuk a: (1;2) — (—5;22). Nyilvan, ekkor
annak kell teljesiilnie a végpontokra, hogy lao = —5 és 2ac = 22. Ezen Osszefiiggésekbsl, (1.1)-t
felhasznalva, a kovetkezs egyenletrendszer adodik:

a-14+b = =5,
a-2+b = 22

Egy ilyen egyenletrendszert tobbféleképpen megoldhatunk. Most kézenfekvd lehet az els6 egyen-
let kivonasa a mésodikbol, melybdl azonnal a = 27 adédik, ahonnan, mondjuk az els6 egyen-
letbdl, b = —32. Egy megfelel§ bijekcio tehat

a: (1;2) = (—5;22), xa =27z — 32.

1.3.15. Feladat. Adjunk meg bijektiv leképezést a kovetkez6 halmazok kozott, azaz igazoljuk,
hogy a halmazok szamossaga megegyezik. (Az (a;b) jelolést a valos szamok a és b kozotti nyitott
intervallumaéra hasznaljuk.)
(a) (0;1) és (—2;3), (b) (1;6) és (4;7), (c) (0;1) és R, (d) R és RT.
(~ eredmény: 2.3.15)
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Kidolgozott feladat. Dontsiik el, hogy megadhato-e A — B bijektiv leképezés, azaz
megegyezik-e az A és a B halmaz szdmosséga.

(a) A=R\Qés B=17,
(b) A=Q\Nés B =7,
(c) A=R és B = N!0,

Megoldas. Az ilyen feladatokat mar nem bijektiv leképezések (bijekciok) megadésaval, illetve
nemlétezésiik bizonyitasaval oldjuk meg, hanem a feladatban szerepls nevezetes halmazok sza-
mossagaira fokuszalunk. Akkor és csak akkor létezik ugyanis bijekcié két halmaz kozott, ha a
szamossaguk megegyezik. Az elméletbdl tudjuk, hogy a feladatban szerepls, nevezetes halmazok
SZAMOsSaga

IN| = |Z| = |Q| = Ro, &s [R|=c.

Tovabba sokszor hasznalhat6 ezeknél a feladatoknal a szamossagaritmetika alaptétele: legyenek
C és D halmazok ugy, hogy legalabb az egyik végtelen (és a masik nem tires), ekkor

|CUD| = |C x D| = max{|C|,|D|}.

Az (a) részbeli A = R\ Q halmaz szamossaga ,,c — Rg” alaki. Altalaban, ha az o > Ry és
szamossagokra o > [ teljesiil, akkor az ,a — §” alakd szamossagok mindig a-val egyenléGek.
Ennélfogva |A| = ¢, és mivel |Z| = g, igy a valasz NEM; nem létezik A — B bijekci6 az (a)
feladatrészben.

Masik megoldas: [(R\ Q) U Q| = |R| = max{|R \ Q|,|Q|} a szamossagaritmetika alaptétele
szerint. Valamint tudjuk, hogy |R| = ¢ és |Q| = R, tehat R\ Q szamosaga nem lehet Ry. Igy
nem létezik bijekcio A =R\ Q és B = Z kozott.

A (b) részre térve, az A = Q \ N halmaz szamossaga ,Rg — Ro” alaki. Altalaban az ,,a — «
(ahol « egy tetszdleges szamossag) alaka szamossagokrol csak annyit tudunk, hogy kisebb vagy
egyenlSek, mint «, azaz jelen esetben |A| < Ny, mely egyébként is eléggé trivialis. Konnyt latni
azonban, hogy a Q\ N halmaz végtelen elemszami, és mivel a legkisebb végtelen szamossag Ny,
ezért |A| > Ng. Az |A|-ra eddig kapott két egyenl6tlenséget dsszevetve Ry < |A| < Vg, melybsl
adodik, hogy végig egyenldség all fenn, azaz |A| = Ny. Mivel Z-nek is Xy a szdmossaga, igy a
valasz IGEN, létezik bijekci6 a (b) részben.

A (c) részbeli N1 ugyebar N x N x --- x N egy 100 tényezds szorzat. A szamossagartimetika
alaptétele szerint |N x N| = max{Rg, No}, ahonnan

79

|N100’ = maX{No, coog NQ} = N().

A valasz a (c) feladatrészben tehat NEM; nem adhaté meg bijekcio, hiszen |R| = c.

1.3.16. Feladat. Dontsiik el, hogy megadhato-e A — B bijektiv leképezés, azaz megegyezik-e az
A és a B halmaz szamossaga.

() A=N, B=7, () A=N, B=Q, () A=Z, B=R,
(d)A:Q\Z,B:N, (e)A:R\QaB:Za (f)A:ZX@,B:R,
(g) A=N3, B—7, (h) A=Q", B=N?, (i) A=R2, B =75

(~ eredmény: 2.3.16)
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1.3.17. Feladat. Képzeljiink el egy szallodat, amelynek megszamlélhatéan végtelen sok szobaja
van, de mar minden szoba foglalt.

(a) Egy ujabb vendég szeretne megszallni a szallodaban. Hogyan tud a portas helyet biztositani
neki?

(b) Ujabb 999999 vendég érkezik. Hogyan lehetne ket elszallasolni?

(c) A szomszéd utcaban 1évs hasonlo végtelen szallodaban tiiz iitott ki, és onnan mindenki ebbe
a szallodaba menekiil. Hogyan tudja ¢ket elhelyezni a portas?

(~ eredmény: 2.3.17)
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1.4. Relacidk

Kidolgozott feladat. Legyen A = {1,2,3,4,5} és a = {(2,1),(3,2),(4,2),(5,1),(5,3)}, 8 =
{(2,3),(3,2),(3,3),(4,1), (5,1)} relaciok A-n. Hatarozzuk meg a kovetkezd relaciokat.

(a) o\ B,
(b) 871,
Megoldas.

(a) Tekintjiik azokat az elemet, amelyek a-ban szerepelnek, de S-ban nem:

@ \ B = {(27 1)7 (47 2)? (57 3)}

(b) A [-ban szerepls elemparok komponenseinek sorrendjét felcsrélve kapjuk:

/671 - {(3’ 2)7 (273)7 (37 3)? (174)7 (17 5)}

1.4.1. Feladat. Legyen A = {1,2,3,4,5} és a, 8 C A x A relaciok, melyre

o= {(1’ 2)7 (37 2)7 (37 4)? (47 4)7 (5v 5)} és 6 = {(17 2)7 (27 2>’ (37 2)7 (4v 3)7 (47 5)}

Hatarozzuk meg a kévetkezd relaciokat:

(a) an B, (b) a\ B, () a, (@ fnat
(~ eredmény: 2.4.1)

1.4.2. Feladat. Tekintsiik a kovetkezs relaciokat. (E az emberek halmazat jeloli.)

a={(z,y) € E*: z az y gyermeke}, B = {(z,y) e R*:y =2z}, ~={(v,y) eR*:y=2"}.

Hatarozzuk meg a kovetkezs relaciokat:

(a) a7, (b) 87, (c) v, (d) BNy
(~ eredmény: 2.4.2)

1.4.3. Feladat. Adjuk meg a H = {—2,1,2,3,4} halmazon értelmezett
p={(a,b) : a osztoja b-nek}
relaci6 grafjat. Vizsgaljuk meg reflexivitas, szimmetria, antiszimmetria, tranzitivitas és dichotémia

szempontjabol.

(~ eredmény: 2.4.3)
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Kidolgozott feladat. Adjunk meg a grafjaval egy-egy olyan relaciot az A = {1,2,3,4,5}
halmazon, amely teljesiti az aldbbi feltételeket.

(a) reflexiv, tranzitiv, de nem antiszimmetrikus,
(b) nem reflexiv, szimmetrikus, nem dichotom.

Megoldas.

(a) Pédaul az « relacio lehet a kovetkezs graffal megadott.

Az « relacio reflexiv, mivel minden pontban
van hurokél.

Tranzitiv, mert tetsz6leges pontok esetén,
ha egyik pontbél a masikba iranyitott élek
mentén eljutunk, akkor egy élen is el tudunk
jutni.

Nem antiszimmetrikus, mert (1,2) € « és
(2,1) €, de 1 # 2.

£

§2

(b) Pédaul a B relacio lehet a kovetkezs graffal megadott.

A  nem reflexiv, pl. (1,1) & 3.
Szimmetrikus, mert ha két pont koézott ve-
zet egyik irdnyba él, akkor az ellentétes

irdnyba is, és természetesen ez a hurokél ese-
tén is igaz.

Nem dichotom, mert pl. (1,3) ¢ [ és
(3,1) € B. (Megj.: az hogy nem dichotom,

abbol is kovetkezik, hogy nem reflexiv.)

1.4.4. Feladat. Adjunk meg a grafjaval az A = {a, b, ¢, d} halmazon egy olyan relaciot, amely
(a) reflexiv, tranzitiv de nem szimmetrikus;

(b) antiszimmetrikus, tranzitiv de nem dichotom;
(c) dichotom de nem reflexiv.

(~ eredmény: 2.4.4)
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Kidolgozott feladat. Vizsgaljuk meg, hogy teljesiilnek-e az alabbi relaciokra a megadott tu-
lajdonsagok.

(a) a={(a,b): la—0b] >0} CR xR, reflexivitas és szimmetria,

(b) B={(z,y): zy =1} C{-1,1,2,4,7,10} x {—1,1,2,4,7,10}, antiszimmetria és dichoto-
mia,

(c) v=A{(z,y): x <y} CR x R, tranzitivitas és dichotomia.

Megoldas.

(a) Az a relacio nem reflexiv, mert pl. [1 — 1| =0 % 0, igy (1,1) € a. Az « relaci6 szimmet-
rikus, mert |a —b| = | — (b —a)| = |b — al, igy ha (a,b) € a, akkor (b,a) € « is teljestil.

(b) Mivel g = {(1,1),(—1,—1)}, igy antiszimmetrikus, mert nincs a # b, amelyre (a,b) € 3.
A f relacié nem dichotom, pl. (1,2) &  és (2,1) & .

(¢) A ~ relaci6 tranzitiv, mert tetszéleges z,y, z € R esetén, ha z < y és y < z, akkor = < z.
Nem dichotom, mert nem reflexiv, s6t x £ x tetszdleges € R esetén.
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1.4.5. Feladat. Vizsgaljuk meg az alabbi relaciokat reflexivitas, szimmetria, antiszimmetria, tran-
zitivitas és dichotomia szempontjabol. Ezek alapjan allapitsuk meg, hogy melyik relacié ekviva-
lencia, részbenrendezés vagy teljes rendezés.

—~

—

—_— N~

o

N o~

=0

o ®

e e e S N e e S S

o~
—

@

—+

o e

b
Y
y): x <y} a valos szamok R halmazan,
a,b): ab > 0} a valos szamok R halmazan,
b): a® > b?} az egész szamok R halmazén,
y): |z| = |y|} a valos szamok R halmazén,
y): 2| x4y} a természetes szamok N halmazan,
b): 4| b— a} az egész szamok Z halmazan,
a,b): a* < b*} az egész szamok Z halmazan,
X,Y): XNZ =Y NZ} aP(Q) halmazon.

(~ eredmény: 2.4.5)

Kidolgozott feladat. Adjunk meg olyan osztalyozast az A = {a, b, ¢, d, e} halmazon, melynek
harom osztéalya (blokkja) van. Adjuk meg az osztalyozashoz tartozo ekvivalenciarelaciot az ele-
meinek felsorolaséaval.

Megoldas. Egy ilyen osztalyozas példaul: A/p = {{a},{b,c},{d,e}}.

Az ekvivalenciareldciok reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv relaciok. A reflexivitds miatt, minden
elem sajat magéval relacioban all. A blokkokat ugy képeztiik, hogy azok az elemek alkotjak,
amelyek reldcioban allnak, de a szimmetria miatt mindkét sorrendben szerepelnie kell az elem-
paroknak. Két kiilonboz6 blokk elemei viszont nem lehetnek relacioban. Igy a fenti osztalyozas
egyértelmiien meghatarozza a p = {(a,a), (b,b), (¢, c), (b,¢), (¢, b), (d,d), (e, e),(d,e), (e,d)} ek-
vivalenciarelaciot.
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1.4.6. Feladat. Adjon meg olyan osztalyozéast az A = {1,2,3,4,5} halmazon, melynek harom
osztéalya (blokkja) van. Adja meg az osztalyozashoz tartozé ekvivalenciarelaciot.
(~ eredmény: 2.4.6)

Kidolgozott feladat. Legyen A = {1,2,4,23,26,32,47,84} és B = {0,1,3,5,11,15,16,24}.
Adjuk meg az alabbi ekvivalenciarelaciokhoz tartozd osztalyozast.

(a) a={(a,b): a-nak és b-nek van azonos szamjegye} az A halmazon,
(b) B8 ={(a,b): a és b néggyel osztva ugyanannyi maradékot ad} a B halmazon.

Megoldas. Ekvivalenciarelaciohoz tartozé osztalyozas esetén azok az elemek keriilnek egy rész-
halmazba, amelyek relacioban allnak egymassal, igy a kovetkezdket kapjuk.

(a) Afa = {{1},{2,23,26,32},{4,47,84}}.
(b) B/B = {{0,16,24},{1,5},{3,11,15} }.

1.4.7. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezd ekvivalenciarelacidkhoz tartozo osztéalyozést.

(a,b): ab> 0} az A ={-3,—-2,—1,1,2,3} halmazon

(a,b):3]b—a} az A={-3,—-2,-1,0,1,2,3} halmazon

(H,G): |H| = |G|} az A ={0,{1,2},{0}, {0}, {a, b}, {1,2,3}} halmazon
(

(

(f) {(a,b): |a] =1b|} a Z halmazon
{(z,y): x* + y* paros} a Z halmazon

(~ eredmény: 2.4.7)

Kidolgozott feladat. Legyen A = {{1},{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{1,2,3},{1,2,3,4}}. Ad-
juk meg az (A; C) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat! Dontsiik el, hogy melyek a mi-
nimalis, maximaélis, legkisebb, legnagyobb elemek.

Megoldas.

{1,2,3,4} Ahogy az abran is latszik egyetlen minimaélis
elem van, ami igy legkisebb elem is lesz. Ma-
ximélis elembdl viszont kett6 van, ezek nem

{1,2,3} osszehasonlithatok, igy nincs legnagyobb elem.
Minimalis elem: {1},
maximalis elemek: {1,2,3,4},{1,5},
{1,2} {1,5} legkisebb elem: {1},
legnagyobb elem: nincs.

{1}
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1.4.8. Feladat. Adjuk meg az aldbbi részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjat. Melyek a
minimalis, maximalis, legkisebb és legnagyobb elemek?

(a> (A, g)v ahol A = {@, {CL}, {b}v {a’ b, C}v {av b, d}}7

(b) (B; g)? ahOI B = {®7 {1}7 {2}7 {3}7 {17 2}7 {17 4}’ {27 3}7 {17 27 3}}7

(c) (C5]), ahol C'=1{2,3,4,5,6,12,24,36},

(d) (D;|), ahol D = {0,1,2,4,7,14, 28, 32},

(e) (F;C), ahol E = {123,211, 321,467,512,861,999} és a C b pontosan akkor teljesiil, ha a

minden szamjegye kisebb vagy egyenls, mint b megfelel§ szdmjegye,
(f) (F;<), ahol F ={(1,1),(3,2),(0,—1),(3,3),(2,2)} ¢s < a komponensenkénti részbenrende-
7€s.

(~ eredmény: 2.4.8)

1.4.9. Feladat. Adjuk meg a kovetkezs graf altal meghatarozott o relacio tranzitiv lezartjat.

ISt J
Y
[ J
Y

(~ eredmény: 2.4.9)

1.4.10. Feladat. Legyen o = {(a,b) | a — b = 2} relacio az A = {1, 2, 3,4, 5} halmazon. Rajzoljuk
fel a p grafjat és adjuk meg o tranzitiv lezartjat.
(~ eredmény: 2.4.10)

1.4.11. Feladat. Adjuk meg a kdvetkezo relaciok tranzitiv lezartjat:

(a) {(a,b) € A%: |a —b| = 2}, ahol A = {1,2,3,4,5},
(b) {(a,b) € Z*: a — b= 0},

(c) {(a,b) € R?: b= a?},

(d) {(z,y) eR*: y —x = 1}.

(~ eredmény: 2.4.11)
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1.5. Kombinatorika, grafelmélet

1.5.1. Kombinatorika

Kidolgozott feladat. Hanyféleképpen sorakozhatnak fel testnevelésoran egy 18 fGs osztaly
tanul6i?

Megoldas. A sor elején 4llo didkot 18 tanuld koziil valasztjuk. A masodik didkot mar csak 17
f6 koziil, és igy tovabb, vagyis a didkok 18 - 17 - ... - 1 = 18!-féleképpen sorakozhatnak fel.

1.5.1. Feladat. Tizenkét konyvet szeretnénk a konyvespolcunkon elrendezni sorban. Hanyfélekép-
pen tehetjiik ezt meg?
(~ eredmény: 2.5.1)

Kidolgozott feladat. Egy muzeumban kiallitdst rendeznek, 47 beérkezett festmény koziil 32-t

allitanak ki. Hanyféleképpen valaszthatnak a szervezdk?

Megoldas. A korabbi példak eszkoztaraval dolgozva a kivetkezSképpen oldhatjuk meg a felada-

tot. Sorakoztassuk fel a 32 kivalasztott festményt (ezt 47-46-...- (47— 32+ 1)-féleképpen tehetjiik

meg), majd korrigaljunk ezen 32 festmény lehetséges sorbarendezéseivel, hiszen a feladatban ezt

47-46-...-16 47!
32! ~ 15! 32!

nem kell figyelembe venni. Igy a kivalasztés = (g)—féleképpen tor-

ténhet meg.

1.5.2. Feladat. Az ajandékboltban 6tféle kristaly kaphatd. Hanyféleképpen tudunk kétfélét vasa-
rolni?
(~ eredmény: 2.5.2)

Kidolgozott feladat. Egy cukriszddba betér egy hatfés csalad. Az étlapon 15 kiilonbozd
siitemény szerepel. Hanyféleképpen rendelhetnek, ha mindenki pontosan egy siiteményt rendel?
Megoldas. Mindenki egy siiteményt rendel, és mindenki rendelheti akar ugyanazt a siiteményt.
Igy minden csaladtag 15 siitemény koziil valaszt, egymastol fiiggetleniil, ezt 15-15-15-15-15-15 =
155-féleképpen tehetik meg.

1.5.3. Feladat. Ot didk vizsgazik. Hanyféle eredménye lehet a vizsganak, ha tudjuk, hogy egy
didk sem bukott meg, és a vizsgaértékelés 6tfokozati?
(~ eredmény: 2.5.3)

1.5.4. Feladat. Egy étteremben 4 munkatars ebédel. Az étlapon 20 kiilénbo6z6 étel van felsorolva.
Hanyféleképpen rendelhetnek, ha mindenki pontosan egy ételt rendel?
(~» eredmény: 2.5.4)
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Kidolgozott feladat.

Egy matematikaversenyen 14 tanuld vesz részt. Az els6 hdrom helyezett dijazasban részesil.
Hanyféleképpen allhatnak fel a dobogoéra?

Megoldas. A dobogd legfelss fokara felalld tanulot 14 {6 koziil valasztjuk. A kivalasztasa utan
a dobog6 masodik fokara 13 f6 koziil, majd a harmadik fokara 12 f6 koziil valasztunk. Ezt
14 - 13 - 12- féleképpen tehetjiik meg.

Megjegyzés. A feladatot tigy is megoldhattuk volna, hogy kivéilasztjuk a 3 dijazasban részesiils
tanulot, majd eldontjiik, milyen sorrendben allnak fel a dobogoéra. Az esetek szama ekkor (134) -3l
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1.5.5. Feladat. Egy 6 {Gs roplabda csapatban egy feladot és egy titGjatékost valasztanak. Hany-
féleképpen lehet ezt megtenni, ha egy ember nem lehet egyszerre felad6 és it is?
(~ eredmény: 2.5.5)

1.5.6. Feladat. Egy bizottsagnak 7 tagja van, elnokot és elnckhelyettest valasztanak. Hanyféle-
képpen lehet ezt megtenni, ha a tagok egyike sem véallalhat egynél tobb feladatot?
(~ eredmény: 2.5.6)

Kidolgozott feladat.
Gyongyokbdl fliggddiszt készitiink. Hanyféle sorrendben fiizhetiink fel 10 fekete, 6 sarga, 9 kék
és 11 piros gyongyot?

Megoldas. Osszesen 10 + 6 + 9 + 11 darab gyongyot fiiztink fel, ezek lehetséges sorrendje
(10 + 6 4+ 9 + 11)!. Igy azonban egyes sorrendeket t&bbszér szamoltunk, mert az azonos szint
gyongyoket nem kiilonboztetjiik meg. Korrigdlnunk kell, vagyis le kell osztanunk az azonos
szind gyongyok sorrendjeivel. Ez a fekete gyongyok esetén 10!, a sarga gyongyok esetén 6!, a kék
(10+6+9+11)!

101619l 111 -féle fiiggddiszt

gyongyok esetén 9!, a piros gydngyok esetén pedig 11!; azaz

tudunk késziteni.

1.5.7. Feladat. Hanyféleképpen allihatunk sorba 5 fekete, 3 piros és 4 zold golyot?
(~ eredmény: 2.5.7)

Kidolgozott feladat.

Hanyféleképpen helyezhetiink el tizenegy embert négy szobaban, ha a szobak egy, ketts, harom
és Ot személyesek?

Megoldas. A feladatot tobbféleképpen is megoldhatjuk. Az egyik lehetség, hogy sorbaallitjuk
a 11 személyt, majd az els§ embert az els6, a kovetkezs kettét a masodik, az ezt kévetd harmat
a harmadik, a maradék 6t embert pedig az utols6 szobaba osztjuk be (ez 11! szamu lehet&ség).
Ekkor viszont egyes szobabeosztasokat tObbszor szdmoltunk, mert egy szoban belil nem kell
figyelembe venniink az emberek sorrendjét. Korrigélulr}k, leosztunk az egyes szobakba beosztott
11.2!.3!.5!
Megkozelithetjiik a feladatot a szobakulesok iranyabol is. A 11 személyt sorba allitjuk (a sorrend
tetszoleges, de fix), majd szétosztjuk kozottiik a szobakulcsokat. A 11 kulcsot 11!-féleképpen
oszthatjuk ki.

emberek sorrendjeivel, vagyis a szobabeosztas -féleképpen valosulhat meg.




28 1. FEJEZET. FELADATOK

Az azonos szobakhoz azonban azonos kulcs tartozik, igy a megegyez6 kulcsok lehetséges sorba-
|

rendezéseivel le kell osztanunk. Az elhelyezés -féleképpen valosulhat meg.

11.2!.3!. 5!
Az egyes szobakba beosztott embereket kozvetleniil is kivalaszthatjuk a sorrend figyelmen kiviil
hagyasaval. Valasszuk ki el6szor az egyfds, majd a kétfds, végiil a haromfds szoba tagjait (ez
egyértelmien meghatarozza, hogy kik maradnak, vagyis kik keriilnek az utolsd, 6tf6s szoba-
ba). Az els6 szobaba 11 f6bdl 1 embert valasztunk, erre (111) lehet6ség van. A kétf6s szobaba
a megmaradt 10 személy koziil valasztunk 2-t, ezt (120)—féleképpen tehetjiik meg. A haromf&s
szobaba méar csak 8 {6 koziil lehet valasztani, igy a lehetGségek szama (g) Az egyes kivalaszta-
sok szama fiiggetlen a korabbi dontésekt?l, ezért az értékeket Osszeszorozzuk. A szobabeosztas
(111) . (120) . (g)—féleképpen valosulhat meg.

Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a szobak sorrendje més. Példaul ha
elGszor az 6tf6s, majd a haromfés, végiil a kétf6s szobdba osztjuk be az embereket, a lehetdségek
szama (151) . (g) . (g) Ezen mddszerrel 4 - 3 - 2-féleképpen oldhatjuk meg a feladatot.

1.5.8. Feladat. Hanyféleképpen helyezhetiink el nyolc embert harom szobaban, ha a szobék egy,
ketts és 6t személyesek?
(~ eredmény: 2.5.8)

Kidolgozott feladat. Egy iizletben 6tféle gyiimdlesot lehet kapni: almét, barackot, citromot,
dinnyét és epret. Hanyféleképpen lehet 3 gyiimolcst vasarolni, ha egyféle gylimélesbdl tobbet
is vehetiink?

Megoldas. Képzeljiik el, hogy a kasszanal allunk, és feltessziik a szalagra a megvasarolni kivant
gyiimolcsoket: valamennyi almét, barackot, citromot, dinnyét és epret. A kiilonbézd fajta gyii-
molcsok kozé egy-egy elvalaszté rudat helyeziink. Mivel otféle gyiimoles koziil valaszthatunk,
5 — 1 = 4 elvalasztora van sziikségiink. Igy a szalagon a véasarlas pillanataban 3 gyiimolcs és
4 elvalaszto van. Ezek helyzete egyértelmiien meghatérozza, hogy melyik gyiimolesbél hanyat

valasztottunk. (Példaul a elrendezés azt jelenti, hogy 3 alméat vasaroltunk; a

elrendezés esetén pedig 1 barackot, 1 citromot, és 1 epret vasaroltunk.)

Annyi lehetéség van a 3 gyiimdles kivalasztasara, ahényféleképpen a 3 termék és 4 elvalasztd
sorbarendezhets. Lényegében kivalasztjuk, hogy a 7 pozicié melyikében alljanak a termékek,
azaz a gylumolesok; ezt (3+(§_1)) = (;)—féleképpen tehetjiik meg. Természetesen a 7 pozicio-
boél a gytimolesok helyett megvalaszthatnank az elvalasztok helyét is, vagyis helyes megoldas a
C) =0 s

Megjegyzés. A kasszaszalagos megoldast igy is értelmezhetjiik: Képzeljiik el, hogy van harom
varazsdobozunk. Minden dobozban egy-egy "izetlen" gytimolcs van. Felhelyezziik a dobozokat a
szalagra, majd az (5 — 1) darab elvalasztot kozéjiik tessziik. Ekkor koppintunk a varazspalcank-
kal, és a dobozokban az a gylimdlcs jelenik meg, amelyet a dobozok és elvalasztok kolcsonos
helyzete meghatarozott. Példaul a m elrendezésben 2 alma és 1 barack jelenik meg a
szalagon. A lehetséges elrendezések szamanak meghatarozasanal a dobozok egyformak, hiszen
maga a kivalasztott elrendezés adja meg a benniik 1év6 gyiiméles tipusat. Igy 7 elemet rende-

ziink sorba, melyek koziil 3, illetve 4 elem egyforma. A lehetséges sorrendek széma igy TR
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1.5.9. Feladat. Egy boltban 6-féle CD-t lehet kapni. Hanyféleképpen lehet 4 CD-t vasarolni, ha
egyféle CD-bdl tobbet is vehetiink?
(~ eredmény: 2.5.9)

1.5.10. Feladat. Egy iizletben otféle szaloncukrot lehet kapni: kokuszos, vajkaramellas, zselés,
gumicukros és marcipanos iz(it. Hanyféleképpen lehet tiz szaloncukrot vasarolni, ha minden sza-
loncukorbdl van legalabb tiz?

(~ eredmény: 2.5.10)

1.5.11. Feladat. Hanyféleképpen vélaszthatunk 30 darabot 100, 200 és 500 forintos bankjegyekbdl,
ha feltételezziik, hogy mindegyikbdl van legalabb 30 darab?
(~ eredmény: 2.5.11)

Kidolgozott feladat.

Kincskeres6 jatékban vesziink részt. A feladat megtalalni 11 kiilénboz6 targyat, melyeket Szeged
teriiletén rejtettek el. A jaték teljesitésére 5 napunk van. Hanyféleképpen tehetiink szert az
elrejtett kincsekre, ha 1 nap alatt akar az 6sszeset megtalalhatjuk, és szamit az, hogy egy adott
napon milyen sorrendben taléltuk meg Gket?

Megoldas. Két 1épésben oldjuk meg a feladatot: szétosztjuk a targyakat 5 napra, majd sor-
ba allitjuk Sket. Az 5 napra torténd szétosztas ismerds feladat (lasd 1.5.9, 1.5.10, 1.5.11). A
11 targyat jelolje 11 karika, amelyeket (5 — 1) darab elvalasztoval szeparalunk el. (Példaul a

coooooooooolll ‘ elrendezés azt jelenti, hogy az els6 napon minden kincset megtalaltunk; a

’ coloooo|looolloo ‘ elrendezés pedig azt mutatja, hogy az egyes napokon 2,4, 3,0, 2 targyat

talaltunk meg. )

A szétosztas megvalosulasara annyi lehetGség van, ahanyféleképpen sorba rendezhets 11 karika
és 4 elvalaszto. Lényegében az Osszes hely kozil (11 + (5 — 1)) megvalasztjuk a karikak helyét,
: ) o 114(5-1) : N o .

igy az esetek szama ( i ) A targyak szétosztasa megtortént; azonban azt is figyelembe kell
venniink, milyen sorrendben talaltuk meg 6ket. A 11 kincset 11!-féleképpen rendezhetjiik sorba,
fliggetleniil attol, hogyan oszlanak szét az 5 napra. Az elrejtett kincsekre tehat (11+1(“;’_1)) - 11!-

féleképpen tehetiink szert.

A feladatot mésképpen is megoldhatjuk. Vegyiik figyelembe mind a szétosztést, mind a sorren-
det ugyanabban a lépésben. Ekkor 11 kiilonb6z6 targyat és 5 — 1 azonos elvalasztot allitunk
sorba. Ezt (114 (5 —1))! =-féleképpen tehetjiik meg, viszont igy az azonos elvalasztok sorrend-

jeit tobbszor szamoltuk. Korrigalunk az (5 — 1) elvalaszto lehetséges sorrendjeivel, ezek széma

114+ (5—1))!
((—g(_l),))-féleképpen tehetiink szert.

Megjegyzés. Fontos, hogy mig az els6 megoldasban a szétosztas soran a kincseket jelz6 korok
azonosak, addig a méasodik megoldasban minden kincset kiilénb6zének tekintiink, mert a sor-
rendet is rogton figyelembe vessziik.

(5 —1)!; az elrejtett kincsekre tehat

1.5.12. Feladat. Egy turistacsoport egy véaros 20 nevezetességét szeretné meglatogatni 4 nap
alatt. Hanyféleképpen tehetik ezt meg, ha 1 nap alatt akar az Osszes nevezetesség megtekinthetd,
és szamit az, hogy egy adott napon milyen sorrendben tekintik meg a latnivalokat?

(~ eredmény: 2.5.12)
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1.5.13. Feladat. Osszesen 15 kiilonb6z6 csomagot kell hazhoz vitetniink egy kézbesitGvel 3 nap

alatt. Hanyféleképpen torténhet a kézbesités, ha a kézbesité akar egy nap alatt is tud 15 csomagot

készbesiteni, és szamit az is, hogy egy napon beliil milyen sorrendben kézbesiti a csomagokat.
(~ eredmény: 2.5.13)

1.5.14. Feladat. Hanyféleképpen helyezhetiink el 24 kiilonb6z6 konyvet egy 7-polcos szekrényben,
ha barmelyik polcon elfér mind a 24 konyv?
(~ eredmény: 2.5.14)

Kidolgozott feladat. Az 6t6s lotton 90 szambol 5 szamot huznak ki. Hanyféle 2-talalatos
szelvény lehetséges egy héten? (Egy szelvényen 1-t6l 90-ig szerepelnek a szamok, melyek koziil
a fogado 6t6t jelol meg.)

Megoldas. A 2-talalatos szelvény azt jelenti, hogy a fogado6 altal megjeldlt szamok koziil ketts
szerepel a nyertes szamok kozott, harom pedig nem. Az 5 kihtuzott szam koziil 2 szerepel a
szelvényen, erre (g) lehetdség van. A maéasik harom szam a fogaddszelvényen nem nyert. Mivel
90 szambol hiznak 5 nyertes szdmot, 90 — 5 szdm nem nyer. A nem nyer$ szdmok tehat (835)—
féleképpen szerepelhetnek.

Egy héten (g) : (835) darab 2-talalatos szelvény lehetséges.

1.5.15. Feladat. Az 6t6s lotton 90 szambol 5 szamot huznak ki. Hanyféle 3-talalatos szelvény
lehetséges egy héten? (Egy szelvényen 1-t6l 90-ig szerepelnek a szdmok, melyek koziil a fogado
6tot jelol meg.)

(~ eredmény: 2.5.15)

1.5.16. Feladat. Az ajandékboltban 6tféle mesekonyv, haromféle csokoladé és hatféle jaték kap-
hat6. Hanyféleképpen vasarolhat egy sziil6 gyermekének 4 kiilonb6z6 ajandékot ugy, hogy pontosan
2 mesekonyv legyen koztiik?

(~ eredmény: 2.5.16)

Kidolgozott feladat. Egy ottagu tarsasag bulizni megy. Ketten egyilitt mennek autéval, va-
lamint egy ember biciklivel, ketté pedig egy tandem biciklivel kozlekedik. Hanyféle sorrendben
érkezhetnek meg a buliba, ha feltessziik, hogy a tandemesek egyszerre érkeznek, de ezt lesza-
mitva nincs egyideji érkezés.

Megoldas. Osszuk szét a tarsasig tagjait a kiilonbo6zs kozlekedési eszkozokre, majd rendezziik
Gket sorba. A szétosztas ismerds feladat (lasd 1.5.8). Ketten autéval mennek, erre (g) lehetdség
van. Egy ember biciklivel megy, 6t mar csak 3 személy koziil valasztjuk, vagyis az esetek szama
(?1’) Ezzel azt is egyértelmiien meghataroztuk, hogy kik mennek a buliba tandem biciklivel.

A szétosztas utan az elemeket sorbarendezziik. Mivel a két tandemes egyszerre érkezik, Sket
Osszeragasztjuk”, és egy elemként kezeljitk. Igy 4 elemet allitunk sorba 4!-féleképpen.

A tarsasag tagjai tehat (g) . (Zl)’) - 4!-féleképpen érkezhetnek meg a buliba.

Megjegyzés. Természetesen a tagok szétosztasat a kozlekedési eszkdzokre tobbféleképpen meg-
tehettiik volna. Példaul ha elGszor a biciklist, majd a tandemeseket valasztjuk ki, az esetek szama

(1) G):
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1.5.17. Feladat. Egy négytagu tarsasag a kovetkezGképpen akar feljutni egy tetGteraszra: ketten
lifttel mennek egyszerre, ketten pedig egymés utan maszva a villamhariton jutnak fel. Hanyféle
sorrendben érkezhetnek meg a teraszra, ha feltessziik, hogy a lifttel utazo két személy egyszerre
érkezik, de ezt leszamitva nincs egyidejd érkezés.

(~ eredmény: 2.5.17)

Kidolgozott feladat.

Az a,b,c,d, e, f betiik sorbarendezései k6zott hédny olyan van, amelyben az e és f betiik nem
egymés mellett allnak?

Megoldas. A feladatot a legegyszertibben ugy oldhatjuk meg, ha az Osszes sorbarendezések
szamabol levonjuk a ,rossz” esetek szamat (rossz eset = e és f egymas mellett all). A 6 kiilonb6z6
betiit 6!-féleképpen allithatjuk sorba, ez az Gsszes esetek szdma.

A rossz esetekben az e és f egymas mellett all. Mivel 6k csak parban fordulhatnak eld, egy
Losszeragasztott” elemparként tekintiink rajuk. Az igy kapott 5 elem lehetséges sorrendjeinek
szama 5!. Mivel azonban az Osszeragasztott parban az e és f egyméshoz viszonyitva kétféle
sorrendben allhat (e — f vagy f — e), ezzel korrigalva a rossz esetek szama 5! - 2.

A feladat megoldasa tehat 6! — 5! - 2.

1.5.18. Feladat. Hanyféleképpen iiltetheti le Hofehérke a hét torpét egy padra tgy, hogy Tudor
és Morgo ne iiljon egymas mellett?
(~ eredmény: 2.5.18)

1.5.19. Feladat. Az a,b, c,d, e, f betiik sorbarendezései kozott hany olyan van, amelyben az a, b, ¢
betiik nem egymas mellett allnak? (Barmely kett6 allhat egymas mellett, de mind a harom maér
nem!)

(~ eredmény: 2.5.19)

1.5.2. Grafelmélet

1.5.20. Feladat. Lehetséges-e, hogy

(a) egy b-tagu tarsasdgban mindenkinek 3 ismerdse van?
(b) egy 4-tagu tarsasdgban mindenkinek 3 ismerdse van?

Az ismeretségek kolcsonosek.
(~ eredmény: 2.5.20)

1.5.21. Feladat. Egy verseny sordan 8 csapat jatszik kormérkézést (azaz a végén mindenki min-
denkivel jatszani fog). Elsfordulhat-e, hogy egy adott pillanatban 1,2,2,2,4,5,7, 7 mérkdzést jat-
szottak mar le a csapatok?

(~ eredmény: 2.5.21)



32 1. FEJEZET. FELADATOK

Kidolgozott feladat. Van-e olyan egyszerd graf, amelyben a csiicsok fokszamai az aldbbiak?
Ha igen, adjuk meg, hogy izomorfia erejéig hany ilyen graf van. Hatarozzuk meg az ilyen grafok
éleinek a szamat.

(a) 1,2,2,3,3 (b) 1,2,2,3,4,6,6 (c) 1,1,2,2,3,3
Megoldas.

(a) A csucsok fokszamainak Osszege 14+2+2+343 = 11. Mivel tetszbleges grafban a csticsok
fokszamainak Osszege paros szam, nincs ilyen graf.

(b) A cstcsok fokszamainak sszege péaros szam. Kezdjiik el felrajzolni a grafot! Van két 6-
foka cstics, igy minden maés csticsba legalabb 2 él fut be, vagyis minden tovabbi cstcs
fokszéma minimum 2. A megadott fokszamok alapjan nincs ilyen gréf.

(¢) A csicsok fokszamainak Gsszege paros szam. Probaljunk meg felrajzolni egy grafot, amely
megfelel a feltételeknek! Példaul:

Izomorfia erejéig Gsszesen 5 grafot talalunk, ezek a kovetkezsk:
(1)e—e(1) (1) (1) (1)\/(1) (1) (1) 1) (1)
() (2 (2) (2 (2 (2 (2 (2) @ »(2)
(@M(?ﬂ ®3) 3) 3) ®3) 3) ®3) @) (3)

1+1+2+2+3+3
: -

A grafok éleinek széma a fokszdmok Gsszegének fele, azaz

1.5.22. Feladat. Lehetséges-e, hogy egy 5-ponti egyszertd graf pontjainak fokszdmai 1,2,2,2,3
legyenek? Ha igen, adjuk meg, hogy izomorfia erejéig hany ilyen graf van. Hatarozzuk meg az ilyen
grafok éleinek a szamat.

(~ eredmény: 2.5.22)

1.5.23. Feladat. Rajzoljunk olyan 5-pontd, egyszertd grafot, amelynek két 3-foku és két 4-foku
pontja van. Adjuk meg, hogy izomorfia erejéig hany ilyen graf van. Hatarozzuk meg az ilyen grafok
éleinek a szamaét.

(~ eredmény: 2.5.23)

1.5.24. Feladat. Egy 6-pontu, egyszerid graf pontjainak fokszamai: 2,2, 3,3,5,5. Hany ilyen graf
van izomorfia erejéig? Hatarozzuk meg az ilyen grafok éleinek a szamat.
(~ eredmény: 2.5.24)



1.5. KOMBINATORIKA, GRAFELMELET 33

Kidolgozott feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkez§ grafokban van-e Hamilton-
at, Hamilton-kor. A grafok nagyobb méretben és interaktiv forméban megtalalhatok itt:
online Hamilton-ut kerest

(a) (b) § ()

Megoldas.

(a) Taldlunk Hamilton-utat, de Hamilton-kort nem. Példaul:

(b) Talalunk Hamilton-kort, igy Hamilton-utat is. Példaul:

(c¢) Talalunk olyan csticsot, melyet elhagyva a hozza kapcsolodo élekkel egytitt, a graf 3 kom-
ponensre esik szét. Ez alapjan a grafban nincs Hamilton-ut, amelybsl kovetkezik, hogy
Hamilton-kor sincs.

1.5.25. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a kiévetkezd grafokban van-e Hamilton-tat, Hamilton-kor.
A grafok nagyobb méretben és interaktiv formaban megtalalhatok itt: ’online Hamilton-ut keresc’i‘

(~ eredmény: 2.5.25)


https://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-hamilton.html
https://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-hamilton.html
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Kidolgozott feladat. Izomorfia erejéig hany fa van, ami 6-ponta?
Megoldas. Izomorfia erejéig hat ilyen fat talalunk, ezek az alabbiak:

— 1. 1.
1. .

Megjegyzés. Erdemes a leghosszabb tt hossza alapjan megkeresni a fakat. Ebben a feladatban
a fakban a leghosszabb ut hossza balrél jobbra haladva 5,4, 4 (felss sor), és 3, 3,2 (also sor).

1.5.26. Feladat. Izomorfia erejéig hany fa van, ami

(a) 4-pontu?
(b) 5-pontu?

(~ eredmény: 2.5.26)
1.5.27. Feladat. Izomorfia erejéig hany fa van, ami

(a) 4-éld?
(b) 5-elii?

(~ eredmény: 2.5.27)

Kidolgozott feladat. Egy 12-pontu fanak 10 darab 1-foku pontja (levele) van.

(a) Mennyi lehet a tovabbi két pont fokszama?
(b) Hany élt tartalmaz a leghosszabb utja?
(c) Izomorfia erejéig héany ilyen fa van?

Megoldas.

(a) Két szabalyt hasznalunk fel. Elgszor is tudjuk, hogy minden faban az élek szamét meg-
kapjuk, ha a csicsok szamabol egyet levonunk; azaz ebben a grafban 12 — 1 = 11 él van.
Emellett minden grafban igaz, hogy az élek szama a fokszdmok Osszegének felével egyezik
meg.

Jelolje a két tovabbi cstcs (Id. kitiintetett pontok) fokszamét x és y. Ekkor az alabbi

Osszefiiggés irhato fel:
_10-14+z+y

2 ?
melybdl z + y = 12. Mivel tébb 1-fokt pont nem lehet a grafban, a kitiintetett pontok
béarmelyikének fokszédma legalabb 2. A lehetséges x — y péarok tehat a 2 és 10, 3 és 9, 4 és
8, 5 és 7, valamint 6 és 6.
A tovabbi két pont fokszdma 2 és 10 kozott barmilyen egész értéket felvehet.

11
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(b) Rajzoljuk fel egy lehetséges grafot! Legyen x =5 és y = 7.

T(S)

(7

A grafban a kovetkezd kapcsolatokat latjuk: él kapcsolja Gssze a kitiintetett csiicsokat,
illetve ezen csicsokhoz kapcsoldédnak az 1-foka pontok, azaz levelek. Barmely masik graf-
ban, amelyben a kitiintetett pontok fokszamainak Gsszege 12, ugyanezen kapcsolatrend-
szert fedezhetjiik fel. A leghosszabb utat akkor kapjuk, ha az egyik levélbdl a kitiintetett
cstuicsokon at atjutunk egy maésik levélbe. Azaz a leghosszabb it minden esetben 3 élt
tartalmaz.

(c) A fentiindoklas alapjan, mivel a kitiintetett pontok fokszama minimum 2, illetve Gsszegiik
12, 6sszesen 5 szampér felel meg a feltételeknek. Tehat izomorfia erejéig 5 ilyen fa van.

1.5.28. Feladat. Egy 20-pontu fanak 18 darab 1-foka pontja (levele) van.

(a) Mennyi lehet a tovabbi két pont fokszama?
(b) Hany élt tartalmaz a leghosszabb utja?
(c) Izomorfia erejéig hany ilyen fa van?

(~ eredmény: 2.5.28)

Kidolgozott feladat. Hany fabol allhat egy olyan erds, aminek 11 csicsa és 7 éle van?
Megoldas. Mivel minden faban eggyel kevesebb él van, mint ahany csics, az erd6 11 — 7 =4
fabol all.

1.5.29. Feladat. Egy erdd 5 fajaban 6sszesen 16 €l van. Hany pontja van az erdének?
(~ eredmény: 2.5.29)

1.5.30. Feladat. Izomorfia erejéig hany erds van, ami

(a) 3-pontu?
(b) 4-ponta?

(~ eredmény: 2.5.30)
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1.6. Teljes indukcid, rekurziv definici6, indirekt bizonyitas

1.6.1. Teljes indukci6

Kidolgozott feladat. Mutassuk meg, hogy az els6 n darab (n € N) paros természetes szam
osszege éppen n(n + 1).
Megoldas. Az allitast n szerinti teljes indukciéval igazoljuk.

1. Az allitas n = 1 esetén igaz, mivel 2 =1- (1 + 1).

2. Tegyiik fel, hogy valamely n > 1 természetes szamra igaz az allitas, azaz 24+4+---+2n =
n(n+1).

3. Tekintsiik az allitast (n + 1)-re:

2444 +2n+2(n+1) = (2+4+--+2n)+2(n+1)

n(n+1) (ind. felt.)
= nn+1)+2(n+1)
— (+1)(n+2)

Azaz az allitas (n + 1)-re is igaz.

Ezért a teljes indukcié elve alapjan, tetszéleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

1.6.1. Feladat. Igazoljuk teljes indukcioval, hogy tetsz6leges n természetes szamra

1

teljesiil. Bizonyitsuk az allitast a Gauss-féle gondolatmenet alapjan is (teljes indukcié nélkiil).
(~ megoldas: 2.6.1)

1.6.2. Feladat. Igazoljuk teljes indukcioval, hogy tetszéleges n természetes szamra
1+3+--+@2n—1)=n’

teljestil. Bizonyitsuk az &llitast ,geometriai” eszkozokkel is (teljes indukei6 nélkiil).
(~ megoldés: 2.6.2)

1.6.3. Feladat. Igazoljuk teljes indukcioval, hogy tetszéleges n természetes szamra

n(n+1)(2n+ 1)

24224 ... 4n?= ;

teljesiil.
(~ megoldas: 2.6.3)

1.6.4. Feladat. Hol a hiba a kiévetkez6 bizonyitasban?

Allitds: Barmely n € N-re a®~' = 1, ahol a tetszéleges pozitiv valos szam.

Bizonyitds: Han = 1, akkor a" ! = a'~! = a° = 1.
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Tegyiik fel, hogy az allitas igaz tetszéleges olyan k € N esetén, ahol 1 < k < n. Ekkor (n+ 1)-re a
kovetkezot kapjuk:

(n+1)71 =q" = = ' = 1
a a a2 1

Tehat az allitas igaz (n + 1)-re is.
(~ megoldés: 2.6.4)

1.6.5. Feladat. Egy tabla csokoladét szeretnénk teljesen feldarabolni, ahol a tabla m x n kisebb
ykockabol” all. Minimum hény torésre van sziikség?

, VA

-
s

(~ megoldas: 2.6.5)

1.6.6. Feladat. Igazoljuk, hogy 4 | 7" + 3""! teljesiil tetsz6leges n € Ny esetén. (Azaz 4 osztoja
7" + 3" nek tetszbleges n € Ny esetén.)
(~ megoldés: 2.6.6)

1.6.7. Feladat. Igazoljuk, hogy 7 | 2772 + 32" teljesiil tetsz6leges n € Ny esetén. (Azaz 7 osztoja
272 4 327l nek tetszéleges n € Ny esetén.)

(~ megoldas: 2.6.7)
1.6.8. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszGleges n természetes szamra

n

> (3K =3k +1) =n

k=1

teljesiil.
(~ megoldés: 2.6.8)

1.6.9. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n természetes szamra

D 2
IEIID T (@) ,
(~ megoldés: 2.6.9)

1.6.10. Feladat. Legyen H a természetes szamok részhalmazainak olyan halmaza, amely rendel-
kezik azzal a tulajdonsaggal, hogy ha A, Ay € H, akkor A; N A, is H-ban van. Mutassuk meg,
hogy tetszGleges n természetes szamra, ha Ay, ..., A, € H, akkor az

Ain---NA,

halmaz is eleme H-nak.
(~ megoldés: 2.6.10)
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1.6.2. Rekurziv definicid

hogy

0 = % (2n—1— (=1)") (n € N).

Megoldas. Az allitast n szerinti teljes indukciéval igazoljuk.

1. Az allitas n = 1,2 esetén igaz, mivel a1 = 1 = %

1 k
== =1l=(= <k<
= 3 (Qk 1-(-1) ) (1<Ek<n).
3. Tekintsiik az allitast (n + 1)-re:

an+1 = an—1 +2.

~—~—
(2(n—1)—1—(—1)"~1) (ind. felt.)

N|=

% (2(n—1)—1— (1)) +2
= s(@2n—-2-1-(-1)""1+4)
52 +1)—1— (-1,

esetén is igaz.

Ezért a teljes indukcié elve alapjan, tetszéleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

Kidolgozott feladat. Legyen a; = ay =1 és a, = ap—2+ 2 (n € N, n > 3). Mutassuk meg,

(2:1-1—(-1)) és az = 1

2. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz 1 < k < n esetén valamely n természetes szamra, azaz

Azaz k = n+1-re is igaz az allitas, ezért —az indukciods feltétel kovetkeztében—1 < k < n+1

1.6.11. Feladat. Az a,, (n € N) sorozat elemeit az alabbi rekurzié definialja:
a1 =2, a, =2a, 1+1(n€Nn>2).

Mutassuk meg, hogy a, =3-2"' -1 (n € N).
(~ megoldas

1.6.12. Feladat. Az a,, (n € N) sorozat elemeit az alabbi rekurzié definialja:
a; =2, as =8, a, =4a,_1 —3a,-2 (n € Nyn > 3).

Mutassuk meg, hogy a, = 3" — 1 (n € N).
(~ megoldas

1.6.13. Feladat. Definialjuk rekurziv modon az a,, = 3n + 2 (n € N) sorozatot.
(~ megoldas

1.6.14. Feladat. Definialjuk rekurziv médon az a,, = n*> + 1 (n € N) sorozatot.
(~ megoldas

£ 2.6.11)

£ 2.6.12)

£ 2.6.13)

£ 2.6.14)
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1.6.15. Feladat. Tegnap kisebb sériilést szenvedtem, ezért az emeletre vezets lépcsén csak ugy
tudok felmenni, hogy egyet vagy kett6t 1épek. Hanyféleképpen mehetek fel a 1épcsén, ha annak 15
lépcstfoka van?

(~ megoldés: 2.6.15)

1.6.16. Feladat. Az el6z6 feladatban szerepld 1épcsén szeretnék ismét felmenni, de mar meggyo-

gyultam, igy harmat is tudok 1épni. Hanyféleképpen mehetek fel a lépcsén?
(~ megoldés: 2.6.16)

1.6.17. Feladat. Legyen f(1) = f(2) = 1, valamint n > 2 esetén
n—f(%), ha n paros

fn) = { RAC A,
F(5) +f(%57), Kiilonben.

Hatarozzuk meg f(3),..., f(12) értékét. Mivel egyenld f(2025)7
(~ megoldas: 2.6.17)

1.6.18. Feladat. Legyen a; = 2 és a,, = 3a,_1 + 4 (n € N, n > 2). Talaljuk meg a sorozat zart
(nem rekurziv) alakjat, vagyis adjunk meg képletet a,-re n fliggvényében.
(~ megoldas: 2.6.18)

1.6.3. Indirekt bizonyitas

Kidolgozott feladat. Mutassuk meg, hogy tetszéleges a, b természetes szamokra, ha a + b >
100, akkor a > 50 vagy b > 50.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a + b > 100 de nem teljesiil az, hogy a > 50 vagy b > 50. Ekkor
a,b < 50 kovetkeztében az a + b < 100 egyenlStlenséget kapjuk, ami ellentmond annak, hogy
a + b > 100. Tehat az a feltevésiink, miszerint nem teljesiil az, hogy a > 50 vagy b > 50, nem
volt helyes.

1.6.19. Feladat. Mutassuk meg, hogy végtelen sok primszam van.
(~ megoldas: 2.6.19)

1.6.20. Feladat. Mutassuk meg, hogy v/2 nem racionalis szam.
(~ megoldés: 2.6.20)

1.6.21. Feladat. Indirekt moédon bizonyitsuk be, hogy a (p — q)V (p — —¢) formula logikai értéke
mindig igaz.
(~ megoldas: 2.6.21)

1.6.22. Feladat. Indirekt modon bizonyitsuk be, hogy a (pV ¢q) — ((pV —q) — p) formula logikai
értéke mindig igaz.
(~ megoldés: 2.6.22)

1.6.23. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszGleges n természetes szamra, ha 4" — 1 primszam,

akkor n paratlan.
(~ megoldés: 2.6.23)
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1.6.24. Feladat. Mutassuk meg, hogy négy egymast kovetd természetes szdm szorzata nem lehet
négyzetszam.
(~ megoldés: 2.6.24)
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1.7. Szamrendszerek, Szamelmélet

1.7.1. Szamrendszerek

(a) 1011011,
(b) 56Bis.

Megoldas.

Kidolgozott feladat. Valtsuk at a kovetkezd szamokat decimalis (tizes) szamrendszerbe. (Az,
hogy milyen szamrendszerben van felirva a szam, a jobb alsé indexben talalhato.)

(a) Az 10110115 szamnak irjuk fel a binaris szamrendszerbeli helyiérték-tablazatat. A helyi
értékek a szadmrendszer alapszamanak hatvanyai lesznek.

Helyi értéek: | 26

25

2412312221 20

1

0

1,10 1|1

A decimélis szamrendszerbe val6 atvaltashoz szorozzunk meg minden szamjegyet a hozza
tartozo helyi értékkel, majd adjuk Ossze a kapott értékeket:

1-2640-2°+1-24241-2240-224+1-2'+1-2°=64+16+8+2+1=91.

Ezért 10110115 a decimélis szamrendszerben 914¢.
(b) Ismét a helyiértek-tablazat felirasaval kezdiink, viszont most a szam 16-os szamrendszer-
ben van megadva, igy a helyi értékek is a 16 hatvanyai lesznek.

Helyi érték:

162 | 161 | 16°

b} 6 B

Az 56 B¢ decimélis szamrendszerbe valé atvaltéasa, figyelembe véve, hogy Big = 114p:

56B1g =5-162+6-16'+ B-16°=5-256+6-16 + 11 - 1 = 13871.

1.7.1. Feladat. Valtsuk at a kovetkezs szamokat decimalis (tizes) szamrendszerbe. (Az, hogy
milyen szamrendszerben van felirva a szam, a jobb als6 indexben talalhato.)

(a) 10011,
111101115,

(b) 100110105,
(d) 10100011,
(f) 1291,
(h) 25F}s.

(~» eredmény: 2.7.1)
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Kidolgozott feladat. Valtsuk at a 7519, decimalis (tizes) szamrendszerben megadott szamot

(a) binaris (kettes) szamrendszerbe, majd ellendzésként irjuk fel a 75-6t 2-hatvanyok Gssze-
geként is,
(b) hexadecimaélis (tizenhatos) szamrendszerbe.

Megoldas.

(a) A 75-6t maradékosan osztjuk az 0j szamrendszer alapszamaval, azaz 2-vel. A hanyadost
irjuk a 75 ala, a maradékot pedig a 75 mellé. Ezutan a kapott hanyadosra ismételjiik meg
az eljarast. Ezt egészen addig folytatjuk, mig a hanyados végiil 0 nem lesz:

maradék

75 1
37 1

18 0

9 1

4 0

2 0

1 1

0

A maradékokat alulrol felfelé 6sszeolvasva megkapjuk a 75 binaris szémrendszerbeli alak-
jat: 10010115.
Ellendrzés:

T5=64+84+24+1=20423421 490

amelybdl lathato, hogy 7519 = 10010112 valéban teljestil.

(b) Az (a) részhez hasonléan maradékos osztast végziink, viszont most az 1j szamrendszer
alapszdma 16, igy 16-tal osztunk. A maradékok jegyzésénél pedig tligyeliink arra, hogy ha
egy maradék 10,11,12,13, 14 vagy 15, akkor a neki megfelel§ betit irjuk, azaz rendre az
A,B,C,D, E, F jelolést hasznaljuk.

‘ maradék
75 | B (=11)
4 |4

0
Ezért 7510 = 4BlG~

1.7.2. Feladat. Valtsuk at binaris (kettes) szamrendszerbe a kovetkezs decimélis (tizes) szam-
rendszerben megadott szamokat. Ellen6zésként irja fel a szamot 2-hatvianyok osszegeként is.

(a) 3910, (b) 7310,
(C) ].4110, (d) 20010.
(~» eredmény: 2.7.2)

1.7.3. Feladat. Valtsuk at hexadecimalis (tizenhatos) szamrendszerbe a kovetkez§ decimalis (ti-
zes) szamrendszerben megadott szamokat.
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(a) 7310, (b) 25910,

(C) 29910, (d> 31910.
(~ eredmény: 2.7.3)

Kidolgozott feladat. Valtsuk at hexadecimalis szamrendszerbe a kovetkez6 binaris szamrend-
szerben megadott szdmot: 111010110,.
Megoldas. Mivel 16 a 2-nek negyedik hatvanya, a 1110101102 szdmjegyeit hatulrol kezdve

négyesével csoportositjuk:
1 1101 0110.

A kialakult blokkokat kiilon-kiilon valtjuk at hexadecimalis szdmrendszerbe: 1o = 116, 11019 =
1319 = D16 és 01105 = 616. A kapott szamokat a blokkok sorrendjében 6sszeolvasva a 1110101105
hexadecimalis szdmrendszerbeli alakjahoz jutunk: 1D61g.

1.7.4. Feladat. Valtsuk at hexadecimalis szamrendszerbe a kovetkezd binaris szamrendszerben
megadott szdmokat.

(a) 1011, (b) 111010,
(c) 110110, (d) 10010011,
(e) 11001001, (f) 1010011101,
(g) 1011101110011100s.

(~ eredmény: 2.7.4)

Kidolgozott feladat. Valtsuk at binéris szdmrendszerbe a kévetkez§ hexadecimalis szamrend-
szerben megadott szdmot: 3F21¢.

Megoldas. A 3E214 szamjegyeit egyesével valtjuk at binaris szamrendszerbe gy, hogy mind-
egyiket egy-egy négy szamjegybdl allo szam reprezentéljon. (Ha az atvaltando szamjegy értéke
miatt nem is lenne ra sziikség, akkor is 4 szamjegyet hasznalunk.) Igy kapjuk, hogy 316 = 0011,
Fig = 1419 = 11104, végiil 216 = 0010,. Ezutan a négyes blokkokat az eredeti sorrendben egy-
méasutan flizve megkapjuk a keresett binaris szdmrendszerbeli alakot:

3E216 = 0011 1110 00102 = 001111100010.

A széam elejérdl a felesleges nulldkat most mar elhagyhatjuk: 3F£215 = 11111000105.

1.7.5. Feladat. VAaltsuk 4t binaris szamrendszerbe a kovetkezd hexadecimélis szamrendszerben
megadott szdmokat.

(a) ABl6, (b) 4F16,

(C) F]-167 (d) 23416-
(~ eredmény: 2.7.5)
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Kidolgozott feladat. Irjuk at a kovetkezs tizedestorteket binaris szamrendszerbe. Ha hama-
rabb nem ér véget az algoritmus, akkor 5 szamjegyig szdmoljuk a tortrészt.

(a) 0,812510
(b) 0,221

Megoldas.

(a) A szamolast érdemes tablazatba foglalni. A 0,8125-et megszorozzuk 2-vel (hiszen binaris
szamrendszerbe szeretnénk atvaltani), majd az eredmény egészrészét a tablazat bal oldali,
tortrészét pedig a tablazat jobb oldali oszlopaba irjuk. Ezutan a kapott tortrészre ugyanezt
megismételjiik. Az algoritmus akkor ér véget, amikor tortrészként 0-t kapunk.

egészrész
0,8125
1 0,625
1 0,25
0 0,5
1 0

A kapott egészrészeket fentrél lefelé 6sszeolvasva megkapjuk a 0,81251¢ binéris szamrend-
szerbeli alakjat: 0,11015.

(b) Az (a) feladat mintajara szamolunk. Mivel hamarabb nem ér véget az algoritmus (nem
lesz a tortrész 0), az 5. szamjegy utan abbahagyjuk a szamolast.

egeészrész
0,22
0 0,44
0 0,88
1 0,76
1 0,52
1 0,04

Az egészrészeket fentrdl lefelé Gsszeolvasva kapjuk, hogy 0,221 =~ 0,001115.

1.7.6. Feladat. Irjuk at a kovetkezs tizedestorteket binaris szamrendszerbe. Ha hamarabb nem
ér véget az algoritmus, akkor 5 szamjegyig szamoljuk a tortrészt.

(a) 0,310, (b) 0,410,
(c) 0,124, (d) 0,3610,
(e) 0,375, (f) 12,440

(~ eredmény: 2.7.6)
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Kidolgozott feladat. Végezziik el a kovetkezs Gsszeadasokat abban a szdmrendszerben, ami-
ben a szdmok meg vannak adva.

(a) 101015 + 1110y,
(b) 24D115 + 1AB3s6.

Megoldas.
(a) A két szamot irjuk le ugy, hogy az azonos helyi értéken 1évs szamjegyek keriiljenek egymas
ala. Az Osszeadast a legkisebb helyi értékkel kezdjiik:
10101 10101 10101
+ 1110 + 1110 + 1110
1 11 011

A 3. lépésben az 1 + 1 Osszeadast kellett elvégezniink. Mivel 1 + 1 = 2, ami binaris
szamrendszerben 102-nak felel meg, tehat nem egyetlen szamjegy, ezért csak a 0-t irjuk
le, az 1-et vissziik tovabb. A 4. 1épésben igy 0+ 1+ (1) = 2 miatt ismét csak a 0-t irjuk le,
és megint vissziik tovabb az 1-et. Az 5. 1épésben hasonloan, 1 + (1) = 2 = 109, leirjuk a
0-t, vissziik tovabb az 1-et, amit, mivel mar elfogytak a szidmjegyek az 6sszeadandékban,
most mar leirhatunk.

10101 10101
+ 1110 aF 1110
0011 100011

Tehat 101015 + 11102 = 1000115.
A széamoléas tomorebb forméban, a tovabbvitt 1-esek jobb alsé indexben torténd jeloléséve
a kovetkez6 modon irhato le:

10101
+ 11;,1 10
100011

Az (a) részhez hasonloan adjuk Ossze a szamokat. A 2. lépésben, mivel Dig + Big
1319 + 1119 = 2419 = 1619 + 819 = 1814, csak a 8-at irjuk le, az 1-et vissziik tovabb.
3. lépésben igy a 416 + A1 + (116) Osszeget kell kiszamolnunk, ami 416 + A1 + 11 =
419 4+ 1019 + 119 = 1519 = Fig lesz.

=l

24D1 24D1 24D1 24D1
+ 1AB3 + 1AB3 + 1AB3 + 1AB3
4 84 84 3F84

Igy 24D116 + 1AB315 = 3F844s.
Toémorebb formaban, a tovabbvitt 1-esek jelolésével:

24 D1
+ 1AlB3
3 F84

45
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1.7.7. Feladat. Végezziik el a kdvetkezs Osszeadasokat abban a szamrendszerben, amiben a sza-
mok meg vannak adva. A szamolés soran jeloljiik a tovabbvitt szamjegyeket is.

(a) 100110, + 101101, (b) 110110, + 100115,
(c) 1010111, + 110110, (d) 10010115 + 101101,
(e) A34Fi + 2151, (f) 13Ad56 + F29y,

(g) 253A16 + D4Byg, (h) 12BAss + 39ATs6.

(~ eredmény: 2.7.7)

1.7.2. Szamelmélet

1.7.8. Feladat. Adjuk meg a 2-vel, 3-mal, 4-gyel, 5-tel, 8-cal, 9-cel, 10-zel val6 oszthatdsagra
vonatkoz6 ismert szabalyokat.
(~» eredmény: 2.7.8)

Kidolgozott feladat. Bontsa primhatvanytényezkre a 300 és a 252 természetes szamokat, és
hatarozza meg a (pozitiv) osztoik szaméat. Tovabbé, a primhatvanytényezss felbontast felhasz-
nalva, adja meg a 300 és 252 legnagyobb k6z0s osztojat és a legkisebb k6z6s tobbszorosét.

Megoldas. Elgszor primtényezékre bontjuk a szamokat:

0szt6 0szt6
300 2 252 2
150 2 126 2
75 3 63 3
25 ) 21 3
) ) 7 7
1 1

A tablazatok alapjan leolvashaté a primhatvanytényezés felbontas:
300=22.3.52252=22.32.7,

Az osztok szam a primhatvanyok kitevéihez egyet adva a kovetkezdképpen kaphatd meg:
7(300) = (24+ 1)(1+1)(2+1)=18¢és7(252) = (2+ 1)(2+ 1)(1 + 1) = 18.

A legnagyobb k6z0s 0szto6 és a legkisebb k6z6s tébbszoros konnyen leolvashato, ha azokat a pri-
meket, amelyek csak az egyik szam felbontasdban szerepelnek, a mésik szamban nulla kitevGvel
tiintetjiik fel: 300 = 22-3-52.70, 252 = 22.32.59.7. Ekkor a legnagyobb kozds osztot tgy kapjuk
az egyes primeket a megfelel§ kitevék minimumara emeljiik, mig a legkisebb kozos t6bbszoros
esetén a kitev6k maximumat vessziik:

Inko(300,252) = 22-3-5. 7% =12, 1kkt(300,252) = 2% - 3% . 52 . 71 = 6300.

1.7.9. Feladat. Bontsuk primhatvanytényezdkre a kovetkezd természetes szamokat, és hatarozzuk
meg a pozitiv osztoik szamaét.

(a) 88, (b) 140,

(c) 360, (d) 495,
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() 2310, (f) 2808.
(~» eredmény: 2.7.9)

1.7.10. Feladat. Bontsuk primhatvanytényezSkre a kdvetkezs a, b természetes szdmokat, és ha-
tarozzuk meg a legnagyobb kozos osztdjukat és a legkisebb kozos tobbszorosiiket.

(a) a =40, b = 84, (b) a =42, b =17,
(c) a =88, b= 60, (d) a =140, b = 126,
() a = 360, b = 108, (f) a = 495, b = 525.

(~ eredmény: 2.7.10)

1.7.11. Feladat. Osszuk el maradékosan az a egész szamot b-vel, hatarozzuk meg a hanyadost és
a maradékot (a maradék nemnegativ szam legyen).

(a) a =13, b =25, (b) a =38, b=175,

(¢c) a=0,b=3, (d) a=2,b= -5,
(e) a=-30,b=4, (f) a =239, b= -8,
(g) a=—47,b = —4, (h) a=44,b=-T.

(~ eredmény: 2.7.11)

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg euklideszi algoritmussal a 126 és —48 legnagyobb kozos
osztojat, és adjuk meg legkisebb kozos tobbszorosiiket.

Megoldas. Mivel a legnagyobb kozos oszt6 csak asszocialtsag erejéig egyértelmi egész szdmok

korében (azaz, ha d legnagyobb kozos oszto, akkor —d is), igy vehetjiik a szamok abszolutértékét.
Az euklideszi algoritmus a 126 és 48 szamokra a kovetkez§ maradékos osztésok sorozata:

126 = 2-48+30 (0 < 30 < 48)
48 = 1-30+ (0 < 18 < 30)
30 = 1-18+12  (0<12<18)

= 1-12+46 (0<6<12)
12 = 2.6+40.

A mésodik lépésben az osztand6d megegyezik az els§ lépésben szerepls osztoval. Tovabba, a
masodik 1épésben az osztd az els6 1épésben a maradék. Ez a tovabbi 1épésekben is hasonldéan
alakul, ahogy a szinek is mutatjak.

A legnagyobb kozos oszté6 az utols6 nemnulla maradék, azaz esetiinkben 6. Mivel egész
szamok korében keressiik a legnagyobb kozos osztot, igy a —6 is legnagyobb kozos oszto:
Inko(126, —48) ~ 6.

A legkisebb t6bbszoros az Inko(a, b) - 1kkt(a, b) ~ a - b 6sszefiiggésbdl szamithato:

Inko (126, —48) - 1kkt(126, —48) ~ 126 - (—48).

Igy kapjuk, hogy:

ikt (126, —48) ~ 20C48) 9148 ~ 1008.

1.7.12. Feladat. Hatarozzuk meg euklideszi algoritmussal az alabbi a, b egész szamok legnagyobb
koz0s osztojat, és adjuk meg legkisebb kozos tobbszorosiiket.

(a) a =56, b =40, (b) a =35, b=280,
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(c) a=36,b=—21, (d) a =78, b= 30,
(e) a =368, b= 161, (f) a = —539, b = —1001,
(g) a=1253, b= —3241, (h) a = —1183, b = 1573.

(~ eredmény: 2.7.12)

1.7.13. Feladat. Mutassuk meg, hogy 3 osztoja a 20252008 + 18482010 — 14762912 kifejezésnek.
(~ eredmény: 2.7.13)

1.7.14. Feladat. Flora az édesapja 28. sziiletésnapjan sziiletett. Legfeljebb hanyszor lehet Flora
életkora osztoja az édesapja életkoranak?
(~ eredmény: 2.7.14)

Kidolgozott feladat. Mutassuk meg, hogy ha a és b egész szamok és 3a + b oszthatd 8-cal,
akkor 9a — 13b is oszthato 8-cal.

Megoldas. Ahhoz, hogy igazoljuk, hogy 8 | 9a — 13b, felhasznaljuk, hogy 8 | 3a + b. Kifejezziik
a 9a — 13b-t a 3a + b segitségével gy, hogy elGszor vizsgaljuk a egylitthatoit. Ahhoz, hogy
9a-t kapjunk 3-mal szorozzuk: 3 - (3a + b) = 9a + 3b. Ezutan ,potoljuk ki” a 9a + 3b-t, hogy
9a — 13b-t kapjunk: (9a + 3b) — 16b = 9a — 13b. Végiil pedig vizsgaljuk a kapott kifejezést:
9a — 13b = 3 - (3a + b) — 16b. Tudjuk, hogy 8 | 3a + b, tehat 8 | 3 - (3a + b) is teljesiil, illetve
8| 16, tehat 8 | 16b. Igy ezek kiilonbsége is oszthaté lesz 8-cal, azaz 8 | 9a — 13b.

1.7.15. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha c és d egész szdmok és 2c — 3d oszthato 7-tel, akkor
18c — 6d is oszthato 7-tel.
(~ eredmény: 2.7.15)

1.7.16. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha x és y egész szdmok és = + y és 6x — by is oszthatod
11-gyel, akkor 8z — 3y is oszthato 11-gyel.
(~ eredmény: 2.7.16)

1.7.17. Feladat. Ma péntek van, a hét melyik napja lesz 80 nap mulva?
(~ eredmény: 2.7.17)

1.7.18. Feladat. A szomszéd néni 103. sziiletésnapjara a csaladja meglepetés partit szervez, ami-
nek a végén pontosan 103 db tizijatékot 16nek fel. A tizijatékok szinei a kévetkezd sorrendben
valtoznak: kék, sarga, fehér, zold, piros, zold, majd ebben a sorrendben ismétlédnek. Milyen szind
a 60., a 80., és az utolso fell6tt tizijaték?

(~ eredmény: 2.7.18)

1.7.19. Feladat. Hany alma van a kosarban, ha az almakat négyesével rakjuk ki, akkor 3 alma
marad meg, ha 6tosével rakjuk sorokba, akkor 4 alma, és ha hatosaval, akkor pedig 5 alma marad
ki és tudjuk, hogy 100-nal kevesebb az almak szdma?

(~ eredmény: 2.7.19)

1.7.20. Feladat. Egy kis faluba a mobil zoldséges 8 naponta jar, a mobil hentes pedig 6 naponta.
Egy keddi napon mindkett a faluban volt. Hany nap milva, és a hét melyik napjan lesz legkdzelebb

zoldséges és hentes is a faluban?
(~ eredmény: 2.7.20)
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Kidolgozott feladat. Egy raktarba most érkezett egy uditGszéllitmany. Az tditGket kétféle
dobozokba csomagolva szallitjak: az egyikben 120 db iiveg van, a méasikban 84. A raktar dol-
gozobinak az a feladata, hogy tjracsomagoljak az tivegeket tigy, hogy minden csomagban azonos
szamu 1idit6 legyen, és egy se maradjon ki. Hany darabot tudnak egy csomagba belerakni, ha
azt akarjak, hogy a lehetd legtobb férjen egy csomagba?

Megoldas. Olyan szami iiveget kell egy csomagba rakniuk, ami osztoja 84-nek és 120-nak is,
hiszen ezzel tudjak biztositani, hogy egy iiveg se maradjon ki. Mivel az a cél, hogy a lehet§
legtobb tiveg férjen a csomagba, igy a kozos osztok koziil a legnagyobbat keressiik. Ez a szam
nem lesz mas, mint a 84 és a 120 legnagyobb kozos osztdja. Ahhoz, hogy ezt meghatarozzuk,
sziikségiink lesz a két szam primhatvanytényezés felbontasara: 84 = 22.3.7 és 120 = 23.3-5. A két
szam legnagyobb k6zos osztojat gy tudjuk meghatarozni, hogy vessziik azokat a primeket, amik
mindkét szam felbontasaban szerepelnek az eléfordulo legkisebb kitevével. Azaz Inko(84,120) =
22 .3 = 12, tehat 12 iiveget kell egy csomagba rakni a raktar dolgozoinak.

1.7.21. Feladat. Egy 480 cm széles és 330 cm hosszii szobat akarunk kitapétazni. A tapétat
azonos szélességi fiiggSleges csikokban szeretnénk feltenni minden falra. Maximum milyen széles
csikokat vagjunk, hogy minden falra pontosan egész szamu tapétacsik férjen ki?

(~ eredmény: 2.7.21)

1.7.22. Feladat. Marci anyukaja ketts kocka alakti dobozba szeretné bepakolni a kisfia épitékoc-
kéait. Az egyik doboz élhosszisaga 27 cm, a mésik dobozé 72 cm. Mekkorak lehetnek maximum az
épitékockak élei, ha tudjuk, hogy minden kocka ugyanakkora méretii és mindkét dobozt meg tudja
pakolni ugy, hogy pontosan (hézag nélkiil) beleférnek az épitSkockak?

(~ eredmény: 2.7.22)

1.7.23. Feladat. Hény olyan 100-nal kisebb n természetes szam van, amelyre Inko(n,36) = 6
teljesiil?
(~ eredmény: 2.7.23)

Kidolgozott feladat. Réges-régen egy messzi-messzi galaxisban volt egy csillag, ami koriil egy
kicsi és egy nagy bolygd keringett. A kis bolygd 120 f6ldi nap alatt keriilte meg a csillagat,
mig a nagy bolygo keringési ideje 320 foldi nap volt. A két bolygo és a csillag pontosan egy
egyenesre estek, amikor a lazadok megnyerték a haborat. Mikor volt legkozelebb olyan eset,
amikor a hdrom égitest ugyanebben a helyzetben volt?

Megoldas. A kicsi bolygd 120 naponta van ugyanebben a helyzetben, a nagy bolygd pedig 320
naponta. Tehat egy olyan szdmot kell keresni, ami t6bbszorose 120-nak és 320-nak is, méghozza
ezek koziil a legkisebbet, hiszen a legkozelebbi ilyen esetet keressiik. Ez a szdm nem lesz maés,
mint a 120 és a 320 legkisebb kozos tobbszorose. Ahhoz, hogy ezt megadjuk, sziikségiink lesz a két
szam primhatvanytényezds felbontasara: 120 = 23-3-5 és 320 = 26.5. Két szam legkisebb kozos
tObbszorését ugy tudjuk kiszamolni, hogy vessziik az Gsszes eléforduld primet a felbontasokboél
az el6fordulé legnagyobb kitevével. Azaz lkkt(120,320) = 26 -3 -5 = 960, tehat a harom égitest
960 foldi nap milva keriilt Gjra ebbe a helyzetbe.

1.7.24. Feladat. Balint és Bandi a futdpalya azonos pontjabol egyszerre, egy iranyba, tempdjukon
nem valtoztatva futni kezdenek. Balint egy kort 84 mésodperc alatt, Bandi pedig 72 méasodperc
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alatt tesz meg. Mennyi id§ mulva lesznek legkozelebb egyszerre a kiindulasi pontban? Hany kort
futottak addig egyenként?
(~ eredmény: 2.7.24)

1.7.25. Feladat. Kirandulni indultunk autéval. Egy it mentén, ahol éppen haladunk, az egyik
oldalon 24 méterenként fak, mésik oldalon 42 méterenként villanyoszlopok allnak. Most elhaladunk
egy olyan helyen, ahol pontosan a villanyoszloppal szemben egy fa van. Hany méterrel odébb
fordulhat djra els?

(~ eredmény: 2.7.25)

1.7.26. Feladat. Egy villamos egyik végallomésarol két kiilonbo6zé iranyba inditanak villamosokat.
Az 1. villamost 12 percenként inditjék, a II. villamost 15 percenként. Reggel 6 6rakor egyszerre indul
a két kiilonbozd iranyba villamos. Mikor inditjék a villamosokat legkdzelebb egyszerre? Reggel 7
6ra utan és délutan 4 ora eltt hanyszor inditjak egyszerre a két villamost?

(~ eredmény: 2.7.26)

1.7.27. Feladat. Harom baratng koziil Déra 2 naponta rendszeresen biciklizik, Ella 3 napon-
ként lovagol, Bori pedig 5 naponta kézilabdazik. Hanyszor fordulhat el6 egy 30 napos honapban,
hogy mindharman ugyanazon a napon végzik a sporttevékenységiiket? Hanyszor lehet olyan nap a
honapban, amikor pontosan ketten sportolnak koziiliik?

(~ eredmény: 2.7.27)

1.7.28. Feladat. Az Operencias Tengeren is til él egy 100 fejti sarkany. A kirdlylany kezéért kiizds
szegény legény elindul, hogy legy6zze a bestiat. Segitségiil kap egy varazslatos fegyvert: egy kardot,
mellyel egy csapasra pontosan 8, 9 vagy 10 fejét tudja levagni a sarkdnynak. Sajnos 8 fej levagasa
esetén a sarkdnynak 14 1j feje nd ki, ha 9 fejet vag le, akkor 6, ha 10 fejet, akkor pedig 13 né ki.
Ha a sarkany Osszes feje lehullott, nem ndé ki tobb. Hogyan tudja legy6zni a héslink a sarkanyt?
(~ eredmény: 2.7.28)

1.7.29. Feladat. Melyik az a két természetes szdm, amelyek legnagyobb kozos osztoja 6, a leg-
nagyobb kozos o0szto keresésekor az euklideszi algoritmusban 3 maradékos osztést végeztiink (azaz
a harmadik maradékos osztasnal lett 0 a maradék). Tovabba tudjuk, hogy a hanyadosok egymas

utani természetes szamok voltak (névekvs sorrendben), és a hanyadosok sszege 9.
(~ eredmény: 2.7.29)
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8. Komplex szamok & Polinomok

Kidolgozott feladat. Kanonikus alakban szdmolva adjuk meg a

(24 4)((1 = 34) + (=2 + 4i))
311+ 3— 4i

komplex szam kanonikus alakjét.

Megoldas. Kiilon-kiilon kiszamitjuk a nevezst és a szamlalot is kanonikus alakban, majd a
szamlalot és a nevezGt is megszorozzuk a nevezd konjugaltjaval, és igy megkapjuk a tort kano-
nikus alakjat.

(2+4)((1—30) + (—2+4i) @2+d)(=1+i) 2 (=1)+2-i+i-(=1)+i-3
—3+i+ 3 — 4| 343+ (42 2
_ 3+i_ (34949 _ —T-i T 1
- 2—4¢  (2-9@2+4) 5 5 5

1.8.1. Feladat. Kanonikus alakban szamolva végezziik el a kovetkezd miiveleteket, adjuk meg a
végeredmény kanonikus alakjat:

(a) 2027, (b) 22, (€) (3+50)(2~ 7i),
(d) (S6T 07 +4—8i) -4, (¢) | —3+4i|- (=3 — 1), ﬁ)?}ﬁ,
o T8 y 2308+ oy Rel3+50) = (4 =20

3+ 2i

(—4—7)(1—9) (3—2i) +Im(6 + 1)

(~ eredmény: 2.8.1)

1.8.2. Feladat. Valtsuk at a kovetkezs ¢ szogeket fokbdl radianba, abrézoljuk az egységkoron, és
hatarozzuk meg cos ¢ és sin ¢ értékét szamologép hasznalata nélkiil.

(a) 0, (b) 30, (c) 45, (d) 6
(e) 90, (f) 120, (g) 135, (h) 150
(i) 180, (j) 210, (k) 225, (1) 240,
(m) 270. (n) 300, (o) 315, (p) 330.
(~ eredmény: 2.8.2)

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg a 3 + v/3i komplex szam trigonometrikus és exponen-
cialis alakjat.

Megoldas. A szam abszolutértékének kiemelésével kezdjiik, amely

32+ (V3)2=v12=V4-3=2V3.
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Tehat a kiemelés:

- 3 V3 _ V3,1
3+\/§Z—2\/§<2\/§+2\/§z>—2\/§<2 —1—2z>.

Olyan « szoget keresiink, amelyre cosa = § és sina = % Ez a sz6g o = %, tehat a keresett
trigonometrikus- és exponenciélis alakok rendre

2\/§ (COS% + ¢sin %) és 2\/§e%i.

1.8.3. Feladat. Abrazoljuk az alabbi kanonikus alakban megadott komplex szamokat a Gauss-féle
szamsikon, és irjuk at trigonometrikus és exponencialis alakba ezeket:

(a) 37 (b) _57 (C) iv
(d) —4i, (e) V2+2i, (f) 114,
(g) 1—/3i, (h) —v/3 —1, (i) —3 + V/3i.

(~ eredmény: 2.8.3)

1.8.4. Feladat. Abrazoljuk az alabbi trigonometrikus vagy exponencialis alakban megadott komp-
lex szamokat a Gauss-féle szamsikon, és frjuk at kanonikus alakba ezeket:
(a) 2(cos0+ isin0), (b) 357, (c) 2e7,

57 »

(d) v2(cos & + isin 3T), (e) cos T +isin T, (f) es?,

() 2(cos 3 + isin 2F).
(~ eredmény: 2.8.4)

Kidolgozott feladat. Trigonometrikus (vagy exponencialis) alakkal szamolva hatarozzuk meg
az (1 —4)?"22 komplex szdmot kanonikus alakban.

Megoldas. Az 1 — i komplex szam abszolatértéke /2, tehét

N é))“ _ (ﬂ (“f - f))o _

o 7\ \ 2022 - 7\ 2022
= <\f2 (0034 + isin 4>> = (V/2)2022 (cos4 + isin 4> =

91011 (COS 202%1 TT L in 20231 : 77r> ‘

Ez mar trigonometrikus alak, de a szoge nincsen 0 és 2w kozott, ezért a kanonikus alakra
véltéshoz fel kell hasznélnunk a cos és sin fiiggvények 2r-periodicitasat. Mivel 20227 — 3538, 5 =
3538 + % (és 3538 paros), ezért a fenti szamolést befejezhetjiik:
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2022 -7 2022 -7
21011 <cos TW + ¢sin 47r> — (cosg + ¢sin g) = 21011 (0 4 14) = 210114,

1.8.5. Feladat. Trigonometrikus vagy exponenciélis alakkal szamolva hatarozzuk meg az alabbi
miiveletek eredményét, majd adjuk meg az eredmény kanonikus alakjat is:

(a) (V3 —1)(2 - 2v30), (b) (=2 —2i)(=5+ 50), (c) @',
(d) (VB —0)7, (e) (1+41)12, (£) (=3 —3v/3i)12.

(~ eredmény: 2.8.5)

1.8.6. Feladat. Adjuk meg trigonometrikus és kanonikus alakban a kovetkez§ gyokvonésok ered-
ményét.

(a) V9, (b) v/—4, () Vi,

(d) v/—161, () v—15 + 8i, (F) V2 +2V/3i,

(8) V-8, (h) V/=8i, (i) V-8 +8i.

(~ eredmény: 2.8.6)

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg az 2* -+ —6 polinom gydkeit, gyoktényezés felbontasat.

Megoldas. Vegyiik észre, hogy a vizsgalandé polinom olyan, hogy y = x? helyettesitéssel az
y? + y — 6 polinomot kapjuk, mely masodfoki, igy konnyen tudjuk kezelni. Hatarozzuk meg
ennek a gyokeit:
—1++/1—-4-(-6 —1+5 )

Y12 = 9 ( ): 5 =2 é —3.
tehat y2+y—6 = (y—2)(y—(—3)), melybe az y = x? Osszefiiggést visszahelyettesitve x4+ 22 —6 =
(22 —2)(2?+3) adédik. A kapott tényezék méasodfoktiak, az elsé gyokei £+/2, a masodik polinom
gyokei, azaz az 2 4+ 3 = 0 egyenlet megoldasai a v/—3 = £+/3i.
Azaz a gyokok V2, —v/2, V/3i, és —/3i. A gyoktényezss felbontéas pedig

(z — V2)(z — (=V2))(x — V3i)(z — (—V3i)) = (z — V2)(z + V2)(x — V3i)(z + V/30).

1.8.7. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd polinomok gyokeit. Adjuk meg a gyoktényezos fel-
bontasukat is.

(a) 22 + 1, (b) 2? + 6x + 10, (c) 2 + 2iz — 1,
(d) 23 +38, (e) z* + 922, (f) * — 16,

(g) z* + 18z% + 81.
(~ eredmény: 2.8.7)
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2.1. Matematikai logika: Az itéletkalkulus elemei

2.1.1. Feladat. (a) BV, (b) BA(=C), (¢) =A, (d)B—C, (¢) B A

~» video: |1.1. Feladat: (a)—(b) és (e)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.1)

2.1.2. Feladat. Az F formulanak nyolc darab részformulaja van: A, B, C, =B, =C, (-C) — B,
A vV (—\B) és F.

~ video: |1.2. feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.1.2)

2.1.3. Feladat. (c) A<« (BV ((-B)AC))

(~ vissza a feladathoz: 1.1.3)

2.1.4. Feladat. Az itéletek formalizaltjai az alabbiak.

S

) — (CAD)
(=BV (BACQ))
(=B)) = (C < D)
(=BV (BAC))
(BA(=C) A (=D))
B) — (C'v D)
(B« —C)

ANB) — (C+ A)

(BAC)

S

L><%]
s
1
J
8

~ videok: |1.4. Feladat: (a) | |1.4. Feladat: (b),(g)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.4)
2.1.5. Feladat. Az itéletek formalizéltjai és igazsagértékei az alabbiak.

(a) (FAAN-B) = (C< D)=h
(b) (AANB) = (C < (-DVE)) =1
(c) (ANB) = (C - (DVE))=h

~» video: |1.5. Feladat: (a)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.5)


https://youtu.be/CzikYRA5V_U
https://youtu.be/5t5M6Z7exz8
https://youtu.be/vjx9iJ_-ySQ
https://youtu.be/nxxAIFPn0rM
https://www.youtube.com/watch?v=NwC9oSYjpt4
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2.1.6. Feladat. Az (a) rész igazolasa:

(ANB) - C=A—> (B - (O)
/A S T /2 A A
t ¢ ¢+ h h ¢t h ¢+ h h
¢t h h i 1 1 h 4
¢t h h 1 h ¢t 1 h 1 h
h h 4+ 1 1 h i ¢ 17 i
h h ¢« i h h i ¢ h h
h h h i1 2 h i h @ i
h h h i h h i h i h

A feladat tobbi részét is hasonléan lehet ellenérizni: fel kell irni az ekvivalenciajel két oldalan
1év6 formulak igazsagtablazatat, és ellendrizni kell, hogy minden kiértékelésnél ugyanazt a logikai
értéket kapjuk-e.

~» videok: |1.6. Feladat: (a) | |1.6. feladat: (b)
(~ vissza a feladathoz: 1.1.6)

2.1.7. Feladat. (a) (1): (mAVB)—C
2 ("A—->C)N(B—C(C)

1) =(2)

1): A+ (-BA=C)

2): (BVCVA)A((-BV-C)— —A)
1) # ()

1) -A (B(—)C)

2): (AV-=CV B)A((mAN-C) — —B)
1)=(2)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.7)

2.1.8. Feladat. To6bb jo megoldas is 1étezik, néhanyat megadunk.

(a) (mA)V BV (=C);

(b) AN (=B);

(c) AV(BAC)=(AVB)AN(AVO);

(d) (FA)A(=B) VO =((-A)VC)A((=B) VvV O);

(e) (FAAB)VCO)A(AV (=B)V (=C)) = ((mA)VCO)N(BVC)A(AV (=B)V (=C));
() (AV(=B)VO)A (A A (=C) V ((mA) A B)) = (AV (=B) VCO) A (=A) A ((=C) V B).

~+ videok: |1.8. Feladat: (d) |, | 1.8. Feladat: (e)
(~ vissza a feladathoz: 1.1.8)

2.1.9. Feladat. A klozokat aldhuizassal jeloljiik.

Fy = (AvV BV (=C))A(AV (—B)), a formula konjunktiv normélforma, de nem teljes konjunktiv
normalforma.

Fy=(AN(=B) A (=C)) V(AN B), a formula nem konjunktiv normalforma, igy természetesen
nem is teljes konjunktiv normélforma.



https://www.youtube.com/watch?v=OY4Pl2cw3KA
https://www.youtube.com/watch?v=h6OIScsfR-4
https://youtu.be/T5v-H0q4WCc
https://www.youtube.com/watch?v=kZB2_T6nuTQ
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F3=(AV (=B)VC)A((mA) v BV (), a formula teljes konjunktiv normalforma, igy konjunk-
tiv normalforma is.

Fy = (—-A)V BV C, a formula teljes konjunktiv normalforma, igy konjunktiv normélforma is.

F5; = (AV (=B)) AN BAC, a formula konjunktiv normélforma, de nem teljes konjunktiv nor-
malforma.

Fs = ANBA(—C), a formula konjunktiv normélforma, de nem teljes konjunktiv normalforma.

~ video: |1.9. Feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.1.9)

2.1.10. Feladat. (a) A— (B — ()
A

(=A) V (=B) V C;
(AV(=B)) = (C+ B) = (—B)

A((mA)V BV (-C) A (AV BV (=(C));
)VCO)N(AV (=B)V (=C));

(=B)V (=C)A((=A) V (=B)VC)A((=A) VBV C);
V(=B)V (=C)AN(AVBV(=C)A(AVBVC);
V(=B)VC)AN(AV BV (-C))AN(AV BVC).

~ video: |1.10. Feladat: (c)
(~ vissza a feladathoz: 1.1.10)



https://youtu.be/ICAixdHWrsI
https://youtu.be/-aBrwEG6dEs
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2.2. Matematikai logika: A predikdtumkalkulus elemei

2.2.1. Feladat. A  forditas” eredményei az alabbiak.

) A 7 péros szam.

) A 4 négyzetszam, és 12 nemnegativ.

) Minden szam 4-szerese oszthatd 2-vel.
) A 6-nak létezik paros osztoja.

) Minden 4-gyel oszthato szam péros.

)

)

)

)

(a
(b
(c
(d
(e
(f
(
(

Két egész szam Osszege pontosan akkor péaros, ha a szorzatuk is az.

Minden négyzetszamnak van paros tobbszorose.

Két egész szam szorzata akkor és csak akkor paratlan, ha legalabb az egyik paratlan.
Létezik olyan paros szam, melynek nincs paros negativ osztoja.

g
h

1

~ video: |2.1. feladat: (a)—(b) és (d)—(g)

(~ vissza a feladathoz: 1.2.1)

2.2.2. Feladat. A zart formuldk igazsagértéke:

(a) igaz, (b) hamis, (c) hamis, (d) hamis,
(e) igaz, (f) hamis, (g) igaz, (h) igaz,
(i) hamis, (j) igaz, (k) igaz, (1) hamis.

~ video: [2.2. feladat: (a), (e)—(f) és (i)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.2)

2.2.3. Feladat. Pirossal jelolve a kotott elsfordulast, zolddel a szabad elfordulast:

~ video: | 2.3. feladat: (a)—(c)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.3)

2.2.4. Feladat. Az itéletek formalizaltjai az alabbiak.

(a) (3z)(H(x) A=V (z))

(b) (Va)(H(z) — V(x))

(c) (Fz)(H(z) A =(Jy)B(y,))

(d) Fx)(H(x) A (Vy)(T(y,r) = C(y,v)))

(e) (Fz)(F(z) A=(Fy)(~F(y) NT(y,x)))

(f) (Vo) (A(z) = =F (2)) A (3z) (=F (z) A=A (7))
(g) (Vo) (B (x,p) — H (z))

(h) (Fz) (H (z) A (=S (a(x))))

(i) S(a(p))


https://www.youtube.com/watch?v=NqWxq-1h9Nk
https://youtu.be/TN4Lj34F-UY
https://youtu.be/nI-jRJUUNYU
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~ videok: |2.4. feladat: (a)—(c) |, | 2.4. feladat: (f) és (i)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.4)
2.2.5. Feladat. Predikatumok: O(z,y): ,x osztja y-t”, N(x): ,x nullara végzédik”, P(x): ,,x pozi-
tiv’, K(x,y): ,,x kisebb y-nal”.
Fiiggvények: f(x): ,x négyzete”.
(a) (V2)(O(1,z) A O(z,x))
= [(V2)(O(1,2) A O(z,2))] = 3x)(=O(1,z) V =O(x, x))
(b) (Vz)(3y)K(y, =)
~[(V2)(Fy) K (y, )] = )(Hx)(Vy)ﬂK(yyl‘)

(¢) (v2)(O(10,2) — N(z)
~[(V2)(0(10, ) = N(z))] = (32)(O(10,2) A ~N(z))
(d) (Bx)(K(z,0) A P(f(x))

=
=

= (Vo) (=K (x,0) vV =P(f(x)))
(e) (Vz)(P(z) Vv K(z,0))

(K (x
- [()ﬂw)(K(%O) A P(
= [(Vz)(P(x) vV K(2,0))] = (3z)(=P(x) A =K (z,0))

~ video: |2.5. feladat: (a) és (c)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.5)

2.2.6. Feladat. Individuumkonstansok: m: ,Mézga Géza”.

Predikatumok: [ (x): ,,x informatikus”, £ (z): ,x éhes”, S (x): ,,x szakacs”, K (z,y) : ,x kedveli y-t”,
F(z,y): ,x {6z y-nak”, Sz (x): ,x szerencsés”, G (x,y): ,x gyermeke y-nak”.

Fiiggvények: g(x): ,x gyereke”.

(a) (Vo) (I (z) = E(2))

Tagadasa: (Elx) (I(x) N =E(x)), Van olyan informatikus, aki nem éhes.
(b) (Vo) ((E () A S (x)) = F (2,2)),

Tagadasa: (Elx) (E(z) NS (x) N=F (z,2)), Van olyan éhes szakdcs, aki nem féz maganak.
(c) (Vo) (B (z -

) A

Tagadasa: (3z) (E (z) A1 (z) A (Fy) (S(y) A —=K(x,y))), Van olyan éhes informatikus, aki
nem kedvel minden szakdcso

(d) (Fz) (5 (x) A (Vy) (F (z,y) = 1 (),
Tagadasa: (Vz) (S(z) = (Jy) (F(z,y) A—1(y))), A szakdcsok nem csak informatikusoknak
foznek.

(e) (Vz) (Vy) (L (x) A F (y,x) NS (y)) = K (,9))
Tagadasa: (3z) (Jy) (I (x) A F (y,z) NS (y) A=K (z,y)), Van olyan informatikus, aki nem
kedvel néhdny neki f626 szakdcsot.

(f) =Sz (m) A (Vx)(G(z,m) — Sz(z)),
Tagadasa: Sz(m)V(3z)(G(x,m)A\=Sz(x)), Mézga Géza szerencsés, vagy van olyan gyermeke,
aki szerencsétlen.

(g) (S (m) A (Vo) =E (2)) = (Vo) Sz (),
Tagadasa: S (m) A (Vx) =E (z) A (3x) 7Sz (x), Mézga Géza a szakdcs, senki sem éhes, és van

aki nem szerencsés.

)
()z (Vy )(>() K (z,9))),
t

~ kidolgozott feladat (pdf):|2.6. feladat: (a) és (e)—(f)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.6)



https://www.youtube.com/watch?v=4EWDpbMyxu8
https://www.youtube.com/watch?v=iD7e58_z_kA
https://youtu.be/mEhduLHxWVU
https://www.math.u-szeged.hu/~katai/dimat1_2020/2.6aef.pdf
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2.3. Halmazok

2.3.1. Feladat. A halmazok a kovetkezsk:

(a) AUB={a,b,c,d,e} =U,
(b) AN B = {d},

(c) B={a,b,c},

(d) A\ B ={a,b,c},

(e) AA B={a,b,c,e},

(f) (ALC)\B=0,

(g) P(B)=1{0,{d}.{e}.{d,e}}.

~ video: ’3.1. Feladat‘

(~ vissza a feladathoz: 1.3.1)

2.3.2. Feladat. Mivel
A= {@, {a}> {b}v {aa b}} ¢s B= {@, {b}> {C}’ {b> C}}v

ezért

(a> AUB = {@a {CL}, {b}’ {C}v {a’ b}7 {ba C}}v
(b) AnB={0,{b}},

(c) A\ B ={{a},{a,b}},

(d) B\ A={{c},{b,c}},

(e) AAB= {{a}7 {C}, {CL?b}v {b7 C}}

~ video: |3.2. Feladat ]|
(~ vissza a feladathoz: 1.3.2)

2.3.3. Feladat.
(a) Igaz, (b) igaz, (c) igaz, (d) igaz,
(e) hamis, (f) igaz, (g) igaz, (h) igaz.
~ video: |3.3. Feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.3.3)

2.3.4. Feladat. P (P (P (0))) = {0, {0}, {{0}},{0,{0}}}

~ video: |3.4. Feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.3.4)

2.3.5. Feladat.
(a) Igen, (b) igen, (c) nem, (d) nem,

(e) nem, (f) nem.

~ video: |3.5. Feladat: (a), (c) és (e)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.5)



https://www.youtube.com/watch?v=FkBgtllYFaI&amp;t=98s
https://www.youtube.com/watch?v=qZ8D98nLNoA
https://www.youtube.com/watch?v=honejIeUrLI
https://www.youtube.com/watch?v=nhMxxC_hh4U
https://www.youtube.com/watch?v=0sYDMcLYPVk
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2.3.6. Feladat.

(a) C1 = {{17 2}7 {37 4}7 {57 6}7 {7}}7 (b> Cy = {{17 2}7 {37 4}7 {57 6, 7}}7
(c) C3 ={{1,2,3},{4,5,6,7}}, (d) nem létezik ilyen osztéalyozés.

~ video: |3.6. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.3.6)

2.3.7. Feladat.

(a) (A\B)\ B =A\B, (b) A=(AUB)\ (B\A),

(c) AN(B\C) # (A\B)\C, (d) AN(BUC) # (AUB)N(AUC),
(e) AN(BUC)=(ANB)U((ANC(O), (f) (ANB)\(B\(AUC))=AnNB,
(g) (AAB)A(ANB)=AUB.

~ videok: |3.7. Feladat: (a) |, |3.7. Feladat: (b)|, |3.7. Feladat: (e)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.7)

2.3.8. Feladat. AU(BN(CUD))=An(BU(CND))

~ video: |3.8. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.3.8)

2.3.9. Feladat. A C B teljesiil, A = B és B\ A = () nem teljesiil.

~ vide6: [3.9. Feladat‘
(~ vissza a feladathoz: 1.3.9)

2.3.10. Feladat.
(a)

eANC)U(BND) < ze€(AU(BNnD))Nn(CU(BND))
<— z€(AUB)N(AUD)N(CUB)N(CUD)
&

€ (AUuB)N(CUD)

reCUD=x¢ BN (CUD)=B\(CUD)
s
re AnCnND
¢
re ANC
— z€ (ANC)\(B\(CUD))

~ video: | 3.10. Feladat: (a)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.10)

2.3.11. Feladat.


https://www.youtube.com/watch?v=R1_J9GRhurs
https://www.youtube.com/watch?v=ZXbLie6XxNo
https://www.youtube.com/watch?v=c-CZGxqmS40
https://youtu.be/PNw-EXzx-UU
https://www.youtube.com/watch?v=_6GO8T158v4
https://youtu.be/YnQyXFYgZ00
https://youtu.be/pu-r4TBWw6w
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2 L] ° 3 @ N> T KPS AR
1 (a) 2 (b) b2 (¢)
° : o 1 o——
1 2 3
1 { ] o !
1 2 3 1 1 2

~ video: | 3.11. Feladat: (a)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.11)

2.3.12. Feladat.
(a) Igen, (b) igen,
(d) nem.
~ video: | 3.12. Feladat: (a) és (c)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.12)

(c) nem,

2.3.13. Feladat.

(a) 'R =R, za' =22,

(b) 71 Rt - R, 2871 = 22,

(c) v 1 RYT - R, oyt =V +4-2
(d) 671 Rt —» RY, g6~ = vt

~+ video: | 3.13. Feladat: (c)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.13)

2.3.14. Feladat.

(a) a:{1,2,3,4} — {3,5,7,9}, za =2z + 1,
a1 {3,5,7,9} — {1,2,3,4}, za! = %
() B:{1,2.3....} > {2.3.4, .}, 28—
B (2,34, = {1,2,3,...}, af~!
(¢) v:{1,2,3,...} = {2,4,6,...}, xy =2z,
v {2,4,6,...} = {1,2,3,...}, ey 1 =&,
(d) §: N — {négyzetszamok}, zd = z?,
671 {négyzetszamok} — N, zd~ = /x.

—_

L,
z—1,

[

~ video: | 3.14. Feladat: (b) és (c)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.14)

2.3.15. Feladat.
(a) a: (0;1) — (=2;3), xa =bx —2


https://youtu.be/eIQaSqMP1Ws
https://youtu.be/lZxq9giM0g8
https://youtu.be/qwMbF2DJ54U
https://youtu.be/zheNDhhVqPE
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B:(1
(c) g: (0;1) — R, x’y:tg(ﬂx—ﬂ)

~» video: |3.15. Feladat: (b)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.15)

2.3.16. Feladat.

(a) Igen, (b) igen, (c) nem,
(d) igen, (e) nem, (f) nem,
(g) igen, (h) igen, (i) nem.

~» videodk: | 3.16. Feladat: (a)—(b) és (d)|, |3.16. Feladat: (f)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.16)

2.3.17. Feladat.

(a) Mindenkit atkiild az 1-gyel nagyobb szamu szobaba, és az 0j vendéget berakja az 1-es szobéba,
mert az iires lett.

(b) Mindenkit at kell kiildeni a 999999-cel nagyobb szobaba, igy az els6 999999 szamu szobak
iiresen maradnak. Oda elfér a 999999 4j vendég.

(c) Mindenki menjen at a kétszer akkora szamu szobaba, mint amiben most van. Ekkor a paratlan
szamu szobak iiresen maradnak, tehat megszamlalhatéan végtelen sok szoba iires marad, oda
mehetnek az 10 vendégek.

(~ vissza a feladathoz: 1.3.17)


https://youtu.be/VUt99Ki2IDA
https://youtu.be/S-vOS70B-mA
https://youtu.be/p-Ph4vXW8jQ
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2.4. RELACIOK
2.4. Relacidk

2.4.1. Feladat.

(a) anp=1{(1,2),(3,2)},

(b) a\B=A{(3,4),(4,4),(5,5)},

(c) o' ={(2,1),(2,3),(4,3),(4,4),(55)},
) Bna~t={(4,3)}.

4.1. Feladat: (a),(c)

(~ vissza a feladathoz: 1.4.1)

~ video:

2.4.2. Feladat. Tobbféleképpen is meg lehet adni a relaciokat.
(y,z) € E? : z az y gyermeke} = {(z,y) € E? : y az x gyermeke} =

(a) o=t = {(y,
{(x,y) € E*: x az y sziilGje},
(b) B ={(z,y) € R*: v =2y} = {(z,y) € R*: y = §},
() v ={(z,y) eR*: z =¢*} = {(v,y) € R*: y = +\/x}
(d) BN~y ={(0,0),(2,4)}.
(~ vissza a feladathoz: 1.4.2)

2.4.3. Feladat. A p relacié reflexiv, nem szimmetrikus, nem antiszimmetrikus, tranzitiv, nem

dichotom.

()
OO

N

~ video: |4.3. Feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.4.3)

2.4.4. Feladat. (a)—(b)


https://youtu.be/FKSpbyY0UW8
https://youtu.be/LaqjRmr5esI
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(c) Nincs ilyen graf, minden dichotom relécio reflexiv.

2.4.5. Feladat.

2. FEJEZET. MEGOLDASOK

~ video: |4.4. Feladat: (a)—(c)
(~ vissza a feladathoz: 1.4.4)

Refl. | Szimm. | Antiszimm. | Tranz. | Dich. | Ekv. | R.r.
(a) X X X X X
(b) X X
(¢) | x X X X X
(d) X X X X X
(e) X X X X
(f) X X X
(@) < < <
(h) X X X
(i) | x X X X X
i) S < <

~ videok: |4.5. Feladat: (a)|, [4.5. Feladat: (c) |, |4.5. Feladat: (g)

2.4.6. Feladat.
C= {{1> 2}’ {3’ 5}7 {4}}

(~ vissza a feladathoz: 1.4.5)

0={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,5), (5,3), (5,5), (4,4)}

2.4.7. Feladat.

{-3,-2,-1}, {1,2,3}}
[-3.0,3}, {~2.1}, {-1,2}}
{0}, {{0}.{0}}, {{1.2},{a,b}}, {{1.2,3}}}

{71,602}, {301,4,121}, {216,54,315}}
} ={{a,—a}: a €Z}

{0}{11}{22}{33}
b -

(g

{...,—6,—4,-2,0,2,4,6,.

(a) {
(b) {
(c) {
(d) {{2,8,14,26}, {3,9,15}, {19}}
(e) {
(f) {
) {

3,-1,1,3,..

~ video: |4.6. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.4.6)

3


https://youtu.be/qMaPPTl_yAc
https://youtu.be/UzV7OknUBI4
https://youtu.be/3Nz-E1uvQVE
https://youtu.be/_DxkfcrzQLA
https://youtu.be/9sEe9UAANF4
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2.4.8. Feladat.
(a)

{a,b,c} {a,b,d}

{a}%ﬁ{b}

0

{1,2,3}
{1,4}e {1,2} {2,3}

{1} {3}

24 36
12
4 6
°
2 3 )

(c)
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~ video: |4.7. Feladat: (a), (c) és (d)

(~ vissza a feladathoz: 1.4.7)

Legnagyobb elem: nincs.

Legkisebb elem: ().

Maximalis elemek: {a, b, c}, {a,b,d}.
Minimalis elem: ().

Legnagyobb elem: nincs.
Legkisebb elem: ().

Maximalis elemek: {1,2,3}, {1,4}.
Minimalis elem: ().

Legnagyobb elem: nincs.
Legkisebb elem: nincs.
Maximaélis elemek: 24, 36, 5.
Minimaélis elemek: 2, 3, 5.


https://youtu.be/ENeylUVl3L0
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0 Legnagyobb elem: 0.
Legkisebb elem: 1.
Maximalis elem: 0.

32 28
46 14

1
999

(e)

7
512
21
211

2
467

°
123

(f)

Minimaélis elem: 1.

Legnagyobb elem: 999.
Legkisebb elem: nincs.
Maximalis elem: 999.
Minimalis elemek: 123, 211.

(2,2) Legnagyobb elem: nincs.
Legkisebb elem: (0, —1).
) Maximalis elemek: (2,2), (3,3).
(1,1) (2,2) Minimalis elem: (0, —1).
)

(0,1

~ video: | 4.8. Feladat: (a) és (c)

2.4.9. Feladat.
Tranzitiv lezart:

od

(~ vissza a feladathoz: 1.4.8)


https://youtu.be/hVCZ8OTHhLo
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~ video: [4.9. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.4.9)

2.4.10. Feladat. A p relacio tranzitiv lezartja: pt = p U {(5,1)}.

2
°

ol

(~ vissza a feladathoz: 1.4.10)
2.4.11. Feladat.

((ag gi = {(a,b) € A%: |a — b| paros}, ahol A = {1,2,3,4,5}
b) 77 =1

(c) at ={(a,b) e R2: Tk € Z*: b =a®"}

(d) BT ={(z,y) eR*: Fk € ZT:y—x =k}

(~ vissza a feladathoz: 1.4.11)


https://youtu.be/jtN4ZqtoqqU
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2.5. Kombinatorika, grafelmélet

2.5.1. Kombinatorika

2.5.1. Feladat. 12! (= 479001600)

(~ vissza a feladathoz: 1.5.1)

2.5.2. Feladat. (;) (= 10)

(~ vissza a feladathoz: 1.5.2)

2.5.3. Feladat. 4° (= 1024)
(~ vissza a feladathoz: 1.5.3)

2.5.4. Feladat. 20* (= 160000)

~ video: ’5.4. Feladat‘
(~ vissza a feladathoz: 1.5.4)

2.5.5. Feladat. 6-5 (= 30)

(~ vissza a feladathoz: 1.5.5)

2.5.6. Feladat. 7-6 (= 42)

~ video: |5.6. Feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.5.6)

(5+ 3+ 4)!

2.5.7. Feladat. 1314l

(= 27720)

~ video: ’5.7. Feladat‘
(~ vissza a feladathoz: 1.5.7)

2.5.8. Feladat. %:5‘ = G) (;) = (i) (‘;’) (= 168)

~ video: |5.8. Feladat ]|

(~ vissza a feladathoz: 1.5.8)

2.5.9. Feladat. ((6 —U+ 4) (= 126)

~ video: |5.9. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.5.9)

2.5.10. Feladat. ((5 B 12}+ 10) (= 1001)

(~ vissza a feladathoz: 1.5.10)


https://youtu.be/pqTYmnqEbNc
https://youtu.be/FD1fZa7sqPE
https://youtu.be/WGtp-GjmwSM
https://youtu.be/LybN5XTLbrM
https://youtu.be/OJFxACqyn0s
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3—1)+30

2.5.11. Feladat. (( 20 ) (= 496)

2.5.12.

2.5.13.

2.5.14.

2.5.15.

2.5.16.

2.5.17.

2.5.18.

2.5.19.

Feladat.

Feladat.

Feladat.

Feladat.

Feladat.

Feladat.

Feladat

Feladat

(~ vissza a feladathoz: 1.5.11)

20+ (4 —1))! 204+ (4-1
0 U-DE_ gy (20 E=1) (= 4308669456480829440000)
(4-1)! 20

~ video: |5.12. Feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.5.12)

(15(2 (_31—)!1))! 1 (15 +§ - 1)) (= 177843714048000)

~ video: |5.13. Feladat ]|

(~ vissza a feladathoz: 1.5.13)

24+ (7-1))! 244+ (7—-1
( (—;<_ ol ) = 24!( +2(4 )) (: 368406749739154248105984000000)

(g) (825) (= 35700)

(~ vissza a feladathoz: 1.5.14)

(~ vissza a feladathoz: 1.5.15)

~ video: |5.16. Feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.5.16)

~ video: ’5.17. Feladat‘

(~ vissza a feladathoz: 1.5.17)

.7 =612 (=3600)

(~ vissza a feladathoz: 1.5.18)

. 61— 4131 (=576)

~ video: |5.19. Feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.5.19)



https://www.youtube.com/watch?v=pPU1TAuvVvc
https://youtu.be/jYtgPOgqxlA
https://youtu.be/7yGqsj-SWf0
https://youtu.be/OV2ZjiJH4Os
https://youtu.be/R0OnmmI6Gjk
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2.5.2. Grafelmélet
2.5.20. Feladat.

(a) nem lehetséges;
(b) lehetséges.

(~ vissza a feladathoz: 1.5.20)

2.5.21. Feladat. Nem lehetséges.

~ video: ’5.21. Feladat‘
(~ vissza a feladathoz: 1.5.21)

2.5.22. Feladat. Lehetséges, 2 ilyen graf van izomorfia erejéig, éleinek széma: 5.

~ video: |5.22. Feladat ]|

(~ vissza a feladathoz: 1.5.22)

2.5.23. Feladat. Egy ilyen graf van izomorfia erejéig, éleinek szama: 8.

(~ vissza a feladathoz: 1.5.23)

2.5.24. Feladat. Egy ilyen graf van izomorfia erejéig, éleinek szama: 10.

(~ vissza a feladathoz: 1.5.24)
2.5.25. Feladat.

(a) van Hamilton-kor (és igy Hamilton-ut is);
(b) van Hamilton-kor (és igy Hamilton-ut is);
(c) van Hamilton-it, de nincs Hamilton-kor.

~ video: ’5.25. Feladat‘
(~ vissza a feladathoz: 1.5.25)

2.5.26. Feladat.

(a') 27
(b) 3.

~ video: |5.26. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.5.26)

2.5.27. Feladat.

(~ vissza a feladathoz: 1.5.27)

2.5.28. Feladat.


https://youtu.be/-FqME6UiGfw
https://youtu.be/VgsQ7RPqAw8
https://youtu.be/xoGPJZdLxno
https://youtu.be/notH3cBaJ3s

2.5. KOMBINATORIKA, GRAFELMELET

(a)
(b)
(c)

2
3
9

és 18 kozott barmilyen egész értéket felvehet;

2.5.29. Feladat. 21.

2.5.30. Feladat.

(a)
(b)

3
6

Y
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~ video: |5.28. Feladat ]|
(~ vissza a feladathoz: 1.5.28)

~ video: |5.29. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.5.29)

~ video: |5.30. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.5.30)



https://youtu.be/nmy7XOaNHz4
https://www.youtube.com/watch?v=oqJWno0lnp4
https://youtu.be/G3nXa7GXBSI
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2.6. Teljes indukcid, rekurziv definicid, indirekt bizonyitas

2.6.1. Teljes indukcid

2.6.1. Feladat. Igazoljuk teljes indukcioval, hogy tetszéleges n természetes szamra

1

teljestil. Bizonyitsuk az &llitast a Gauss-féle gondolatmenet alapjan is (teljes indukei6 nélkiil).

Megoldas. A teljes indukcié kezdd Iépése: n = 1 esetén az allitas igaz, mivel 1 = @

Indukcios feltevés: Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz 1 +2+---+n = "(";1).

Indukciés 1épés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznalasaval),

1424 +(n+1)=14+2+---+n+(n+1)
n0ED (ind. felt.)

D
(n+1)(n+2)

2
(n+1)((n+1)+1)'

2

Azaz az allitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcié elve alapjan, tetszGleges n természetes szamra teljesiil a feladatban
szerepld egyenlGség.

Megoldas a Gauss-féle gondolatmenet alapjan. Legyen 0 =1+ 2 + - - - + n. Ekkor
cto=01+24+--+n)+n+n-1)+---+1)

=(1+n)+2+n—-1)+--+(n+1)
n(n+1)

kovetkeztében o = @

(~ vissza a feladathoz: 1.6.1)
2.6.2. Feladat. Igazoljuk teljes indukcioval, hogy tetszéleges n természetes szamra
1+3+--+2n—1)=n?

teljestil. Bizonyitsuk az &llitast ,geometriai” eszkozokkel is (teljes indukei6 nélkiil).

Megoldas. A teljes indukcio kezdd lépése: n = 1 esetén az &llitas igaz, mivel 1 = 12.
Indukciés feltevés: Tegyiik fel, hogy n-re igaz az éllités, azaz 1 +3 +---+ (2n — 1) = n?.
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Indukcios 1épés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznalasaval),

1434 +@2n+1)=1+3+--+(2n—1)+(2n+1)
n2(i11:;felt.)
=n’>+ (2n+1)
=n’4+2n+1
= (n+1)>2

Azaz az allitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcié elve alapjan, tetszGleges n természetes szamra teljesiil a feladatban
szerepld egyenlGség.

Megoldas ,,geometriai”’ eszk6zokkel. L.d. 2.1. abra.

an
Wn-—1

n -2

2.1. abra. Megoldés ,,geometriai” eszkozokkel

(~ vissza a feladathoz: 1.6.2)
2.6.3. Feladat. Igazoljuk teljes indukcioval, hogy tetszéleges n természetes szamra

n(n+1)(2n+ 1)

12422 4. . 4n?= ;

teljestl.
Megoldas. A teljes indukcié kezdd Iépése: n = 1 esetén az allitas igaz, mivel 1 = w.
n(n+1)(2n+1)

Indukcioés feltevés: Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz 12 + 22 + --- +n? = 5 .
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Indukciés 1épés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznalasaval),

P+2%4+ -+ (n+1)0=1242+- - +n>+(n+1)°

n(n+1)(2n+1) /.
== (ind. felt.)

_ n(n+1)(2n+1) +(n+1)?

6
+1
:”6 (n(2n+ 1)+ 6(n + 1))
1
:7””6r - (202 + Tn + 6)

g

(n+2)(2n+3)
m+1)((n+1)+1)2n+1)+1)
G .

Azaz az allitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcié elve alapjan, tetszGleges n természetes szamra teljesiil a feladatban
szerepld egyenldség.

~ video: |6.3. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.6.3)

2.6.4. Feladat. Hol a hiba a kovetkezé bizonyitasban?

Allitds: Barmely n € N-re a®' = 1, ahol a tetszéleges pozitiv valos szam.
Bizonyitds: Ha n = 1, akkor a" ! = a!™! = a° = 1 tetszéleges a pozitiv valés szamra.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz tetszdleges olyan k € N esetén, ahol 1 < k < n. Ekkor (n+ 1)-re a

kovetkez6t kapjuk:
n—1, n—1 1-1
a1 = g = a4 a4 = =1.
an—2 1

Tehat az allitas igaz (n + 1)-re is.

Megoldas. A bizonyitasban az indukciés lépésnél van a hiba, ugyanis n = 1 esetén a tort ne-

vezdiében a'~? = a~! szerepel, ami egyrészt nem esik az indukcios feltevés hatokorébe, masrészt
a'7? = a7! = 1 nem teljesiil tetszSleges a pozitiv valos szam esetén.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.4)

2.6.5. Feladat. Egy tabla csokolddét szeretnénk teljesen feldarabolni, ahol a tabla m x n kisebb
ykockabol” all. Minimum hény torésre van sziikség?

, N/ e

-
s

Megoldas. Kezdetben 1 darabunk van, a cél mn darab ,kocka”. Minden torés legfeljebb 1-gyel
noveli a darabok szaméat (egy darabot két részre valaszt). Ezért legalabb mn — 1 torés kell.


https://www.youtube.com/watch?v=wxvAZ7oekR4&rco=1
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Példaul el6szor torjiik a tablat m csikra (m — 1 torés), majd minden csikot torjik n kockara
(m(n — 1) torés). Osszesen (m — 1) +m(n — 1) = mn — 1 torés. Igy az also korlat elérhetd, tehat
ez a minimum.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.5)

2.6.6. Feladat. Igazoljuk, hogy 4 | 7" + 3" teljesiil tetszéleges n € Ny esetén. (Azaz 4 osztoja
7" 4 3"l nek tetszéleges n € Ny esetén.)

Megoldas. A teljes indukci6 kezdé lépése: n = 0 esetén az allitas igaz, mivel 704 3°"! = 4 oszthato
4-gyel.

Indukcios feltevés: Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz 4 | 7" + 3"+1.

Indukciés 1épés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznéalaséaval). Mivel

n+1 (n+1)+1 _ ~  ~n Lantl _—  (om n+l) _ 4 . an+l
T 43 7-7+3-3 7-(TM 43" —4-3M
4| (ind. felt.) 4
ezért 4 | 7P 4 300FDFL azaz az llitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcio elve alapjan, tetszéleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.6)

2.6.7. Feladat. Igazoljuk, hogy 7 | 2772 + 32" teljesiil tetsz6leges n € Ny esetén. (Azaz 7 osztoja
272 4 327l pek tetszéleges n € Ny esetén.)

Megoldas. A teljes indukcio kezdd lépése: n = 0 esetén az allitas igaz, mivel 2042 4 320+1 = 7
oszthato 7-tel.

Indukciés feltevés: Tegyiik fel, hogy n-re igaz az éllitas, azaz 7 | 272 + 327+1,

Indukciés 1épés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcids feltevés felhasznélasaval). Mivel

(n+1)+2 2(n+1)+1 _ 9  on+2 L2n+l o (9n+2 2n+1 . 22n+1
2 +3 2-2"249.3 2. (272437 4 7 3
7] (ind. felt.) 7l
ezért 7 | 20D+2 4 3200+ aza7 az allitas (n 4 1)-re is igaz.

Ezért a teljes indukcio elve alapjan, tetszéleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

~ video: |6.7. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.6.7)

2.6.8. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszGleges n természetes szamra

n

> (3K =3k +1) =n®

k=1
teljesiil.

Megoldas. A teljes indukcié kezdd Iépése: n = 1 esetén az allités igaz, mivel

> (B -3k+1)=3-1"-3-14+1=1=1%

1
k=1


https://www.youtube.com/watch?v=Ueqh8GuWouw
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Indukcios feltevés: Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz

n

> (3K =3k +1) =n.

k=1

Indukcios lépés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznalasaval),

i(3k2—3k+1):i(3/~c2—3k+1)+(3(n+1)2—3(n+1)+1)

N

n3 (1r?dr felt.)
n® + (?m2 +3n + 1)
= (n+1)>%

Azaz az allitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcié elve alapjan, tetszGleges n természetes szamra teljesiil a feladatban
szerepld egyenlGség.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.8)

2.6.9. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n természetes szamra

QRSN

13+23+...+n3:( 5

Megoldas. Az allitast n szerinti teljes indukciéval igazoljuk.

1. Han =1, akkor 13 =1 = (%)2; ezért az allitas n = 1 esetén teljesiil.
2. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz (n — 1)-re valamely n — 1 > 1 esetén, azaz

P4t (n—1)7°= (@)2

3. Tekintsik az allitast n-re:

B+22 4+ (n—12+n* = (PP+...(n—1)>%+n°

>

(

v~

Azaz az allitads n-re is igaz.
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Ezért a teljes indukcio elve alapjan, tetszdéleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

Megjegyzés. Mivel 1 + 2 + -+ +n = @ (lasd 1.6.1. Feladat), ezért az allitas ugy is
megfogalmazhato, hogy 12+ 23 +--- +n3 = (1 +2+---+n)? (n € N).

~ video: |6.9. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.6.9)

2.6.10. Feladat. Legyen H a természetes szamok részhalmazainak olyan halmaza, amely rendel-
kezik azzal a tulajdonsaggal, hogy ha A, A, € H, akkor A; N A, is H-ban van. Mutassuk meg,
hogy tetsz6leges n természetes szamra, ha Ay, ..., A, € H, akkor az

Ain---NA,

halmaz is eleme H-nak.

Megoldas. A teljes indukci6 kezdd lépése: n = 1 esetén az allitas nyilvanvaléan igaz, mivel (egy
darab H-beli halmaz esetén) az A; halmaz metszete A;. Az elsg ,jigazi” eset n = 2 esetén lép fel, és
ekkor a H-ra vonatkozo feltétel miatt lesz igaz az &llitas. (Ez utobbi esetet az indukcios lépésben
is hasznélni fogjuk.)

Indukcios feltevés: Tegytik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz Ay, ..., A, € H esetén az

Ain---NA,

halmaz is eleme H-nak.
Indukciés lépés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznalasaval). Legyen

Al,...7An+1 € H. Ekkor

AN NA=AN---NA)NAL € H,

N

-

€H (ind. felt.)

mivel A;N---NA, € Hés A, € H, igy alkalmazhaté a H-ra vonatkozo feltevésiink. Azaz az
allitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcio elve alapjan, tetszdleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.10)

2.6.2. Rekurziv definici6
2.6.11. Feladat. Az a, (n € N) sorozat elemeit az alabbi rekurzi6 definialja:
a; =2, a, =2a,1+1(neN,n>2).

Mutassuk meg, hogy a, = 3-2""! —1 (n € N).

Megoldas. Az allitast n szerinti teljes indukcioval igazolhatjuk.
A teljes indukcié kezdd lépése: n = 1 esetén az allitas igaz, mivel a; =2 =3 - 2171 — 1.
Indukcios feltevés: Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz a, = 3 -2 — 1.


https://youtu.be/65rgtiT44KA
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Indukciés Iépés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcids feltevés felhasznélasaval). Mivel
Upy1 =2 an +1=2-(3-2"""-1)+1=6-2""-1=3-2" -1,
——

3.2n=1—1 (ind. felt.)

ezért az éllitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcio elve alapjan, tetszéleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.11)

2.6.12. Feladat. Az a,, (n € N) sorozat elemeit az alabbi rekurzi6 definialja:
a3 =2, a3 =8, a, =4a, 1 —3a, 2 (n € N,n > 3).

Mutassuk meg, hogy a, = 3" — 1 (n € N).

Megoldas. Az allitast n szerinti teljes indukcioval igazolhatjuk.
A teljes indukcié kezdd lépése: n = 1 és n = 2 esetén az 4allitas igaz, mivel a; = 2 = 31 — 1 és
a9 = 8 = 32 — 1.
Indukciés feltevés: Tegyiik fel, hogy k < n esetén igaz az allitas, azaz a, = 3*—1, hal < k < n.
Indukciés lépés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznéalaséval). Mivel

py1 =4 - an -3 Qp—1
~~ ~—
3n—1 (ind. felt.) 3n—1_1 (ind. felt.)
=4-3"-1)—3-(3"""—1)
=4-3"-3"—-1
— 3n+1 -1

9

ezért az allitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcio elve alapjan, tetszéleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

~ video: |6.12. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.6.12)

2.6.13. Feladat. Definialjuk rekurziv modon az a,, = 3n + 2 (n € N) sorozatot.

Megoldas. A sorozat elsé eleme: a; = 5, tovabbéd a, =3n+2=3(n—1)+5=3(n—1)+2+3,
ezért a,, = a,_1 + 3.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.13)

2.6.14. Feladat. Definialjuk rekurziv modon az a, = n? + 1 (n € N) sorozatot.

Megoldas. A sorozat elss eleme: a; = 2, tovabba a, = n?+1 = (n—1)2+2n = (n—1)2+1-1+2n,
ezért a,, = a,_1 + 2n — 1.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.14)


https://youtu.be/DtBEf1JXbSs
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2.6.15. Feladat. Tegnap kisebb sériilést szenvedtem, ezért az emeletre vezets lépcsén csak ugy
tudok felmenni, hogy egyet vagy kett6t 1épek. Hanyféleképpen mehetek fel a 1épcsén, ha annak 15
lépcstfoka van?

Megoldas. Tekintsiik altalaban a feladatot, azaz n 1épcséfok esetén. Ekkor az els6 1épésben vagy
egyet lépek (és marad még n — 1) vagy kettSt 1lépek (és marad még n — 2). Jeldlje L,, a lehetséges
felmenések szamat n lépcséfok esetén. Ekkor az el6bbiek szerint L,, = L,,_1+ L,,_o, valamint L; = 1
és Ly, = 2. A feladatra adott valasz L5 = 987.

~ video: ’6.15. Feladat‘
(~ vissza a feladathoz: 1.6.15)

2.6.16. Feladat. Az el6z6 feladatban szerepld 1épcsén szeretnék ismét felmenni, de mar meggyo-
gyultam, igy harmat is tudok 1épni. Hanyféleképpen mehetek fel a lépcsén?

Megoldas. Az el6z6 feladathoz hasonléan gondolkodhatunk, de most az elsd 1épés haromféle lehet.
A rekurzios Osszefliggés: L), = L), |+ L _,+L! 5 és L) =1, L, =2, L =4. A feladat megoldasa:
L5 = 5768.

(~~ vissza a feladathoz: 1.6.16)
2.6.17. Feladat. Legyen f(1) = f(2) = 1, valamint n > 2 esetén
n—f(%), ha n paros
fy={n oS
f (T) + f (T) , kiilénben.
Hatarozzuk meg f(3),..., f(12) értékét. Mivel egyenld f(2025)7
Megoldas. A definici6 alapjan szamolhatjuk az f(3),. .., f(12) értékeket:

10 11 12
7T 7 8

k|
f(k) |
Tovabba, f(2025) = 1350, mivel

£(2025) = £(1012) + £(1013)
= (1012 — £(506)) + (£(506) + £(507)) = 1012 + f(507)

2 3
1 2

Lo| ~

1 5 6 7 8 9
1 3 4 5 5 6

= 1012 + (f(253) + f(254))

= 1012 + (f(126) + f(127)) + (254 — f(127)) = 1266 + f(126)
= 1266 + (126 — f(63)) = 1392 — (f(31) + £(32))

= 1392 — ((f(15) + f(16)) + (32 — f(16))) = 1360 — f(15)

= 1360 — (£(7) + f(8)) = 1350.

Teljes indukcioval igazolhatjuk a tablazat alapjan sejthetd szabalyt:
fBEk+1)=fBk+2)=2k+1 és  fBk+3)=2(k+1) (k € Np).

(~ vissza a feladathoz: 1.6.17)


https://youtu.be/mwTpgqvWViw

]2 2. FEJEZET. MEGOLDASOK

2.6.18. Feladat. Legyen a; = 2 és a,, = 3a,-1 +4 (n € N, n > 2). Talaljuk meg a sorozat zart
(nem rekurziv) alakjat, vagyis adjunk meg képletet a,-re n fliggvényében.

Megoldas. Szamoljuk ki a sorozat els6 néhany elemét:
a1 =2, as=3a1 +4=10, a3 =3as +4 =34, a4y = 3a3 +4 =106, a5 = 3as + 4 = 322.
Vegyiik észre, hogy
2=4.3"-2 10=4-3"-2,34=4-32-2,106=4-3%—26s322=4-3"—2.

Ezért azt sejtjiik, hogy a, = 4 - 3""1 — 2 teljesiil tetsz6leges n természetes szamra. Sejtésiinket n
szerinti teljes indukcioval igazoljuk.

1. Korabbi szamolasunk szerint a sejtésben megfogalmazott allitas igaz az n = 1,2,3,4,5 ter-
mészetes szamokra.
2. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz (n — 1)-re valamely n — 1 > 5 esetén, azaz

Apq =4-3"2-2.
3. Tekintsik az allitast n-re:

a, = 3- Ap—_1 +4
~—~—~
4.37=2-2 (ind. felt.)

= 3-(4-3"2-2)+4
= (4-3v1—-6)+4
= 4.3t -2

Azaz az allitéds n-re is igaz.

Ezért a teljes indukcio elve alapjan, tetszdleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

~ video: |6.18. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.6.18)

2.6.3. Indirekt bizonyitas

2.6.19. Feladat. Mutassuk meg, hogy végtelen sok primszam van.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy véges sok primszam van, legyenek ezek py, ..., p,. Tekintsiik az N =
P1-..pn + 1 természetes szamot. Mivel N > 2, ezért felirhaté primszamok szorzataként: N =
Q1 - - @m. Azonban, ¢ kiilénbozik a py, ..., p, primszamok mindegyikétsl, mivel py,...,p, 1 N, de
¢1 | N. Ez ellentmond annak, hogy p1,...,p, az Osszes primszam. Tehat feltevésiink, miszerint
véges sok primszam van, nem volt helyes.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.19)


https://youtu.be/hqZbZNMk6xw
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2.6.20. Feladat. Mutassuk meg, hogy v/2 nem racionalis szam.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy /2 racionalis szam, azaz V2 = 7, ahol a,b € N relativ primek, azaz
a legnagyobb kozos osztojuk 1. Ekkor

V2 = % —a=b/2
— a? = 2p*
kovetkeztében a paros egész szam, pl. a = 2¢ (c € N). Igy
(2¢)? = 2V <= 2¢* = b,

aminek kovetkeztében b is paros egész szam. Ellentmondést kaptunk, mivel feltevésiink szerint a
és b relativ primek. Igy az a feltevésiink, hogy /2 racionalis szam, nem volt helyes.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.20)

2.6.21. Feladat. Indirekt modon bizonyitsuk be, hogy a (p — q)V (p — —¢) formula logikai értéke
mindig igaz.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy vannak olyan po, g0 € {i, h} igazsagértékek, hogy (po — qo) V (po —
—qo) hamis. Ekkor py — qo és po — —qo is hamis, ugyanis AV B pontosan akkor hamis, ha A és B
is hamis. Felhasznélva azt, hogy A — B pontosan akkor hamis, ha A igaz és B hamis, azt kapjuk,

hogy
Po — qo hamis <= p; igaz és gy hamis
és
Po — —q¢p hamis <= pq igaz és —qg hamis,
< po 1gaz és qq igaz.

Tehat azt kaptuk, hogy go-nak igaznak és hamisnak kell lennie egyszerre, ez azonban nem teljestl-
het, ellentmondasba titkoztiink. Tehat feltevésiink, miszerint a (p — ¢) V (p — —q) formula vehet
fel hamis értékeket is, nem volt helyes.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.21)

2.6.22. Feladat. Indirekt modon bizonyitsuk be, hogy a (pV ¢) — ((pV —q) — p) formula logikai
értéke mindig igaz.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy vannak olyan pg,qo € {i,h} igazsagértékek, hogy (po V q) —
((poV—q0) — po) logikai értéke hamis. Ekkor pgV qo igaz és (poV —qo) — po hamis, ugyanis A — B
pontosan akkor hamis, ha A igaz és B hamis. Mivel pg V gy tobb esetben is vehet fel igaz értéket,
igy érdemes azt vizsgalni, hogy (pg V —qg) — po mikor hamis. Ismét implikacio a legkiils6 mivelet,
tehéat po V —qp logikai értéke igaz, és py hamis, igy —qp-nak igaz logikai értéket kell felvenni, azaz
qo hamis. Ebbdl viszont az koévetkezik, hogy py V qp is hamis lesz, ami ellentmond annak, hogy
a (poV q) — ((poV —q) — po) formuldban az elStag, azaz py V qo logikai értéke igaz. Tehat
feltevéstink, miszerint a (p vV ¢) — ((p V —¢) — p) formula vehet fel hamis értékeket is, nem volt
helyes.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.22)
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2.6.23. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszéleges n természetes szamra, ha 4™ — 1 primszam,
akkor n paratlan.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy 4" — 1 primszam és n nem paratlan. Ekkor n paros, pl. n = 2m (m €

N), igy
4r —1 =4 1 =(4")2 - 1=4"—-1)4"+1),

ami ellentmond annak, hogy 4" — 1 primszam, mivel 4™ + 1 > 2. Tehéat feltevésiink, hogy n paros
nem volt helyes.

~ video: |6.23. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.6.23)

2.6.24. Feladat. Mutassuk meg, hogy négy egymést kovets természetes szam szorzata nem lehet
négyzetszam.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz. Legyen n olyan természetes szam, amelyre n(n +
1)(n + 2)(n + 3) négyzetszam, n(n + 1)(n +2)(n+3) = m? (m € N). Ekkor n(n+2) = n? +2n =
(n+1)2—=1és (n+1)(n+3)=n*+4n+3 = (n+2)* — 1 kovetkeztében

m?> =nn+1Dn+2)n+3)=nn+2)((n+1)(n+3) <(n+13*n+2)?2=(n+1)(n+2)>%

2)—1)* =
+3n)” =

igy m < (n+1)(n+2)—1. Mivel n(n+1)(n+2)(n+3) = n*+6n3+11n*+6n és (n+1)(n+

n*+6n3+11n?+6n+1, ezért m < (n+1)(n+2) — 1. Azonban, (n+1)(n+2)—2)* = (n

n* +6n° 4+ 9n? < m? kovetkeztében (n +1)(n +2) — 2 < m. Igy az
m+1)(n+2)—2<m<(n+1)(n+2)—1

ellentmondast kapjuk, mivel m egész szam.

~ video: ’6.24. Feladat‘
(~ vissza a feladathoz: 1.6.24)



https://youtu.be/LVaaknImtGs
https://youtu.be/Kf3uiYOuxC4
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2.7. Szamrendszerek, Szamelmélet

2.7.1. Szadmrendszerek
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2.7.1. Feladat.

(a 100112 = 1910,
(

(e A316 = 16310,
(g 13A16 = 31410,

2.7.2. Feladat.

)

¢) 111101115 = 24715 = (25510 — 810),
)
)

(b) 10011010, = 154,
(d) 10100011, = 163,
(f) 12916 = 2970,
(h) 25F5 = 60710.

~ videodk:

7.1. Feladat: (a) és (c)|,|7.1. Feladat: (e) és (h)

(~ vissza a feladathoz: 1.7.1)

(a) 3919 = 1001115, 39 = 2° + 22 421 + 2°, (b) 7310 = 1001001, 73 = 2° 4 2% + 2°,
(c) 14159 = 100011015, 141 = 27 +23 422 + 20 (d) 20059 = 110010005, 200 = 27 + 26 + 23,

2.7.3. Feladat.
(a) 7310 = 49167
(C) 29910 == 12B16,

2.7.4. Feladat.

10115 = Byg,
1101105 = 3646,
110010015 = C94,

(a
(c
(e
(

)
)
)
g)

2.7.5. Feladat.
(a) ABl6 = 101010112,
(¢c) Flis= 11110001,

10111011100111009 = BB9C';.

~ video: | 7.2. Feladat: (a) és (c)

(~ vissza a feladathoz: 1.7.2)

(b) 259;5 = 10345,
(d) 31959 = 13F.

~ video: | 7.3. Feladat: (b) és (d)

(~ vissza a feladathoz: 1.7.3)

(b) 1110105 = 3Ag,
(d) 100100115 = 9345,
(f) 10100111015 = 29D,

~» video: | 7.4. Feladat: (b) és (f)
(~ vissza a feladathoz: 1.7.4)

(b) 4Fy = 10011115,
(d) 234;5 = 1000110100,

~ video: | 7.5. Feladat: (b) és (d)

(~ vissza a feladathoz: 1.7.5)



https://youtu.be/resiqki-4ag
https://youtu.be/n0apdltCRRw
https://www.youtube.com/watch?v=jVwhvtGBts8
https://www.youtube.com/watch?v=LV0frw_ngjE
https://youtu.be/7BLMzoQH2cc
https://youtu.be/457qWOwssmE
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2.7.6. Feladat.

(a) 0,310 ~ 0,010012, (b) 0,410 ~ 0,011002,
(c) 0,1219 ~ 0,000115, (d) 0,3610 ~ 0,010115,
(€) 0,37510 = 0,011, (f) 12,419 ~ 1100,011005.

~ videok: | 7.6. Feladat: (a) |, |7.6. Feladat: (d)
(~ vissza a feladathoz: 1.7.6)

2.7.7. Feladat.

(a) 100110, + 101101, = 10100115, (b) 1101105 + 100115 = 10010015,
(¢) 10101115 + 110110, = 10001101, (d) 10010115 4 1011015 = 1111000,
(e) A34Fg+ 2156 = A564, (f) 13441 4+ F29;6 = 22C Dy,

(g) 253416 + DAByg = 328516, (h) 12BA;+ 39AT7: = 4C61 4.

~ videok: |7.7. Feladat: (a) és (d)|,|7.7. Feladat: (e) és (h)
(~ vissza a feladathoz: 1.7.7)

2.7.2. Szamelmeélet

2.7.8. Feladat. Oszthatosagi szabalyok:

egy egész szam oszthatd 2-vel < utolsod szamjegye oszthatd 2-vel;

egy egész szam oszthatd 3-mal < szamjegyeinek Osszege oszthatd 3-mal;;

egy egész szam oszthatod 4-gyel < utolsod két szamjegyébdl allo szam oszthato 4-gyel;

egy egész szam oszthato 5-tel < utolsd szamjegye oszthatd 5-tel (azaz utolsod szamjegye 0
vagy 5);

egy egész szam oszthatd 8-cal < utols6 hdrom szamjegyébdl allo szam oszthatod 8-cal;

e egy egész szam oszthatd 9-cel & szamjegyeinek Osszege oszthatd 9-cel;

o cgy egész szam oszthatd 10-zel < utolsod szamjegye oszthatd 10-zel (azaz utolsd szamjegye

0);

(~ vissza a feladathoz: 1.7.8)

2.7.9. Feladat. Jeldlje 7(n) az n természetes szam osztoinak szamat.

(a) 88 =23.11, 7(88) =8, (b) 140 =22 .57, 7(140) = 12,
(c) 360 =23-32.5, 7(360) = 24 (d) 495 =32-5-11, 7(495) = 12,
(e) 2310 =2-3-5-7-11, 7(2310) = 32, (f) 2808 = 23 .33 .13, 7(2808) = 32.

~ video: |7.9. Feladat: (b)
(~ vissza a feladathoz: 1.7.9)

2.7.10. Feladat.

(a) a=40=23.5b=284=22.3-7, Inko: 4, Ikkt: 23 -3 5.7 = 840,
(b) a=42=2-3-7,b="77="7-11, Inko: 7, Ikkt: 2-3-7-11 = 462,
(c) a=88=23-11,b=60=22-3-5, Inko: 4, lkkt: 23-3-5-11 = 1320,


https://youtu.be/WNQjyF18jwU
https://youtu.be/_AhB2xNuuHc
https://youtu.be/6BR5rSmVNFs
https://youtu.be/l5Nt6BOqM1Q
https://youtu.be/xHDN0MbW15k
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(d) a=140=22-5-7,b =126 =2-32- 7, Inko: 14, Ikkt: 22 - 32 . 5.7 = 1260,
(e) a=360=23.32.5 b=108 =22 - 3% Inko: 36, lkkt: 23 - 33 . 5 = 1080,
(f) a=495=232.5-11,b =525 =3-52-7, Inko: 15, Ikkt: 3252711 = 17325.

~ video: | 7.10. Feladat: (b) és (e)
(~ vissza a feladathoz: 1.7.10)

2.7.11. Feladat. A hanyadost jeldlje ¢, a maradékot 7.

(a) g =2,r =23, (b) ¢q=7,7r=3,
(c) g=0,7r=0, (d) ¢g=0,b=2,
(e) gq=-8,r=2, (f) g=—-4,r=T1,
(g) =12, r =1, (h) ¢ =—6,r=2.

~ video: | 7.11. Feladat: (b) és (f)
(~ vissza a feladathoz: 1.7.11)

2.7.12. Feladat.

(a) Inko(a,b) ~ 8, lkkt(a,b) ~ 280, (b) Inko(a,b) ~ 5, Ikkt(a, b) ~ 560,

(c) Inko(a,b) ~ 3, Ikkt(a, b) ~ 252, (d) Inko(a,b) ~ 6, Ikkt(a,b) ~ 390,

(e) Inko(a, b) ~ 23, lkkt(a, b) ~ 2576, (f) Inko(a, b) ~ 77, Ikkkt(a, b) ~ 7007,
(g) Inko(a,b) ~ 7, lkkt(a,b) ~ 580139, (h) Inko(a,b) ~ 13, lkkt(a, b) ~ 143143.

~ video: |7.12. Feladat: (b)
(~ vissza a feladathoz: 1.7.12)

2.7.13. Feladat. A 2025, az 1848 és az 1476 is oszthaté 3-mal, tehat ezeknek barmelyik hatvinya
és a hatvanyok Osszege/kiilonbsége is oszthato 3-mal.

(~ vissza a feladathoz: 1.7.13)

2.7.14. Feladat. Legyen Flora életkora n, ekkor az édesapjanak az életkora n + 28. Mikor lesz
n | n+ 28 igaz? Tudjuk, hogy ha n | n+ 28 és n | n, akkor n | ((n + 28) —n) = 28, azaz n osztoja
28-nak. A 28 = 22 . T-nek (24 1)(1 + 1) = 6 pozitiv osztoja van: 1,2,4,7,14,28. Tehat legfeljebb
6-szor lesz Flora életkora osztoja az édesapja életkoranak.

~ video: |7.14. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.7.14)

2.7.15. Feladat. Mivel 18¢ — 6d = 9(2c — 3d) + 21d, igy, ha 2¢ — 3d oszthato 7-tel, akkor 18¢ — 6d
is.

(~ vissza a feladathoz: 1.7.15)

2.7.16. Feladat. Mivel 8z — 3y = 2(x + y) + (6x — 5y), igy, ha = + y és 6x — by oszthato 11-gyel,
akkor 8x — 3y is.

~ video: |7.16. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.7.16)



https://youtu.be/9eNnHFYHxtM
https://youtu.be/ksCEKBLoSQA
https://youtu.be/nYqVQ5mKKuI
https://youtu.be/L5s4VoiiL8Y
https://youtu.be/HrUNlXAjYt4
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2.7.17. Feladat. Mivel a 80 = 7 - 11 4 3, igy péntekhez képest 3 nap milik el, azaz hétfs lesz.
(~ vissza a feladathoz: 1.7.17)
2.7.18. Feladat. A tiizijatékok szinei hatosaval ismétlédnek, tehat a 60, a 80 és a 103 szamok

6-tal vett osztasi maradékat kell vizsgalnunk: 60 = 10-6+40; 80 = 13-6+2; 103 = 17-6 + 1, azaz
a 60. tizijaték zold, a 80. sarga, a 103. kék.

~ video: ’7.18. Feladat‘
(~ vissza a feladathoz: 1.7.18)
2.7.19. Feladat. A kosarban legyen n < 100 db alma. Tudjuk, hogy 4 |n—3;5|n—4és6 | n—>5.

Tehéat n + 1 oszthato 4-gyel, 5-tel és 6-tal is; n + 1 = ¢ - Ikkt(4,5,6) = 60, de n < 100, igy ¢ = 1.
Amibdl kapjuk, hogy 59 db alma van a kosarban.

(~ vissza a feladathoz: 1.7.19)

2.7.20. Feladat. Hentes és zoldséges lkkt(6,8) = 24 nap mulva, pénteken lesz a faluban.
(~ vissza a feladathoz: 1.7.20)

2.7.21. Feladat. Maximum Inko(480,330) = 30 cm-es csikok lehetnek.
(~ vissza a feladathoz: 1.7.21)

2.7.22. Feladat. Maximum Inko(72,27) = 9 cm-esek az épitSkockak élei.

~ video: | 7.22. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.7.22)

2.7.23. Feladat. Mivel 36 = 2% - 3%, igy n primtényez6s felbontasaban a 2 és a 3 pontosan elsd
hatvinyon szerepel. A 2 -3 szorzatot a kovetkezd primek koziil eggyel szorozhatjuk meg, hogy 100-
nal kisebb szamot kapjunk: 5,7,11,13, és még az is megfelel, ha n = 6. Azaz 5 lehetséges értéke
van n-nek: 6, 30,42, 66, 78.

(~ vissza a feladathoz: 1.7.23)

2.7.24. Feladat. 1kkt(84, 72) = 504 mésodperc mulva; ezalatt Balint 6, Bandi 7 kort futott.
(~ vissza a feladathoz: 1.7.24)

2.7.25. Feladat. 1kkt(24,42) = 168 m mulva.

(~~ vissza a feladathoz: 1.7.25)

2.7.26. Feladat. lkkt(12,15) = 60 perc mulva, tehat oranként. Ez azt jelenti, hogy 7 utan és
délutan 4 el6tt 8-szor inditjak egyszerre a villamosokat.

(~ vissza a feladathoz: 1.7.26)

2.7.27. Feladat. Mivel 1kkt(2,3,5) = 30, igy egy 30 napos honapban egyszer sportolnak mind-
harman ugyanazon a napon. Tovabba lkkt(2,3) = 6, 1kkt(2,5) = 10, Ikkt(3,5) = 15, tehat Dora és
Ella 5-szor, Doéra és Bori 3-szor, Ella és Bori pedig 2-szer sportol ugyanazon a napon. Ez 6sszesen
5+ 3+ 2—3 =7 alkalom, mert le kell vonni mindharom esetben azt a napot, amikor mindharman
sportolnak.

~ video: | 7.27. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.7.27)



https://youtu.be/3xa_C8XeF-4
https://youtu.be/vCfsqXTJ1Xs
https://youtu.be/jW0YIl34SQ0
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2.7.28. Feladat. Minden vigas utan a fejek szamanak a kiilonbsége 3-mal oszthaté (—8+ 14 = 6,
—946=-3, —10 4+ 13 = 3), és ezek koziil csak abban az esetben csokken a fejek szama, ha 9-et
vag le. Igy 30 db ,9-es vagassal” a sarkdnynak mar csak 10 feje marad, majd egy ,,10-es vagassal”
végez a sarkdnnyal.

(~~ vissza a feladathoz: 1.7.28)

2.7.29. Feladat. 180 és 78.
(~ vissza a feladathoz: 1.7.29)
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2.8. Komplex szamok & Polinomok

2.8.1. Feladat.

41— 114, (d) 17 — 24,
3 11 - 11 23
—13 — 3L (h> 0 105

~ videdk: | 8.1.

Feladat: (a)—(e) |, |8.1. Feladat: (f)—(i)

(~ vissza a feladathoz: 1.8.1)

2.8.2. Feladat. Vegyiik észre, hogy ha a ¢ szoget az egységkoron dbrazoljuk, akkor koordinatéai:
(cos @, sin ). Ez indokolja, hogy a tablazatban el6szor szerepel cos ¢ és utana sin .

‘ fok ‘ rad. ‘ Ccos ‘ sin ¢ H

‘ fok ‘ rad. ‘ Ccos ‘ sin ¢ ‘

(a) | 0 | 0 1 0 [ ]3] = | £ | !
CHECEE NN N N N
() | 90 | 0 1 | (®)[120] & | -1 | ¥
(g) |135| 20 | -2 | ¥2 [(h)|150 | 5= | 2| !
() [180| = | =1 | 0 [ () |210] = | | 1
(9 |225] 5 | —F[ -] [20] F | -5 |-
m)|[270] 2= | o | -1 |[(m)[300] 5= | L | ¥
(o) [315| T | 2 | —v2 | (p)|330 ] Ur | & | I

~ video:

8.2. Feladat: (b),(c),(d),(h),(k) és (n)

(~ vissza a feladathoz: 1.8.2)


https://www.youtube.com/watch?v=66DzerKTsT8
https://www.youtube.com/watch?v=4-O05rZBEOc
https://youtu.be/5U7FEMHrXDA
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2.8.3. Feladat.
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(a) 3=3-(cos0+1-sin0) = 3e, (b) =5 =5 (cosT+i-sinm) = 5e™,
(c) i=cosZ+i-sinZ =e2’ (d) —8i=8(cos2 +i-sin?l) = 8e5
(e) \/_ \/_Z—Q(COS——i—Z sin 7) = 2e1’, (f) 1—i=+2(cos ™ +i- sin ) = /257,
(g) 2— \/_1—4(COS—+Z sin o) = e, (h —\/g—i:2(cos——|—2 sin IF) =25,
(1) —3 + v/3i = 2v/3(cos X 4 i-sin %) = 2/3e%1.
51 Im(2)
. 21
o(i) Ao o)
w | @  Re(?)
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
o) 1| o)
9|
3
°(g)

4

5

6!

7

—88(d)

~ videok: |8.3. Feladat (a), (c) és (f)|, |8.3. Feladat: (h)
(~ vissza a feladathoz: 1.8.3)
2.8.4. Feladat.

(a) (COSO +1isin0) = 2, (b) 3%t = —3i,
(c) 2ei" = /2 ++/2i, (d) V2(cos ¥ +isin 3T) = —1 44,
(e) Cos——i—zsm%:—%g—%i, (f) ei= -3 4 1
(g) 2(cos Z +isin 2F) =1 — /3.


https://www.youtube.com/watch?v=OjDbZ71-Qik
https://www.youtube.com/watch?v=vppXBWlfokg"

92 2. FEJEZET. MEGOLDASOK

3,,
Im(z2)
2,,
(g) X o(c)
(f)f (a) Re(2)
-3 -2 -4 1 2 3 4
(e) _1
o] o)
—3¢(h)

~» videok: | 8.4. Feladat: (a)—(b)| |8.4. Feladat: (d) és (f)
(~ vissza a feladathoz: 1.8.4)

2.8.5. Feladat.
(a) 8(cos 3t +i i -sin 3—”) = —8i,

6
e) 20M(cos & + i - sin 3F) = —2011,

f 61526<COS 44 -sin ) = —3 - 69% 4+ 3/3 - 619,

)
)
(d) 267(005 0 + i - sin 22 ) —2061/3 4 2064,
) s
) 3

~ videok: |8.5. Feladat: (a) |, |8.5. Feladat: (d)
(~ vissza a feladathoz: 1.8.5)

2.8.6. Feladat.

(a) 3 =3(cos0+isin0), —3 = 3(cosm + isinm),

b) 2i =2(cos T +isin %), —2i = 2(cos 2 + isin 2F),
)\f—l—\/§ —cos—+@smz, ‘[ f@zcos—%—@sm%,

) —2\/§+2\/_Z—4<COSI+ZSI n3r), 2¢/2 — 2/2i = 4(cos 7 + isin ),
) —1—4i, 1444,
) V3+i=2(cosZ+isinZ), —v/3 —i=2(cos T +isinIT)
)
)
1)

C

d

AAA

—2—2(cos7r+zsm7r) 1+V3i=2(cosZ +isinZ), 1 —v/3i = 2(cos(—%) +isin(—%)),
2i—2(cos——|—isin ) —\/5—2—2(cos—+@s1n76”) \/5—1—2(cosu—”+zsm%r),

i \/5\/_+\/_\/_z_2\/_(cos—+zsm ) 2\/_(cosn—”+zsm“—”) 2\/_((30811927r —l—zsmw”)

TN N —

e
f
g
h

_

~ videok: |8.6. Feladat: (b) |, |8.6. Feladat: (h)
(~ vissza a feladathoz: 1.8.6)

2.8.7. Feladat.

(a) Ilz—’i, SL’QIi
2+ 1= (x+1i)(r—1)


https://www.youtube.com/watch?v=kn8aEUJa0dU
https://www.youtube.com/watch?v=FoYhBZ5SNRA
https://youtu.be/pCJ39aYa7m0
https://youtu.be/UjJGvBj72ag
https://youtu.be/VTObYLAOnXU
https://youtu.be/LJjYFrOx_5M

2.8. KOMPLEX SZAMOK & POLINOMOK

(b) 1‘1:—3—i, $2:—3+i

2?2+ 6x+10=(x+3+14)(x+3—1)
(C) T12 = —1

22+ 220 — 1 = (v +1)?
(d) 21 = =2, 20 =1+3i, 25 =1 —/3i

2 4+8=(r+2)(x—1—3i)(zx—14+30)
() x12=0, x5 = —3i, x4 = 3i

ot + 927 = 2% (x + 3i)(z — 30)
(f) T = —2, To = 2, To — —2Z, T3 = 2

=16 = (z +2)(z — 2)(z + 2i)(x — 2i)
(g) T12 = —3i, T34 = 31

ot +182% + 81 = (x + 3i)*(z — 3i)?

’ Szabadul6 szoba ‘

~ video:

93

8.7. Feladat: (b) és (g)

(~ vissza a feladathoz: 1.8.7)


https://youtu.be/pKhDBB0PyGo
https://view.genial.ly/5f6665443c6c490cee94ff3b/game-breakout-komplex-szamok
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