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Mire hasznalhaté a szamelmélet?

o Titkositas (RSA, ECC)

o Algoritmusok: euklideszi algoritmus, primtesztek, gyors hatvanyozas,
kinai maradéktétel

o Adatkédolas, hibajavitas (Hamming-kéd, Reed—Solomon kéd
(Dimat3))

o Bonyolultsagelmélet
o Véletlenszam generalas

o Digitalis alairas
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Oszthatésag

Relaciéként

a = {(x,y): x osztéja y-nak} az A halmazon.

Megadjuk az oszthatésag preciz definiciéjat természetes szamokon.

Definicié.
Az a természetes szam osztdja a b természetes szamnak (b tobbszérose

a-nak), ha létezik olyan k természetes szam, amelyre a- k = b. Ha a

osztdja b-nek, akkor ezt ugy jeldljiik, hogy a | b. Formalisan:

a|b&5 JkeN: a-k=b.

Példa.
@ 3|18, mert k = 6-ra teljesiil a definicié, azaz 3-6 = 18.

@ 3114, mert nincs olyan k € N, amelyre 3- k =14

Mat. info. 1. (Dimatl) (8. el8adas) Szamelmélet



Oszthatésag kiillonb6z6 alaphalmazokon

Az oszthatésagi relacié tulajdonsagai fiiggnek attél, hogy milyen A alaphalmazon
tekintjiik.

Korabban mar lattuk, hogy a természetes szamok halmazan az oszthatésag
részbenrendezés, és az (N; |) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme 1.

A=7Z
Ha az oszthatésag relaciot Z-n tekinjiik, akkor a relacié mar nem
antiszimmetrikus, példaul 2 | —2 és —2| 2, de 2 # —2.

A=Q\ {0}
Ha az oszthat6sagot a nemnulla racionalis szamok halmazan értelmezziik, ott

minden a, b elem relaciéban all, ugyanis minden a, b elemre § is eleme a
halmaznak, igy a- g = b. Ezért ezen a halmazon nem tal érdekes az oszthatésag.

| A

w
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Felbonthatatlanok, primek

Definicid.

A p természetes szam felbonthatatlan (irreducibilis), ha p > 2 és csak
Ogy bonthaté fel két természetes szadm szorzatara, hogy valamelyik tényez8
1, formalisan:

Va,be N: p=ab=a=1vagy b=1.

Definicid.

Egy p természetes szam primszam, ha p > 2 ha valahanyszor osztéja egy
szorzatnak, mindannyiszor osztéja valamelyik tényezének, formalisan:
Va,be N: p|ab=p|avagyp]| b.
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Felbonthatatlanok, primek

6 nem prim, mert van olyan szorzat, példaul 3 -4, amelyre 6|3-4, de 613
és 61 4.

Egy p természetes szam pontosan akkor felbonthatatlan, ha primszam.

Megjegyzés.

A természetes szamok korében a két fogalom egybeesik, kdzépiskolaban a
felbonthatatlansaggal definialjak a primeket. Vannak azonban olyan
algebrai struktarak, ahol a két fogalom szétvalik (pl. paros szamok).

I A\

Végtelen sok primszam létezik.
Biz. lasd. 6. feladatsor. )
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A szamelmélet alaptétele
A szamelmélet alaptétele.

Minden (1-nél nagyobb) természetes szam felbonthaté primszamok
szorzatara, és ez a felbontas a tényezék sorrendjétdl eltekintve egyértelmdi.

Megjegyzés.
Ha szorzatként megengedjiik az lires szorzatot, akkor azt definicié szerint
1-nek tekintjiik, és a tétel tetsz6leges természetes szam esetén kimondhaté.

’

A primtényez6s felbontashoz a primeket sorravessziik, és vizsgaljuk, hogy
melyik osztéja a szamnak. Ha talaltunk primosztét, akkor a kapott
hanyadost, ismét elosztjuk. A kdvetkezé példaban a szokasos, tablazatos
formaban abrazoljuk az algoritmust.
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Primtényez6s felbontas

Példa.

Felbontjuk a 252 természetes szamot primtényezékre. A tablazat masodik
oszlopaban a primoszték szerepelnek, az elsé oszlop kdvetkezd helyére pedig
az osztas hanyadosa keriil. Az algoritmust akkor all le, ha a hanyados 1.

0sztd
252 2
126 2
63 3
21 3
7 7
1

A primtényezés felbontas: 2562 =2-2-3-3-7.
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Primhatvanytényezés felbontas

A szamelmélet alaptételének kdvetkezménye az alabbi.

Barmely természetes szam el6all paronként kiilonb6z6 primszamok
hatvanyainak szorzataként, és ez a felbontas a tényezék sorrendjétél
eltekintve egyértelmdi.

Példa.
A 252 =2-.2-3-3-7 primtényez&s felbontas primhatvanytényezés alakban:
252 =122.32.7.

v

A primhatvanytényezés alak kénnyebben attekinthets, példaul a legnagyobb
kozbs oszto és a legkisebb kdzds tobbszords is kdnnyebben szamolhaté
ebben a formaban.
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Inko N-en

Definicié.
A d természetes szamot az a és b természetes szamok legnagyobb k6z6s
osztéjanak nevezziik, ha teljesiilnek a kovetkezsk:

(KO) d|aésd]| b (kdzés osztd);
(LN) Yk e N: (k| aés k|b)=k<d(k|d) (kozés osztok koziil a legnagyobb).

Az a és b természetes szamok legnagyobb kézds osztéjat Inko(a, b)-vel jeldljik.

v

A definicié (LN) pontjaban k < d mellett azért szerepel k | d is, mert az, hogy d
legnagyobb a k&z0s oszték kézdtt, nem csak akkor igaz, ha a <
(részben)rendezést tekintjiik, hanem akkor is, ha az oszthatésag relacié szerinti
részbenrendezést nézziik a kdzds osztok halmazan (ennek Z-n lesz fontos szerepe).

v

Definicid.

Az a és b természetes szamok relativ primek, ha Inko(a, b) = 1.
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Ikkt N-en

Definicié.
A t természetes szamot az a és b természetes szamok legkisebb k6z6s
tobbszorésének nevezziik, ha teljesiilnek a kdvetkezék:

(KT) a|tésb|t (kdzos tobbszorss);

(LK) Yk eN: (a| késb| k)=t <k (t]k) (kozds tobbszdrosok koziil a
legkisebb).

Az a és b természetes szamok legkisebb kdzds tobbszorssét Ikkt(a, b)-vel jeldljik.

A definicié (LK) pontjaban az Inko-hoz hasonléan mindkét részbenrendezést
feltlintettiik: t < k és t | k is teljesiil, ha k egy tetszéleges kdzds tobbszords, t
pedig a legkisebb kozds tobbszoros.
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Legyen az a és b természetes szamok primhatvanytényezés felbontasa

a=pt-...opor ésb:plﬁl-...-pff"

(azokat a primeket, amelyek csak az egyik szam felbontasaban szerepelnek, a
masik szamban nulla kitevével tiintetjiik fel). Ekkor teljesiilnek az alabbiak:

O Inko(a, b) = pntexfa) . pmin(enfn).
Q Ikkt(a, b) = p>exhe) . pmax(anfn) J
Példa.

Meghatarozzuk 135 és 252 legnagyobb kozds osztéjat és legkisebb k6zos
tobbszorosét a fenti tétel segitségével.
Mivel 135 = 33 .5 &5 252 = 22 .32 . 7, ezért a tételben szerepls formaban:
135 =20.33.5.70 252 = 22.32.50.7 igy:

|nko(135, 252) — 2min(0,2) . 3min(3,2) . 5min(1,0) . 7min(0,1) —020.32.50.70 — 9,
|kkt(135, 252) — 2max(0,2) . 3max(3,2) . 5max(1,0) . 7max(0,1) —22.33 .51 .71 — 3780. )
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Tetsz6leges a és b természetes szam esetén

Inko(a, b) - Ikkt(a, b) = a- b.

Példa.
Az el6z6 példaban kapott felbontasok segitségével szemléltetjiik a tételt.

Inko(135, 252) - Ikkt(135, 252) =
(2min(0,2)3min(3,2)5min(1,0)7min(0,1)) . (2max(0,2)3max(3,2)5max(1,0)7max(0,1))

Mivel az egyik tényezében a kitev6k minimuma a masikban a kitevék
maximuma szerepel, igy mindkét szamban szereplé kitevsk el fognak
fordulni:

(2°325979) . (22335171) = (33 .5) - (2232 . 7) = 135 - 252,
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Oszték szama

Tetsz6leges a természetes szam osztéinak szamat 7(a) jeldli.

Legyen az a természetes szdm primhatvanytényezés felbontésa:
a=pyt-py?-...- pSn. Ekkor a osztéinak szama:

(@) =(au +1)(c2+1) ... - (n+1).

Biz. Ha csak egy p“ primhatvanyt tekintiink, akkor annak osztéi:

1,p,p?, ..., p"% Tehat a p® primhatvanynak o + 1 osztéja van. Amikor az
a szam osztoit keressiik, a kiilonbozé primek kitevsit egymastdl fliggetleniil
valaszthatjuk meg, tehat alkalmazhaté a kombinatorikabdl ismert szorzasi
szabaly, az oszték szama: 7(a) = (a1 + 1)(a2 +1) - ... - (ap + 1).
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Oszték szama

Legyen az a természetes szdm primhatvanytényezés felbontasa:
a=pyt-py?-...- pon. Ekkor a osztéinak szama:

7(a) = (o +1)(a2+1)-...- (ap+1).

Példa.

Meghatarozzuk a 252 természetes szam (pozitiv) osztdinak szamat.
Elészor tekintjiik a primhatvanytényezés felbontasat: 252 = 22.32.7. A
fenti tétel alapjan az oszték szama a kovetkezd:

7(252) = 2+ 1)(2 + 1)(1 + 1) = 18.
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Maradékos osztas Z-n

A Szamrendszerekrdl sz616 el6dasban mar szerepelt a maradékos osztas
természetes szamok esetén, most egész szamok kdrében is megadjuk.

Maradékos osztas tétele.

Ha a és b egész szamok és b #£ 0, akkor léteznek olyan egyértelmiien
meghatarozott q és r egész szamok, amelyekre a = bg + r és 0 < r < |b,

ahol a az osztandé, b az osztd, g a hanyados, r a maradék. |

@ Ha 0-t maradékosan osztjuk 2-vel: 0 =2 -0+ 0, a hanyados 0, maradék 0.

@ Ha —28-at maradékosan osztjuk 6-tal: —28 = 6 - (—5) + 2, a hanyados —5,
maradék 2. Hanyadosnak azért nem valaszthattuk a —4-et, mert a tétel
szerint a maradék mindig nemnegativ.

@ Ha —33-at maradékosan osztjuk —5-tel: —33 = (—5) - 7 + 2, a hanyados 7,
maradék 2. Az el6z6h6z hasonlé okbél nem felelt volna meg, ha a hanyadost
6-nak valasztjuk.

4
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Oszthatésag tulajdonsagai Z-n

Va,beZ:a|b&% 3keZ: a-k=».

Oszthatésag tulajdonsagai.

Tetsz6leges a, b, c egész szamokra teljesiilnek az alabbiak:
(1) a| a; (reflexiv)

(2) (a|bésb|c)= a]lc; (tranzitiv)
(3) 1] a;

(4) a|0;

(5) a| b= a] bc;

(6) (a|bésalc)=a|bxtc;
(7) (a| bésb|a) < a==+b;
(8) ha c #0, akkor a | b < ac | bc;
(9) (a| bés b+#0)=|a] <|b].
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Oszthatésag tulajdonsagai Z-n

(1) Barmely a € Z-re a| a.
Biz. k = 1 teljesiti a definiciéban megadott feltételt: a-1 = a.

(2) Barmely a,b,c € Z-re, (a|bés b|c)=a]c.
Biz. a|b& 3k €Z: a-ki=bésb|ceIkae€Z: b-ky=c, az
utobbi egyenletbe b helyére a korabban szereplé (a - kq)-et
behelyettesitve: (a- ki) - ko =a-(ki- k) =c,igy k=ki- ko € Z
valasztassal teljesiil az oszthatésag definicidja: a | c.

(3) Barmely a € Z-re 1| a.
Biz. k = a teljesiti a definicioban megadott feltételt: 1-a = a.
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Oszthatésag tulajdonsagai Z-n

(4) Barmely a € Z-re a | 0.
Biz. k = 0 teljesiti a definicioban megadott feltételt: a- 0 = 0.

(5) a| b= a] bc;
Biz. a| b< Jk € Z: a- k = b. Ha az egyenl6ség mindkét oldalat
szorozzuk c-vel, akkor a- (k- c) = b- ¢, mivel k - c € Z, igy teljesiil,
hogy a | bc.

(6) Barmely a,b,c € Z-re, (a|bésalc)=a|b=*c;
Biz. a|b& 3k €Z: a-ki=bésalcs dkr€Z: a-ky=c. Ha
Osszeadjuk a két egyenletet, és kiemeliink a-t:
a-ki+a-ky=a-(ki+k)=b+c,igy k=ki+ ky € Z valasztassal
teljesiil az oszthat6sag definiciéja: a | b+ c. Hasonléan kaphatjuk,
hogy a | b — c is teljesiil.
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Asszocialtsag

(7) Barmely a,b,c € Z-re, (a| bés b | a) & a= £b.
Biz. a|bésb|a<s Tk, ko €Z: a-ky = bés b- ky = a, a masodik
egyenletbe b helyére behelyettesitve az elsét: (a- k1) - ko = a- (k1 - ko) = a.
Ha a = 0, akkor tetsz6leges ki, ko esetén teljesiil. Ha a # 0, akkor az
egyenlet mindkét oldalat a-val leosztva: kq - ko = 1. Ez egész szamok
korében pontosan akkor teljesiil, ha |ki| = |ka| = 1, és az elGjeliik
megegyezik, ami ekvivalens azal, hogy a = +b.

Az a, b € Z szamok asszocialtak, ha a | b és b | a. Ami az el6z6 tétel

alapjan ekvivalens azzal, hogy a = +b, vagy masként |a| = |b|. Ha a és b
asszocialtak, akkor ezt tgy jeldljiik, hogy a ~ b.

Az asszocialtsag ekvivalenciarelacié Z-n.
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Asszocialtsag

Az asszocialtasag ekvivalenciarelacié Z-n.

Biz(onygatas). Az asszocialtsag reflexiv, mert az oszthatésag reflexiv. Az
asszocialtsag szimmetrikus, mert az asszocialtsag definicigja is
»szimmetrikus". Az asszocialtsag tranzitiv, mert az oszthatésag tranzitiv.

0~0,1~1, 1~-1,8~ —8, 103 ~ —103.

Osztalyozas
7] ~={{a, b}: |a| = |b|} = {{a, —a}: a € Z} C P(Z).
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Inko Z-n

A d egész szamot az a és b egész szamok legnagyobb k6z6s osztéjanak
nevezziik, ha teljesiilnek a kovetkezsk:

(KO) d|aésd|b (kdzds osztd);
(LN) Vk € N (k| aés k| b) = k| d (koz8s osztok koziil ,a legnagyobb”).

A definicié (LN) pontjaban k | d szerepel, ami most nem helyettesithets

k < d-vel, mert nem tudnank értelmezni a 0-nak sajat magaval vett kozds
osztéjat. Ugyanis nullanak minden egész szam osztdja, igy nem létezne kdzottiik
legnagyobb < szerint.

Valéjaban tetszéleges két nemnulla egész szam esetén az oszthatésag szerint sem
létezik egyetlen legnagyobb elem a kézds osztok halmazan, hiszen korabban
lattuk, hogy Z-n az oszthatésag relacié nem antiszimmetrikus, igy nem kapunk
részbenrendezést az oszthatdsagra nézve.
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Megjegyzés.

A legnagyobb kdzds oszté az egész szamok korében nem egyértelmiien
meghatarozott, ha d legnagyobb kozos osztd, akkor —d is. Azaz a
legnagyobb kdzds oszté az egész szamok halmazan csak asszocialtsag
erejéig egyértelmii. Az a és b egész szamok legnagyobb kozos osztéit
Inko(a, b) jeldli.

Példa.

A 135 és —252 egész szamok legnagyobb kdzos osztéja megkaphaté agy,
hogy el6szor a 135 és 252 természetes szamok legnagyobb k6z8s osztojat

meghatarozzuk. Korabban mar megkaptuk, hogy ez 9. Igy

Inko(135, —252) ~ 9

teljesiil, ahol ~ a korabban definialt asszocialtsagi relaciot jeldli, azaz 9 és
—9 is teljesiti a legnagyobb k6z6s oszté definiciéjat.
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Inko 0 esetén

Tetszblegs a egész szam esetén Inko(a, 0) ~ a. (Specialisan:

Inko(0,0) ~ 0.)

Biz. a|aés a0 teljesiil (17. dia (1)(4)), tehat a kdzds oszto, és
tetsz6leges k kozds osztéra k | a érvényes, tehat a legnagyobb kdzds oszto.

A primtényezékre bontas nagy szamok esetén nem konnyii, ezen alapul
tobb titkositasi médszer is (pl. RSA). A kdvetkezs dian talalhaté euklideszi
algoritmusban maradékos osztasok sorozatat kell elvégezni, igy kénnyen
algoritmizalhaté.

A 0-val vett legnagyobb koz0s oszté a fenti tétel szerint kaphaté meg.
Ahogy korabban mar lattuk, nemnulla egész szamok Inko-ja asszocialtsag
erejéig megegyezik az abszolatértékiik Inko-javal, igy az euklideszi
algoritmust elég természetes szamok korében megfogalmazni.
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Euklideszi algoritmus

Barmely a és b természetes szamnak van legnagyobb kéz6s osztéja, amely
az alabbi euklideszi algoritmussal megkaphaté. Az a és b természetes
szamokon végrehajtott euklideszi algoritmus maradékos osztasok ismételt
elvégzését jelenti:

a=qb+n (0< r<b)

b=qrn+nr 0<r3<m)
fh—2 = Qn-1rn—1 -+ In (0<r <rp1)
rn—1 :ann+rn+1 (rn+1 :O)

Az eljaras véges szam |épés utan véget ér, azaz létezik olyan n
természetes szam, hogy r, # 0 és r,.1 = 0. Ekkor a legnagyobb k&z6s
oszt6 az utolsé nemnulla maradék, azaz Inko(a, b) = rp.
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Euklideszi algoritmus

Példa.

Euklideszi algoritmussal meghatarozzuk a —75 és 27 egész szamok
legnagyobb kozds osztéjat.

A szamok abszolutértékére alkalmazzuk az euklideszi algoritmust:

75=2.27+21 (0 < 21 < 27)
27=1-21+6 (0 < 6 < 21)
21=3.6+3 (0 <3<6)

6=2-340

A masodik |épésben az osztandé megegyezik az elsé |épésben szerepld
osztéval. Tovabba, a masodik lépésben az oszté az elsé lépésben a
maradék. Ez a tovabbi lépésekben is hasonléan alakul.

A legnagyobb kdz6s oszté az utols6 nemnulla maradék, azaz esetiinkben 3.
Mivel egész szamok kdrében keressiik a legnagyobb kdzds osztét, igy a —3
is legnagyobb kozds oszté: Inko(—75,27) ~ 3.
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Euklideszi algoritmus bizonyitasa

a=qb+n (0 < <b)

b=qr+nr (0<r3<n)
'h—2 = Qn—1rn—1+ Iy (0 < r< rn_l)
rh—1 = ann+0

A maradékok nemnegativ szamok szigorian monoton csdkkend sorozatat alkotjak,
igy az algoritmus véges lépésben véget ér.

KO: Az algoritmus garantalja, hogy a legutolsé nemnulla maradék (r,) kézos
0szt6, ugyanis az utolsé sornal a maradék 0, tehat r, osztéja r,_1-nek, majd az
oszthat6sag tulajdonsagait felhasznalva (17. dia (1)(5)(6)) belathato, hogy
rn—>-nek is osztéja r,. Ezt megismételhetjiik minden sor esetén, tehat r, osztdja
a-nak és b-nek is.

LN: Ha tekintiink egy k kdzos osztét, ami osztéja a-nak és b-nek, akkor az
oszthatosag tulajdonsagait felhasznalva az 1. sorra (17. dia (5)(6)) r2-nek is
osztéja lesz, ami szintén minden sorra atvihetd, tehat r,-re is igaz.

Igy r, legnagyobb kozds oszté (LNKO).
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lkkt Z-n

A t egész szamot az a és b egész szamok legkisebb k6z6s
tobbszorosének nevezziik, ha teljesiilnek a kovetkezék:
(KT) a| tésb|t (kdzds oszto);
(LK) Yk e N (a| k és b | k) = t | k (kbzds tobbszorosok koziil a
Jlegkisebb”.

Megjegyzés.

Ahogy a legnagyobb koz0s osztd, Ggy a legkisebb kdzds tobbszoros is csak
asszocialtsag erejéig egyértelmd, jele: Ikkt(a, b). Ha meghataroztuk az Inko-t,
akkor |kkt is megkaphat6 a kovetkezs tétel segitségével.

Tétel.

Tetszbleges a és b egész szamok esetén

Inko(a, b) - Ikkt(a, b) ~ a- b.
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Feladatok

Hatarozzuk meg 300 primhatvanytényezés felbontasat, és osztéinak szamat.

Megoldas: Id. eléadason.

Végeredmény: 22-3-52, 7(300) = 18.

Mat. info. 1. (Dimatl) (8. el8adas) Szamelmélet 29 /31



Feladatok

Feladat.

Hatarozzuk meg a —300 és a 735 legnagyobb k6z8s osztéjat
primhatvanytényezékre bontassal és euklideszi algoritmussal is. Adjuk meg
a legkisebb kdzds tobbszorosiiket (nem kell szammal megadni, elég
szorzatként).

Megoldas: Id. el6adason.

Végeredmény: Inko(—300, 735) ~ 15, lkkt(—300,735) ~ (—20) - 735.
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Elektronikus teszt

A 6. elektronikus teszt nov. 21-én indull

o Inko(644,217) = 7. Igaz, mert 644 = 22 .7 .23 és 217 = 7 - 31.

o Ikkt(33,117) = 3861. Hamis, mert 33 = 3-11 és 117 = 32 - 13, igy
Ikkt(33,117) = 11 - 117 = 1287.

e A 279 és 620 szamok relativ primek. Hamis, mert 279 = 32 - 31,
620 = 22 .5 31, igy Inko(279, 620) = 31.
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