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Mire hasznalhaté a teljes indukcié?

o Rekurziv algoritmusok igazolasa teljes indukciéval.

o Rekurzivan definialt adatszerkezetek (fak, listak) tulajdonsagainak
vizsgalata.

o Program helyességének igazolasa.

o Futasi id6 meghatarozasa.
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Mire j6 a rekurzié és a bizonyitas?

Rekurzié nélkil (trivialis eseteket leszamitva) aligha lehetne programozni
vagy programozasi nyelveket definialni!

Bizonyitas nélkiil gyakran nem lehet elére tudni bizonyos dolgokat; pl. azt,
hogy hany lépésben fut le egy algoritmus vagy program. Az el6zetes becslés
és szamolas egyik kelléke a teljes indukcids bizonyitas. El6adason azért
bizonyitunk be néha egy-két dolgot, hogy gyakoroljuk az Gjonnan
megismert fogalmakat, tételeket, hogy hozzaszokjunk azok hasznalatahoz.
Masrészt — ha egyszer megértettiik — a bizonyitas segit majd a tételeket,
pontosan felidézni.
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Szamhalmazok jeldlése

Allandé jelolések.

N =1{1,2,3,4,...} a természetes szamok halmaza,

No ={0,1,2,3,...} a nemnegativ egész szamok halmaza,
z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} az egész szamok halmaza,
Q=1{a/b:a€cZ, be N} aracionalis szamok halmaza,

R a valés szamok halmaza.

A jelolések eredete: ,,natural” (természetes), , Zahl" (szam), ,quotient”
(kvociens, azaz hanyados), ,real” (valds).

Megjegyzés.

A kozépiskolaban hasznalt jeloléssel ellentétben a 0-t nem tekintjiik
természetes szamnak, hiszen az emberiség csak évezredekkel a pozitiv
tortekkel valé szamolasi rutin utan vezette be a 0 fogalmat.
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Teljes indukcié

Az indukcié alapvetd része a gondolkodasunknak, de a ,,sok esetbél az
Osszesre kdvetkeztets” mddszer nem mindig allja meg a helyét. A teljes
indukcié viszont az alaphalmaz és az elvégzett lépések miatt egy bizonyitasi
modszert ad a ,,minden n-re H(n)" tipust allitasok esetén, ha n
természetes szam.

Teljes indukciéval bizonyithat6, hogy minden n € N-re az els6 n
természetes szam osszege n(n+ 1)/2 (lasd. 6. feladatsor).
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Legkisebb elem létezése

Késébb sziikségiink lesz a kovetkez§ tételre.

L

Tétel.
Barmely nemiires, természetes szamokbdl all6 halmaznak van legkisebb
eleme.

Megjegyzés.

A fenti tételben, a természetes szamok halmaza helyettesithets Ny-lal, vagy
akar az {n € N : n > 7} halmazzal is.

v
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Teljes indukcié tétele (n-rél (n+ 1)-re)

Teljes indukcié tétele (1. alak).
Legyen H(n) egy n-tél fiiggs allitas. Ha

e H(1) igaz, és

o barmely n € N-re H(n) teljesiiléesébd| kovetkezik H(n + 1) teljesiilése,
akkor igaz a ,,¥n € N-re H(n)" allitas.

Megjegyzés.

A természetes szamok halmaza helyett az Ny halmaz vagy akar a
{7,8,9,...} halmaz is szerepelhetett volna a fenti tételben, de ekkor persze

H(1) helyett H(0)-at, illetve H(7)-et (azaz a legkisebb értelmes esetet)
kellett volna irnunk.

Mat. info. 1. (Dimatl) (7. el8adas) Teljes indukcié, Szamrendszerek




Teljes indukcio tétele (n-re az Gsszes el6z6bdl)

Teljes indukcié tétele (2. alak).

Legyen H(n) egy n-tdl fiiggs allitas. Ha barmely n € N esetén
H(1),H(2),...,H(n— 1) egyiittes teljesiilésébd| kovetkezik H(n)
teljesiilése, akkor igaz a,,Vn € N-re H(n)" allitas.

Formalisan: Ha Vn € N-re (H(1) A... A H(n — 1)) — H(n), akkor
Vn € N-re H(n).

Megjegyzés.

A H(1) allitas esetén, a H(1)-et megel6zé allitasok {H(1),...,H(n—1)}
halmaza iires, ezért ezek konjunkcidja definicié szerint igaz, igy H(1)-nek is
igaznak kell lenni.

A tétel bizonyitasa az el6adas ,Indirekt bizonyitas" részénél szerepel.
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All. Bizonyitsuk be teljes indukcié segitségével, hogy tetszéleges n
természetes szamra 6 | n3 + 5n.

Biz. A teljes indukci6 tételének 1. alakjat hasznaljuk, H(n): 6 | n® + 5n.
1. lépés: H(1) igaz, mivel 6 | 13 +5 = 6.

2. lépés: Tegyiik fel H(n) igaz valamely n € N-re, azaz 6 | n® +5n. Ez az
agynevezett indukcios feltevés.

3. lépés: Bizonyitjuk az indukcios feltevés segitségével, hogy az allitas
n+ l-re is igaz.

(n+123+5(n+1)=n+3n°+3n+1+5n+5

(n®+5n) + 3n(n+1) + 6.
~—— —— ~—
az ind. felt. miatt 6 | 6 | mert n(n+ 1) paros 6]

Azaz, tetszéleges n € N-re, ha H(n) igaz, akkor H(n + 1) is igaz. Ezért a
teljes indukci6 tétele alapjan minden n természetes szamra teljesiil a
feladatban szerepld oszthatésag. O
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Rekurziv definicié (n-rél (n+ 1)-re)

Rekurziv definicié (1. alak).

Gyakran nem bizonyitani, hanem definialni akarunk valamit. A teljes
indukci6 ,,parja” a rekurziv definicié: minden n € N-re szeretnénk
definialni az F(n) fogalmat. Ehhez definialjuk a fogalmat n = 1-re, azaz
definialjuk F(1)-et, majd megadjuk azt, hogy tetszéleges n-re hogyan
kapjuk meg F(n+ 1)-et F(n) felhasznalasaval.

Megjegyzés.

Természetesen N helyett Np-at is irhattunk volna.
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Rekurziv definicié (n-re az 6sszes el6z6bdl)

Rekurziv definicié (2. alak).

Minden n € N-re definialni szeretnénk az F(n) fogalmat agy, hogy F(n)-et
a korabbi elemek (F(1),...,F(n— 1)) segitségével definialjuk.

llyen tipusi rekurziv definicié szerepelt itéletkalkulusban a formulak
megadasanal, valamint predikatumkalkulusban a kifejezések, illetve a
formulak definici6ja soran.

Legyen =1 f6=1,é n>3esetén f, = f,_» + f,_1. Ezzel rekurziv
médon definidltuk az f,, természetes szamokat minden n € N-re, azaz
rekurziéval definialtuk az fi, f, f3, ... végtelen szamsorozatot, az an.
Fibonacci-sorozatot.

Mat. info. 1. (Dimatl) (7. el8adas) Teljes indukcié, Szamrendszerek




Mire hasznalhaté az indirekt bizonyitas?

o Algoritmus helyességének bizonyitasa.
o Bonyolultsagelméleti probléemak bizonyitasa.
@ Program helyességének igazolasa.

o Biztonsagi protokollok ellenérzése.
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Indirekt bizonyitas

Indirekt bizonyitas soran az allitas helyességét agy igazoljuk, hogy
feltessziik az allitas tagadasat, majd megmutatjuk, hogy igy ellentmondasra
jutunk. Korabban a Kombinatorikardl sz6l6 el6adasban emlitettiik mar az
injektiv leképzés fogalmat, most pontosabb definiciét adunk, és indirekt
bizonyitas segitségével igazoljuk, hogy egy leképzés injektiv.

Definicid.

A ¢: A— B leképezés injektiv, ha A kiilonbézé elemeinek képe
kiilonb6z6.

Megjegyzés.

A p: A — B leképzés injektivitdsa mas széval azt jelenti, hogy B minden
elemének legfeljebb egy Gse van, mig bijektiv leképezés esetén pontosan
egy 6se van minden B-beli elemnek.
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Indirekt bizonyitas

Példa.

All. I1gazoljuk, hogy a ¢: Rt — R, x¢ = (2x + 1)? leképezés injektiv.
Biz. Tegyiik fel az allitas tagadasat, azaz tegyiik fel, hogy ¢ nem injektiv.
Ekkor léteznek x1,x € RT, x; # x» pozitiv valés szamok, amelyekre

X1p = X20p.

X1 = xop <= (2x1 + 1)2 = (2x0 + 1)?
< |2x1 + 1| = |2x2 + 1]
= 2x1 +1=2x0+ 1, mivel x,x € R"
< 2x1 = 2x
= x1 = X2,

ami ellentmond annak, hogy x; # x», tehat a feltevésiink, hogy ¢ nem
injektiv leképezés, nem volt helyes.
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Megjegyzés.
Igazoljuk a teljes indukcié tételének 2. alakjat. (Az 1. alak bizonyitasa
hasonlé.)

All. Ha Vn € N-re (H(1)A...AH(n—1)) = H(n), akkor ¥n € N-re H(n).
Biz. Az allitast indirekt aton bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy az allitds nem
igaz, azaz Vn € N-re (H(1) A... A H(n—1)) — H(n) teljesiil, de van olyan
no € N, hogy H(ng) hamis.

Ekkor a B = {k € N : H(k) hamis} C N halmaz nem iires (mivel ny € B).
Legyen n; a B halmaz legkisebb eleme. Az n; elem valasztasa folytan
1,...,m —1¢ B, tehat H(1) A... A H(n1 — 1) igaz. Ekkor azonban a
feltevésben szerepls implikaci6 el6tagja igaz, ennek kovetkeztében H(ny) is
igaz, ami ellentmond annak, hogy n; € B. O

V.
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Az indirekt bizonyitas elve akkor is alkalmazhaté, ha nem tudjuk az allitas
igazsagértékét. Elindulunk indirekt aton, és ha nem jutunk ellentmondasra,
akkor kaphatunk egy ellenpéldat.

Példa.

All. Dénstiik el, hogy a ¢: R — R, x¢) = (2x + 1)? leképezés injektiv-e.
Biz. Tegyiik fel, hogy 1 nem injektiv. Ekkor léteznek xi,x2 € R, x1 # xo
val6s szamok, amelyekre x119) = x1).

X1 = x) <= (2X1 ar 1)2 = (2X2 + 1)2
<— |2X1 + 1| = |2X2 + 1|.
Mivel x1, x> tetsz6leges valés szam lehet, igy eléfordulhat, hogy

2x1 + 1= —(2x2 + 1), példaul x; =1 és xo = —2 esetén. Ekkor teljesiil,
hogy x1 # xp, de x19 = xp1), tehat a 1) leképezés nem injektiv.
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Mire hasznalhaték a szadmrendszerek?

o Digitalis aramkdrék miikddése binaris szamrendszeren alapul.

e Adatok, utasitasok tarolasa binarisan torténik a szamitégépen.

@ Assembly programozas.

o Memoériacimek megadasa.

o Szinkédok hexadecimalis (16-os) szamrendszerben vannak megadva.

@ Binaris szamok hexadecimalis szamrendszerben felirva
attekinthet6bbek.

o Valés szamok lebeg6pontos abrazolasa.

o Titkositas, adatvédelem.
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,Szamjegyek”

A megszokott decimalis (tizes) szamrendszerben a 0,1,2,...,9 szamjegyeket
hasznaljuk. (Tiz ujj van a keziinkén.) Ezen az el6adason binaris (kettes) és
hexadecimalis (tizenhatos) szamrendszerekrd| lesz sz6, ahol a kévetkez6
»szamjegyek” szerepelnek:

@ binaris szamjegyek: 0,1

@ hexadecimalis szamjegyek: 0,1,2,...,9,A,B,C,D,E, F

Szamjegyekbdl allé sorozatnal mindig rogziteni kell, hogy melyik szamrendszerben
van értelmezve, mi a szamrendszer alapszama, ezt a szamjegyek utan a jobb
als6 indexbe irjuk. Ha nem szerepel alsé indexben szam, akkor decimalis
szamrendszerben vagyunk.

v

@ 115 = 340;

"] 1116 = 1710.
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Helyi érték

A szamjegyek tényleges értéke fligg attél, hogy mi a szamrendszer
alapszama, és a szamjegy melyik poziciéban talalhaté. A decimalis
szamrendszerbeli értéket gy kapjuk meg, hogy a szamrendszer
alapszamanak megfelels hatvanyaval megszorozzuk a szamjegyet.

Természetes szamok korében ha a szamjegy k, a szamrendszer alapszama
a, és a szamjegy jobbrol szamolva az n. helyen van, akkor a decimalis
értékét agy kapjuk meg, hogy a k szamjegyet a"~!-nel megszorozzuk.
Ekkor a szamjegyhez tartozé helyi érték a"~1. Figyeljiink arra, hogy
természetes szamok korében a jobbszélsé szamjegy mindig a szamrendszer
alapszamanak 0. hatvanyaval, azaz 1-gyel szorzédik.

.

Példa.
® 40210 =4-10>+0-10' +2-10°
0 1011, =1-234+0-224+1-21 +1.20
@ 12Bjg=1-162+2-16' + B - 16°
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Atvaltas decimalis szamrendszerbe

A decimalis szamrendszerbe val6 atvaltasnal a helyi értékek meghatarozasa
utan el kell végezni a miiveleteket azzal a megegyezéssel, hogy a

hexadecimalis szamjegyeknél rendre A1g = 1019, B1g = 1119, .

01011, =1-2240-224+1-21+1-20 =80+ 210+ 110 = 1119
@ 12B1g =1-16°+2- 16 + B - 169 = 25679 + 3219 + 1119 = 29919

Szokas a szamokat helyi érték tablazattal is felirni, és agy leolvasni az
elvégzend6 miiveleteket:

Helyi érték:

23

22

21

20

Helyi érték:

162

16!

169

1

0

1

1

1

2

B
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Maradékos osztas

Szamrendszerek kozotti atvaltasok esetén sokszor maradékos osztasok
sorozatat kell elvégezni, igy sziikségiink van a kdvetkezd tételre.

Tétel.

Ha a és b természetes szamok, akkor |éteznek olyan egyértelmiien
meghatarozott q és r egész szamok, amelyekre a = bg + r és 0 < r < b.

Definicid.

| A\

Az el6z6 tételben szereplé a szamot osztanddnak, b-t oszténak, g-t
hanyadosnak és r-et maradéknak nevezziik.

| \

Az a = bg + r maradékos osztast a kdvetkezs formaban is irhatjuk:
a-+ b= g maradék: r.
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Atvaltas decimalisbdl binaris szamrendszerbe

Ahhoz, hogy decimalis szamrendszerbél binarisba valtsunk at, a decimalis
szamot 2-vel kell maradékosan osztani, majd a kapott hanyadost kell ismét
2-vel osztani, és ezt ismételni addig, amig a hanyados 0 nem lesz.

Példa.

Atvaltjuk a 1119 szamot binaris szamrendszerbe.

11 + 2 = 5 maradék 1
5+ 2 =2 maradék 1
2 =2 =1 maradék 0
1-+2 =0 maradék 1

Vegyiik észre, hogy 1130 =2-(2-(2-(2-0+1)+0)+ 1)+ 1, azaz az
utoljara kapott maradék szorzédik ketts legnagyobb hatvanyaval, tehat a
maradékokat lentrél felfelé kell leirni az atvaltashoz.

1130 = 1011,
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11 +~ 2 =5 maradék 1
5+2 =2 maradék 1
2 =2 =1 maradék
1+ 2 =0 maradék 1

Az atvaltas esetén elég az osztandé6t és a maradékot feljegyezni, mert a hanyados
mindig a kovetkez6 osztandéval egyezik meg, igy az alabbi formaba irhaté:

maradék
11| 1
5 1
2
1 1
0

Ahogy mar korabban is lattuk, a tablazatbdl alulrél felfelé lehet leolvasni a binaris

szamrendszerbeli alakot:
1150 = 1011,
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Atvaltas decimalisbdl hexadecimalisba

Ahhoz, hogy decimalis szamrendszerb6l hexadecimalisba valtsunk, at a
decimalis szamot 16-tal kell maradékosan osztani, majd a kapott hanyadost

kell ismét 16-tal osztani, és ezt ismételni addig, amig a hanyados 0 nem
lesz.

Atvaltjuk a 29919 szamot hexadecimalis szamrendszerbe.

299 = 16 = 18 maradék 11
18 = 16 = 1 maradék 2
116 = 0 maradék 1

Itt is érvényes, hogy 29919 = 16 - (16 - (16 - 0 + 1) +2) + 11, azaz az
utoljara kapott maradék szorzédik tizenhat legnagyobb hatvanyaval, tehat
a maradékokat lentrél felfelé kell leirni az atvaltashoz. A 11-es maradékot
B-vel jeldljiik a hexadecimalis szamban:

29910 = 12Bj14
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299 = 16 = 18 maradék 11
18 ~ 16 = 1 maradék 2
1 =16 =0 maradék 1

Ahogy az elébb is, itt is elég a tablazatot felirni:

‘ maradék
299 11
18 2
1 1

0

Alulrél felfelé le lehet leolvasni a hexadecimalis szamrendszerbeli alakot:
29910 = 12By6
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Atvaltas binarisbdl hexadecimalis szamrendszerbe

A binaris szamrendszerben megadott szamok sokszor nehezen
attekintheték, igy egyszeriibben kezelhet&ek, ha atirjuk hexadecimalis
szamrendszerbe. Mivel 2% = 16, ezért a binaris szamrendszerben megadott
szamokat jobbrdl, a legkisebb helyiértéktsl kezdve négyesével
csoportositjuk, és egy-egy négyes binaris blokkot valtunk at hexadecimalis
szamrendszerbe. Eléfordulhat, hogy az utolsé blokk nem tartalmaz négy
szamjegyet, de természetesen ekkor is at tudjuk valtani.

Valtsuk at a 1011000011, binaris szamrendszerben megadott szamot
hexadecimalis szamrendszerbe.

El6szor jobbrél négyesével csoportositjuk: 10 1100 0011

Majd az igy kialakult blokkokat atvaltjuk: 10, = 214, 11005, = 1219 = Cyg,
0011, = 316. Tehat az atvaltas:

10110000115 = 2C314
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Atvaltas hexadecimalisbél binaris szamrendszerbe

Hexadecimalis szamrendszerbdl binarisba val6 atvaltasnal minden
hexadecimalis szamjegyet atirunk binaris szamként agy, hogy mindig 4
binaris szamjegyet hasznalunk, akkor is, ha egyébként nem lenne ra
sziikség az érték miatt. Majd ezeket a megfelel6 sorrendben egymas mellé
irva megkapjuk a keresett binaris szamrendszerbeli szamot. Természetesen
a legvégén a szam elejérsl torolhetjiik a felesleges nullakat.

Példa.

Valtsuk at a 12B;6 hexadecimalis szamrendszerben megadott szamot
binaris szamrendszerbe.

A hexadecimalis szamjegyek atvaltva: 116 = 00015, 216 = 00105,

Big = 1119 = 1011,. Tehat az atvaltas:

12B;6 = 000100101011, = 100101011,
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Tortek atvaltasa decimalis és binaris kozott

Egy binaris szamrendszerben felirt tortszam a kdvetkezképpen irhaté at
decimalisba:

0,011, =0- () +1-(2)*+1-(2)® = 0,2510 + 0,125,0 = 0,375

A decimalis szamrendszerbeli tortszamok (tizedes tortek) binaris
atvaltasakor %—del osztunk, azaz 2-vel szorzunk, majd a szorzat
egészrészt lejegyezziik, és levonjuk a szorzatbdl, és az igy kapott szamot
szorozzuk ismét 2-vel. Az algoritmusnak akkor van vége, amikor a tortrész
0 értéket vesz fel.

0,375-2 = 0,75 egészrész 0
0,75-2 =1,5 egészrész 1
0,5-2=1,0 egészrész 1
Mivel 0,37510 = 3(0 + 3(1 + 3(1 4 0))), igy az utoljara kapott egészrész
szorz6dik % legnagyobb hatvanyaval, tehat most feliilrél lefelé kell leirni a

szamjegyeket:
0,37510 = 0,011,
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Irjuk at binaris szamrendszerbe a 0,713 tizedes tortet. Ha az algoritmus nem ér
hamarabb véget, akkor 4 jegyig szamoljuk a binaris szamjegyeket.

0,713 -2 = 1,426 egészrész 1
0,426 - 2 = 0,852 egészrész 0
0,852 -2 = 1,704 egészrész

0,704 - 2 = 1,408 egészrész 1

Ismét fel tudjuk irni tablazatban is, ahol az egészrész elére keriil:

egészrész
0,713
1 0,426
0 0,852
0,704
1 0,408

Fentrdl lefelé olvassuk a szamjegyeket, tehat: 0,71319 ~ 0,1011, = 0,68751¢
Elsfordul, hogy a véges tizedes tortek nem végesek binaris szamrendszerben.
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(OFLEGER

Osszeadasnal agy irjuk le a szamokat, hogy az azonos helyi értékii
szamjegyek egymas ala keriiljenek. Az Gsszeadast a legkisebb helyi értékii
szamjegytdl kezdjiik. Ha a szamjegyek dsszege nem egyetlen szamjeggyel
egyenld, akkor a nagyobb helyi értékii szamjegyet tovabbvissziik (atvitel),
ahogy ezt mar a decimalis szamrendszerbeli 6sszeadasnal megszoktuk.

Példa.
Elvégezziik az 1111, + 1010, dsszeadast.

1

Ol
=

11
10

A piros szamjegyek Gsszeadasakor mivel 15 + 15 = 10,, igy 1-et tovabb kell vinni.
A kék szamjegyeknél hasonlé a helyzet. A sarga szamjegyeknél az atvitel bittel
egylitt mar 1, 4+ 1, + 1, = 11, szerepel. Mivel elfogytak a szamjegyek az
Osszeadanddknal, igy ezt mar leirhatjuk.

1111, 4 1010, = 11001,

Mat. info. 1. (Dimatl) (7. el8adas) Teljes indukcié, Szamrendszerek



(OFLEGER

Példa.
Elvégezziik a 2A116 + 3D416 Osszeadast.

2A1
+ 31D 4
675

Az A és D szamjegyek dsszeadasanal
A6 + D16 = 1019 + 1319 = 2319 = 1716 tehat a 7 szamjegyet Ieirjuk az
1-et tovabbuvissziik.

2A116 4+ 3D416 = 67516

Mat. info. 1. (Dimatl) (7. el8adas) Teljes indukcié, Szamrendszerek



Feladatok

Mutassuk meg, hogy tetszéleges n € N-re

1-442-74+---+n(3n+1)=n(n+ 1)

Megoldas: Id. eléadason.
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Feladatok

Feladat.

Vizsgaljuk meg indirekt bizonyitas segitségével, hogy a valtozok tetszéleges
logikai értékei esetén igaz-e az alabbi formula

(p—q) = ((=P) V q).

Megoldas: Id. eléadason.

Végeredmény: igen.

Definicié.
Azokat az itéletkalkulusbeli formulakat, amelyek a logikai valtozék
tetsz6leges logikai értékei esetén igazak tautolégianak nevezziik.
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Feladatok

Feladat.

Végezziik el az 6sszeadasokat az adott szamrendszerben.
(a) 11101, + 1011,

(b) 1A816 + 4D316

Megoldas: Id. el6adason.

Végeredmény:
(a) 101000,
(b) 67Bie
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E-teszt: Szamrendszerek, szamelmélet (1. fel.)

A 6. (utolso) elektronikus teszt nov. 21-én indul!

Déntse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek az igazak, illetve melyek
hamisak. (1 pont jar, ha mind a harom valasz helyes).

@ Az n = 253 egész szam 2-es szamrendszerbeli alakja 11111101,
@ Az m = 1010111, és n = 101001, szamok &sszege 129.
@ Az m = T7Al6 és n = 92215 szamok Gsszege 4291.
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@ Az n = 253 egész szam 2-es szamrendszerbeli alakja 11111101,.
Igaz, mert 256 = 28, igy 25519 = 111111115, tehat
25519 — 270 = 111111115 — 10, = 11111101.

@ Az m = 1010111, és n = 101001, szdmok &sszege 129.
Hamis, mert az utols6é szamjegyek Gsszege 0, igy a szam nem lehet
paratlan. Ugyanis az utols6 szadmjegy kivételével a tobbi szamjegy 2
pozitiv hatvanyaval szorzédik, igy az utolsé bit mutatja meg, hogy a
szam paros vagy paratlan.

@ Az m = T7Alj6 és n = 92215 szamok &sszege 4291. Igaz,

TA1
+ 922
10C3

10C316 = 409610 a4 19210 o 310 = 429110.
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