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Mire hasznalhaté a grafelmélet?

Halézatok modellezése (szamitégép halézatok, weboldalak).

Utvonaltervezés (navigaciés rendszerek, jatékokban NPC-k
mozgatasa).

Algoritmusok (grafalgoritmusok, programforditasi sorrend,
Osszefiiggdség vizsgalat).

Mesterséges intelligencia (fogalomhald, neuralis halok).

Operaciods rendszerek (eréforras-kezelés, feladatiitemezés).

Bioinformatika (DNS szekvenalas graf-modellekkel).
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Alapfogalmak

Definicid.

Legyenek V és E tetsz6leges halmazok, és legyen

v E— {{u,v} :u,v € V} leképezés. Ekkor a G = (V/, E, 1) harmast
(iranyitas nélkiili) grafnak nevezziik. A V = V/(G) halmaz elemeit a graf
pontjainak (csiicsainak) nevezziik, E = E(G) pedig az élek halmaza.

Ezutan grafon mindig iranyitas nélkiili grafot értiink! J

Definicid.

Legyen G = (V/, E, ) graf. Tetszéleges e € E él esetén, ha er = {u, v},
akkor u és v az e él végpontjai, azaz e Gsszekoti az u és v cslcsokat
(masképp fogalmazva e illeszkedik az u és v csiicsokra). Az u = v esetben
az e élt hurokélnek nevezziik.
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Grafok
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Tobbszoros él nélkiili grafok

Megjegyzés.

Legyen G = (V, E, ) olyan graf, melyben nincs tobbszoros él (azaz két
pontot legfeljebb egy él kot Gssze). Ekkor a G grafthoz egyértelmiien
megadhaté egy olyan ¢ szimmetrikus relacié a V' halmazon, melynek
iranyitott grafjaban elhagyva az iranyitast, és a tobbszoros élekbsl egyet
megtartva éppen G-t kapjuk. Tehat egy G tobbszords éleket nem
tartalmazé graf megadhaté a (V; p) parral, ahol o szimmetrikus relacié a V
halmazon.

¢ X o={(b:0)(c.b),(b,d),(d, ),
Cc d (C7 d)v( 7C)7(C7 e)?(e7 C)7
(d,e),(e,d),(a,a),(e,e)} SV xV
aQ b
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Egyszerii grafok

Legyen V tetszéleges halmaz. Jeldlje (\2/) a V halmaz kételemii
részhalmazainak halmazat. )

Definicié.

Ha a G grafban nincsenek se hurokélek, se tobbszoros élek, akkor a G
grafot egyszerii grafnak nevezziik. Ekkor barmely élt meghataroznak a
végpontjai, azaz nincs sziikség a ¢ leképezésre, igy G = (V, E), ahol
EC(3)
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Graf izomorfizmus

Definicio.

Azt mondjuk, hogy a G és H egyszerii grafok izomorfak (jele: G = H), ha
van olyan ¢: V(G) — V/(H) bijektiv leképezés a pontokon, amelyre

{u,v} € E(G) & {up, vp} € E(H) teljesil tetszéleges u, v € V(G)
pontok esetén. Azaz ¢ pontosan az ,éleket viszi élekbe’. A ¢ leképezést
izomorfizmusnak nevezziik.

R ER
G e B x p: V(G) = V(H)
ap = u,
c d u y by = z,
cp = X,
a b y dSDZ v,
Ep =Y. )
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Definicid.

A G graf v csiucsanak fokszaman a v-re illeszked6 élek szamat értjiik, agy,
hogy a hurokél kettével noveli a fokszamot (jele: d(v)). Ha d(v) =0,
akkor v-t izolalt csticsnak nevezziik.

Barmely véges grafban a pontok fokszamainak dsszege paros szam,
mégpedig az élek szamanak kétszerese:

> d(v)=2-]E(G)|.

veV(G)

Bizonyitas. A fokszamok dsszegzésénél az éleket mindkét végpontjuknal
szamoljuk (és a hurokélek is duplan szamitanak), igy éppen az élek
szamanak kétszeresét kapjuk.
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Definicid.

A G grafban a v csiicsbél a u csicsba vezetd séta egy

V= \p,€1,V1,...,Vk_1, €, Vk = U sorozat, ahol vg,v1,...,vx € V, és az
e € E élek végpontjai v;_1 és v; minden i € {1,..., k} esetén. Ha

Vo = Vi, akkor zart sétardl beszéliink. A k szamot a séta hosszanak
nevezziik. Ha G egyszerii graf, akkor a sétat megadhatjuk a v, vy, ..., vk
pontsorozattal, ahol {v;_1,v;} € E, barmely i € {1,..., k} esetén.
Megengedjiik a 0-hossziisagl sétat is, ami csak egy pontot tartalmaz.

| A

Példa.
G A€ (zart) séta: a, b,c,e,c,d, b, a
- d
a b
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, kor

Definicié.

Ha egy séta pontsorozataban nincs ismétlédés, akkor a sétat atnak
nevezziik. Kornek nevezziik az olyan legalabb 1-hossziisaga zart sétat, ahol
sem az élek, sem a pontok nem ismétlédnek, kivéve a kezd6 és a
végpontot. (Az 1-hosszi kor egyetlen éle egy hurokél.)

G € at: a, b, c,d
kér: a,b,d,c,a
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Definicid.

Azt mondjuk, hogy a H graf részgrafja a G grafnak, ha V(H) C V(G) és
E(H) C E(G), azaz a részgrafok az eredeti grafbdl csicsok és élek
elhagyasaval keletkeznek. Ha a H részgraf tartalmazza az &sszes olyan
G-beli élt, amely V/(H)-beli cstcsokat kot Gssze, akkor H feszitett
részgrafja G-nek.

Példa.

G-nek Gj részgrafja, de nem feszitett részgrafja, G, feszitett részgraf.

G - G1 Gy
€ d € d € d
2 b & b 2 b
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Osszefiiggbség

Definicid.

Egy graf osszefiiggs, ha barmely két csticsa kozott vezet séta (ekvivalensen:
at).

Definicid.

| \

Egy G graf pontjainak halmazan a ~ relaciét elérhetségi relacionak
nevezziik: u ~ v akkor és csakis akkor, ha G-ben vezet séta (at) u-bol

D

s

@
\

Tetsz6leges G grafra ~ ekvivalenciarelacié V(G)-n. Az
ekvivalenciarelaciéhoz tartozé osztalyozas minden osztalya kifeszit egy
részgrafot, ezek a G graf dsszefiiggd komponensei. Azaz az dsszefliggd
komponensek paronként diszjunkt maximalis Gsszefliggd feszitett
részgrafok.
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OsszefiiggGség

b J
d
C
N
h j® ‘ee
k
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Hamilton-at, kor

Az utazé ligynok probléma

Egy utazéiigyndknek végig kell latogatnia néhany varost. Melyik a
leggyorsabb Gtvonal? (Itt az élekhez cimkék (stlyok) is vannak rendelve.)

Egyszerdisi

tett probléma

Egy grafban végig latogathatjuk-e az dsszes pontot agy, hogy mindegyiken
csak egyszer megyiink at?

Definicid.

Az olyan utat, ami egy graf minden pontjan athalad Hamilton-atnak
nevezziik. Az olyan kort, amely egy graf minden pontjan athalad
Hamilton-kornek nevezziik. (Mivel atrdl, illetve korrél van sz6, és minden
csticson at kell haladni, igy minden csiicson pontosan egyszer haladunk at,
kivéve a kornél a kezd6 és végpontot.)
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Hamilton-at, kor

Hamilton-at, illetve kor létezésére nincsen sziikséges és elegendé feltétel, és
a keresés is lassti (NP-teljes probléma).

(Sziikséges feltételek).

o Ha egy grafban van Hamilton-kor, akkor egy csucsot elhagyva a graf
osszefiiggd marad. (Altalanosan: k csiicsot elhagyva legfeljebb k
Gsszefiiggd komponensre esik szét.)

o Ha egy grafban van Hamilton-at, akkor egy csiicsot elhagyva a graf
legfeljebb két Ssszefiiggd komponensre esik szét. (Altalanosan: k
csucsot elhagyva legfeljebb k + 1 Gsszefiiggé komponensre esik szét.)

v

(Dirac-tétel) (Elégséges feltétel).

Legyen G n-ponti egyszer( graf, ahol n > 3. Ha G-ben minden pont foka
legalabb n/2, akkor G-ben van Hamilton-kor.
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Példa.

Vizsgaljuk meg, hogy van-e a grafokban Hamilton-at, illetve Hamilton-kor.

f
G = G =

& b & b

Mindkeét graf egyszer( graf, igy az Gt és a kor is megadhaté a pontok
felsorolasaval.
@ A Gj grafban van Hamilton-at, pl.: a, b, c, d, e, f. Nincs Hamilton-kor,
az e csicsot elhagyva a graf két dsszefliggd komponensre esik szét.
o A G, grafban van Hamilton-at, pl.: a, b, ¢, d, e, és van Hamilton-kor
is, pl.: a,b,d,e,c,a.
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Definicid.

Fak és erdék

Egy grafot kormentesnek neveziink, ha nincsen benne kor. (Ekkor a
grafban nem szerepelhet sem hurokél, sem tobbszoros él, tehat a kdrmentes
grafok egyszeriiek.)

Definicié.
A kormentes osszefliggs grafokat faknak nevezziik. Erdének nevezziik az
olyan grafot, amelynek komponensei fak (azaz a kdrmentes grafok az
erddk).
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Fak ekvivalens jellemzése (1.)

A kovetkezsk ekvivalensek tetszéleges G graf esetén.
Q G fa (0sszefiiggd, kormentes);
Q G Osszefiiggd, de barmely élt elhagyva mar nem lesz Gsszefliggs;
© G kormentes, de barmely 0j él hozzavételével mar keletkezik kor.

Bizonyitas: (1) < (2): Legyen G Osszefiiggs. Ha G-ben van kor, akkor
legyen annak egy éle e, ekkor az e élt elhagyva a G még mindig
Osszefliggs, ugyanis a két végpontja illeszkedett egy korre, tehat e
elhagyasa utan is van at kozottiik. (Ha e hurokél, akkor annak elhagyasa
sem befolyasolja az dsszefiiggdséget.) Forditva, ha van olyan e él, amit
elhagyva Osszefiiggé maradt a graf, e két végpontja Ossze van kdtve egy e-t
nem tartalmazé attal, tehat van G-ben kor. Azaz a kor létezése G-ben
ekvivalens azzal, hogy van olyan él, melyet elhagyva a grafbol a graf még
Osszefiiggé marad. Tehat ha G Osszefliggd, a kdrmentesség azzal
ekvivalens, hogy barmely élt elhagyva mar nem lesz G Gsszefiiggs.
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Fak ekvivalens jellemzése (1.)

A kovetkezsk ekvivalensek tetszéleges G graf esetén.
Q G fa (0sszefiiggd, kormentes);
Q G 0Osszefiiggd, de barmely élt elhagyva mar nem lesz Gsszefliggs;
© G kormentes, de barmely él hozzavételével mar keletkezik kor.

Bizonyitas (folyt.): (1) = (3): Legyen G kdrmentes. Ha G Gsszefiiggd
és hozzavesziink G-hez tetszélegesen egy élt, pl. az u, v pontokat
Osszekots e élt, akkor keletkezni fog kdr. Ugyanis, ha u = v, akkor a
hurokél segitségével 1-hossz kort kapunk. Ha u # v, akkor G
Osszefliggbsége miatt van Gt u-bél v-be, ami az e éllel egyiitt kort alkot.
(3) = (1): Ha G koérmentes, de barmely él hozzavételével mar keletkezik
kor, akkor az él hozzavétele el6tt is volt at az él végpontjai kézott, tehat G
Osszefliggs.

’
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Fak ekvivalens jellemzése (2.)

Tetsz6leges n-csticsi G grafra ekvivalensek a kovetkezok.
Q G fa;
Q G oOsszefiiggs és n — 1 éle van;

© G kormentes és n — 1 éle van.

s e

Definicié
Egy fa 1 foka pontjait leveleknek nevezziik.

Minden legalabb kétponta véges fanak legalabb két levele van. l
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Feladatok

Feladat.

Lehetséges-e, hogy egy egyszerii graf pontjainak fokszama a kovetkezé:
(a) 1,2,3,4,4,5;

(b) 1,1,2,3,5,8;
(c) 1,1,2,3,4,5;
(d) 1,2,2,3,4.

Megoldas: Id. el6adason.
Végeredmeény:

(a) nem;

(b)

(c) nem;
(d)
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Feladatok

Feladat.

Mi keriilhet a kérdgjelek helyére, ha egy 6-ponti egyszer(i graf fokszamai a
kovetkezék: 2,2,5,5,7,7.

Megoldas: Id. el6adason.

Végeredmény: Lehet 2,2 vagy 3, 3.
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Feladatok

Feladat.

Van-e Hamilton-at, kér a kdvetkez grafokban: |on|ine Hamilton-ut keres6|

Mat. info. 1. (Dimatl) (6. el8adas) Grafelmélet 23 /26


https://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-hamilton.html

Feladatok

Feladat.

Egy 10 csucsi fa fokszamai: 1,1,1,1,2,2,2,3,3,?. Hatarozza meg a
hianyzé fokszamot!

Megoldas: Id. el6adason.

Végeredmény: 2.
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E-teszt: Grafelmélet (1., 2. fel.)

Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek az igazak, illetve melyek
hamisak az alabbi G grafra. (1 pont jar, ha mind a harom valasz helyes).

a c

o G fa.

@ G-ben d, a, b, c, e maximalis hosszisagl séta.

@ G-ben van Hamilton-kor.
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@ G fa. Hamis, mert G-ben van kér, pl: a, b, d.

@ G-ben d, a, b, c, e maximalis hosszisagl séta. Hamis, mert egy
sétaban ismétlédhetnek a pontok, igy pl. d, a, b, c, e, b, a is egy séta.

@ G-ben van Hamilton-kér. Hamis, mert a b pontot elhagyva a graf 2
komponensre esik szét. Nem tudunk megadni olyan kort, ami minden
ponton pontosan egyszer halad at.
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