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Osztalyozas & Ekvivalenciarelacié (Ismétlés)

Definicio.
Legyen A tetszéleges halmaz, és legyen C C P(A). Azt mondjuk, hogy

C C P(A) osztalyozas az A halmazon vagy mas széval osztalyozasa az A
halmaznak, ha a C-beli halmazok

(1) nem tresek,
(2) paronként diszjunktak,

(3) egyesitésiik A (azaz minden elem benne van valamelyik C-beli
halmazban).

Szokas az osztalyozast particionak vagy faktorhalmaznak is nevezni. A C
osztalyozas elemeit osztalyoknak nevezziik.

Definicid.

Legyen o relacié az A halmazon. Azt mondjuk, hogy o
ekvivalenciarelacid, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.
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C~p

Legyen C osztalyozas az A halmazon. A
oc ={(a,b) e Ax A:(3X €C)(a,be X)}

relacié ekvivalenciarelacié.

Példa.

Legyen A egy iskola tanuléinak halmaza, és C elemei legyenek az iskola
osztalyai. Ekkor a C osztalyozas altal meghatarozott ekvivalenciarelacié:

oc ={(a,b) € Ax A: aés b osztalytarsak, vagy a = b}.
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Példa.

A ,Halmazok" el6adasban szerepelt, az A = {1,2, 3} halmaz 6sszes
osztalyozasa (partici6ja):

C1 = {{1?273}}’
C= {{172}3 {3}}a C3 = {{1}7 {273}}7 Cy = {{1a3}7 {2}}7
Cs = {{1},{2},{3}}.

Az osztélyozésokhoz tartoz6 ekvivalenciarelaciok:

° oc = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)},
° oc, = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)},

° oc; = {(1,1),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)},

° oc, = {(1,1),(1,3),(3,1),(3,3),(2,2)},

° ocs = {(1,1),(2,2),(3,3)}.
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Példa.
AC={{0},{-1,1},{—2,2},...} C P(Z) osztalyozashoz a

0={(0,00}U{(z,2): z€ Z}U{(z,-2): z€ Z}
={(a,b) € Z X Z: |a| = |b|}

ekvivalenciarelacié tartozik.
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Definicié.

Legyen g ekvivalenciarelacié az A halmazon. Az a € A elemet tartalmazé
osztalyon (vagy blokkon) az a/p = {b € A: (b, a) € o} halmazt értjiik.
A o blokkjainak A/p = {a/p : a € A} halmazat az A halmaz p szerinti
faktorhalmazanak vagy o szerinti osztalyozasanak nevezziik.

Példa.

Tekintsiik az A = {1, 2,3} halmazon a
0=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)} ekvivalenciarelaciét. Ekkor
1/o={be A:(b,1) € o} = {1,2}. Hasonléan 2/p = {1,2} é&s
3/0 = {3}. Tehat definicié szerint

Alo={1/0,2/0,3/0} = {{1,2},{1,2},{3}} = {{1,2}, {3}},

ami osztalyozasa A-nak.
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Tetsz6leges o C A x A ekvivalenciarelaciéra A/p osztalyozasa A-nak.

Megadjuk a Z halmazon értelmezett

o={(x,y) €LXL:3|x—y}
ekvivalenciadhoz tartozé osztalyozast.
ZJo={{ .., —12,-9,-6,-3,0,3,6,9,12,...},
{...,—11,-8,-5 -2,1,4,7,10,13,.. .},

{...,—10,—7,—4,-1,2,5,8,11,14,.. }}
= {{3k: ke Z}, {3k +1: k € Z}, {3k + 2: k € Z}}.
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Osztalyozas ~~ ekvivalenciarelacié (feladat)

Feladat.

Adjunk meg az A = {1,2,3,4} halmazon egy osztalyozast, és irjuk fel a
hozza tartozé ekvivalenciarelaciot.

Megoldas: Id. eléadason.
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Ekvivalenciarelaciék és osztalyozasok kapcsolata

Jelolés

Legyen A tetszéleges halmaz, jeldlje Part(A) az 6sszes az A halmazon
értelmezhetd osztalyozasok (mas széval particiok) halmazat, Eq(A) pedig
az A-n értelmezhet§ ekvivalenciarelaciok halmazat.

Megjegyzés.

Lattuk, hogy az ekvivalenciarelaciok osztalyozast (faktorhalmazt), az
osztalyozasok (faktorhalmazok) pedig ekvivalenciarelacickat hataroznak
meg. A kovetkezd tétel azt fejezi ki, hogy — a rogzitett A halmazon
értelmezett — ekvivalenciak és osztalyozasok lényegében ugyanazok.
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A

o v: Eq(A) — Part(A), o~ A/p={a/o:ac A} és
e ¢: Part(A) — Eq(A), C — oc

leképezések bijektivek, és egymas inverzei.
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Ekvivalenciarelacié és faktorhalmaz

Meghatarozzuk, hogy hany ekvivalenciarelacié van 4-elemii halmazon.
Mivel az ekvivalenciak és az osztalyozasok kozott megadhaté bijekcio,

valamint 4-elemi halmazon 15 osztalyozas van, igy ekvivalenciarelaciobdl is
15 van 4-elemii halmazon.

| b

1db 4 db 3db 6 db 1db
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Megjegyzés.
A fogalmak — nemcsak a matematikaban, hanem azon kiviil is — gyakran
agy alakulnak ki, hogy vesziink egy 0 C A? ekvivalenciarelaciét, és az A/ o
osztalyozas elemeinek nevet adunk.

Példaul, ha A a sik egyeneseinek halmaza és o a parhuzamossagi relacié
(amelyik ekvivalenciarelacic), akkor egy egyenes o szerinti blokkjat szokas
az egyenes iranyanak nevezni.
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Részbenrendezések és rendezések

Megjegyzés.

A (részben)rendezések a hierarchia fogalmat ragadjak meg matematikailag.
Ez a fogalom az informatikaban is fellép, hiszen pl. a szoftverek is
hierarchikus rendbe szervezett kisebb egységekbdl (szubrutin, modul,
eljaras, stb.) épiilnek fel.

Definicid.

Az A halmazon értelmezett o relacié részbenrendezés, ha reflexiv,
antiszimmetrikus és tranzitiv. Ha o részbenrendezés az A halmazon, akkor
az (A; p) part részbenrendezett halmaznak nevezziik.

Definicid.

Az A halmazon értelmezett relacié rendezés/teljes rendezés/linearis
rendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv és dichotém.
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Példa.

e Az {1,2,3} halmazon a o = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(3,3)} relacié
részbenrendezés, de nem rendezés, mert (2,3),(3,2) € o.

@ A nemnegativ egészek Ny halmazan az oszthatésagi relacio
részbenrendezés, tehat az (Np; | ) részbenrendezett halmaz. Azonban
az oszthatésag nem rendezés ezen a halmazon (Id. el6z6 el6adas),

o Az egészek halmazan az oszthatésagi relacié nem részbenrendezés,
mert nem antiszimmetrikus: 1| —1 és —1 | 1.

o Tetsz6leges A halmazra a P(A) hatvanyhalmazon a C részhalmaz
relaci6 részbenrendezés. A P(A) hatvanyhalmaz tetszéleges
részhalmaza a tartalmazasra nézve részbenrendezett halmaz.

o Tekintsiik az Gsszes ekvivalenciarelaciok Eq(A) halmazat A-n:

Eq(A) = {0 C A x A: g ekvivalenciarelacié} .

Ekkor (Eq(A); C ) részbenrendezett halmaz.
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Definicio.

Azt mondjuk, hogy az a és b elemek Gsszehasonlithatéok a <
részbenrendezésben, ha a < b vagy b < a. Tehat egy részbenrendezés
pontosan akkor dichotéom, ha barmely két elem Gsszehasonlithaté.

A 12 egész szam pozitiv osztéinak halmazan az oszthatésagi relacié
részbenrendezésben, a 2 és 3 egészek nem Gsszehasonlithaté elemek, mig 2
és 6 Osszehasonlithatéak.
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Definicid.

Legyen o részbenrendezés az A halmazon. Ha ez nem vezet félreértéshez,
akkor (a, b) € g helyett a < b-t irunk, és az a < b jeldlést hasznaljuk arra,
hogy a < b és a # b. Azt mondjuk, hogy a b € A elem fediaz a € A
elemet, és ezt a < b-vel jeldljiik, ha a < b és nincs olyan ¢ € A, amelyre
a < ¢ < b teljesil.

Példa.
Legyen <= {(a,b) : a| b} C N x N. Ekkor pl. 3 £ 4, azaz 3 {4, valamint
pl. 3 <6, azaz 3 | 6. Az utébbi esetben 3 < 6 is teljesiil, mivel 3 < 6 és
3#6. Pl. 12 nem fedi 3-at (3 £ 12), mert 3 < 12 és 3 < 6 < 12 (azaz
3/6|12és3#6+#12). Pl. 3-atfedi9 (3 <9), mert 3<9és3<c<9
esetén c € {3,9}.
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Megjegyzés.

A részbenrendezéseket véges halmazon agy szemléltethetjiik, hogy az
elemek kozt csak a fedési relaciot ,rajzoljuk be”, mégpedig gy, hogy ha
a < b, akkor a-t ,lejjebb” rajzoljuk, mint b-t. Ekkor a d < e relaciét agy
olvashatjuk le a diagramrél, hogy van egy felfelé vezets at d-bél e-be
néhany kozbiilsé ¢y, c1, . .., c, elemen keresztiil, azaz

d=cy<c <---<cp=e. Ezt a diagramot a részbenrendezés
Hasse-diagramjanak nevezziik.
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(P({1,2,3}); <)
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(P({1,2,3}); <)

11,23}
[ ]
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(P({1,2,3}); <)
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Hasse-diagram (feladat)

Feladat.

Adjuk meg a ({2,3,4,6,12}; | ) részbenrendezett halmaz
Hasse-diagramjat.

Megoldas: Id. kdvetkezé dia
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{123}

{1.2}0/ 050{1.3} / \ 56

we oz e 3
N N |

(P({1,2,3}); €) ({2,3,4,6,12}; |) ({2,3,4,5,6}; <)

Megjegyzés.

Egyazon részbenrendezett halmaz Hasse-diagramja tobbféleképpen is
lerajzolhaté.
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Legyen < részbenrendezés az A véges halmazon. Ekkor a fedési relacié
(azaz a Hasse-diagram) egyértelmiien meghatarozza a részbenrendezést.

{1,2,3}

N

{1.2}@ ®{1,3}

{1}® o2}

N

)

{1,2,3}

N

023} (12)@ 013 @23}

o3}

(P({1,2,3});

XX

{1}0\07 o3}
°
@

<)
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Legyen < részbenrendezés az A halmazon.
(a) Az m € A elem maximalis, ha nincs olyan a € A, hogy m < a.
Az m € A elem minimalis, ha nincs olyan a € A, hogy a < m.

(b)
(c) Az m € A elem legnagyobb elem, ha minden a € A elemre a < m
(d) Az m € A elem legkisebb elem, ha minden a € A elemre m < a.

AN AN AN

6@ 6. 6 6

NN NN

[ ]
B 2 B 2
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Definicié.

Legyen < részbenrendezés az A halmazon.

(2a) Az m € A elem maximalis, ha nincs olyan a € A, hogy m < a.
(b) Az m € A elem minimalis, ha nincs olyan a € A, hogy a < m.

(c) Az m € A elem legnagyobb elem, ha minden a € A elemre a < m.
(d) Az m € A elem legkisebb elem, ha minden a € A elemre m < a.

.

Megjegyzés.
@ maximalis elem = nincs nala nagyobb
o legnagyobb elem = minden masnal nagyobb
o Egy részbenrendezett halmaznak lehet tobb maximalis és tobb
minimalis eleme is, és az is eléfordulhat hogy nincs maximalis vagy
minimalis elem.

y
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Legyen A= {n € N: n > 2}, tekintsiik az (A; |) részbenrendezett
halmazt. Ennek a részbenrendezett halmaznak nincsen maximalis eleme, de

végtelen sok minimalis eleme van, melyek éppen a primszamok.

||

8@ 90 120

|

o o6 o o
2 5 7

Relacisk (2.)
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Az (Np; |) részbenrendezett halmaz esetén az 1 minimalis elem és
legkisebb elem is, a 0 pedig maximalis elem és legnagyobb elem is.
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Hasse-diagram (feladat)

Adjuk meg a ({2,3,4,5,6,12}; | ) részbenrendezett halmaz
Hasse-diagramjat. Hatarozzuk meg a minimalis, maximalis, legkisebb,
legnagyobb elemeket.

Megoldas: Id. el6adason.
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Megjegyzés.

Az oszthatésagi relacié esetén megadhatok a természetes szamoknak olyan
részhalmazai, hogy a kovetkez6 Hasse-diagramokat kapjuk:

max. és legnagyobb elem

max. elem max. elem max. elem max. elem o
(O (il ESERS

® ® o elem
min. és max.
] (] () ° L
min. elem min. elem min. elem min. elem
[ J [ J [ J

min. elem min. elem min. elem
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Megjegyzés.

Az oszthatésagi relacié esetén megadhatok a természetes szamoknak olyan
részhalmazai, hogy a kovetkez6 Hasse-diagramokat kapjuk:

max. és legnagyobb elem
30 @
max. elem max. elem max. elem max. elem o
@ 10 @ 15 @ 6@ 7 () i ComEre
elem
6@ 10 @ 15 @ >< ><
’ @ 3@ 5@ 2@ S.mln.;es:ax.
min. elem min. elem min. elem min. elem
2@ 3@ 5@
min. elem min. elem min. elem
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Véges halmazon minden részbenrendezésnek van maximalis és minimalis
eleme.

.

Egy részbenrendezett halmazban legfeljebb egy legnagyobb és legfeljebb
egy legkisebb eleme lehet.

.

Tfth. my is és my is legnagyobb elem. Ekkor mp < my (mert my
legnagyobb elem), m; < my (mert my legnagyobb elem). Az
antiszimmetria miatt m; = mo. O

Részbenrendezett halmaz legkisebb eleme minimalis elem is, legnagyobb
eleme maximalis elem is.
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Definicid: részbenrendezett halmazok direkt szorzata.

Legyen adottak az (A1; <1) és az (Ay; <2) részbenrendezett halmazok.
Direkt szorzatukat gy kapjuk, hogy Descartes-szorzatukon a
komponensenkénti részbenrendezést definialjuk. Azaz a direkt szorzatuk
(A1 X Ag; <), ahol (a1, a2) < (b1, b2) azt jelenti, hogy a1 <1 b; és

a» <o by. Megmutathaté, hogy ez is részbenrendezett halmaz.

Definicid: részbenrendezett halmazok lexikografikus szorzata.

Az (A1;<1) és az (Az; <2) rendezett halmazok (tehat nemcsak
részbenrendezett) lexikografikus szorzatan az (A; x Ap; C) rendezett
halmazt értjiik, ahol a C relacié a lexikografikus rendezést jelenti, azaz
(a1, a2) C (b1, by) akkor és csak akkor, ha a; <3 by, vagy

(a1 = b1 és a» <2 bp). Megmutathaté, hogy ily médon rendezett halmazt
kapunk.

A lexikografikus szorzat onnan kapta a nevét, hogy a lexikonok, szétarak,
névsorok is ezen az elven vannak rendezve.
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Példa.

A haromelemii ({0,1,2}; <) és a kételemii ({0,1}; <) rendezett
halmazok direkt és lexikografikus szorzatanak Hasse-diagramjai:

A‘l

2@
A,
1@

1@
0@

0@

@2

/
/o an
/0 1

0@

e

0@

(A1 x Ag; <)
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A reflexiv, a szimmetrikus és a tranzitiv lezart

Legyenek o és o relaciok az A halmazon, valamint 7 a reflexivitas,
szimmetria, antiszimmetria, tranzitivitas tulajdonsagok valamelyike.
Ha a o és o relaciok T tulajdonsaguak, akkor oMo is T tulajdonsagi.

Kovetkezmény.

Ekvivalenciarelaciéok metszete ekvivalenciarelacid, és részbenrendezések
metszete részbenrendezés.
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Definicid.

Legyen o0 C A x A tetsz6leges relacié. A o relacié tranzitiv lezartja alatt
azt a legsziikebb o tranzitiv relaciét értjiik, amelyre o C ot.

\.

Legyen o0 C A x A tetsz6leges relacié. Ekkor
ot ={(a,b) e Ax A: (3n € Ng)(Jcu,--.,cn € A)((a,c1), (c1,c2),---,(cn, b) € 0)}-

Példa.

Ha A={1,2,3} és p = {(1,2),(2,1),(2,3)}, akkor
o (1,1) € o™, mert (1,2),(2,1) € o,
e (1,3) € o™, ugyanis (1,2),(2,3) € o,
e (2,2) € o™, mert (2,1)(1,2) € p,

tovabbi elemek nem kaphatok meg, tehat

ot ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}, és ez a relacié mar tranzitiv. |
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Definicié.

Legyen o0 C A x A tetsz6leges relacié. A o relacié reflexiv és tranzitiv
lezartja alatt azt a legsziikebb o* reflexiv és tranzitiv relaciét értjiik,
amelyre o C o*.

Legyen 0 C A x A tetszbleges relacié, ekkor a o* = p" U {(a,a3): a€ A} a
o reflexiv és tranzitiv lezartja.

Példa.

Legyen A= {1,2,3} és o0 = {(1,2),(
lattuk, hogy o™ = {(1,1),(1,2),(1,3
és tranzitiv lezartja:

Q* = Q+ U {(17 1)7 (2a 2)7 (3a 3)}
={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,3)}-

2,1),(2,3)}. Az el6z6 példaban
), (2,1),(2,2),(2,3)}. lgy o reflexiv
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E-teszt: Szamossagok, Relaciék (2. fel.)

Az e-tesztek a http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/tests/ oldalon érhetsk
el. A, Szamossagok, Relaciok” teszt az 5. hét végén indul.

Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek az igazak, illetve melyek
hamisak (1 pont jar, ha mind a harom valasz helyes).

o A {(Hi, H2) : Hy és H, hasonlé} relacié a sikbeli haromszogek
halmazan tranzitiv.

o Legyen gc az A= {a,b,c,d,e, f,g} alaphalmaz
C = {{a},{b},{c.d,e,f,g}} osztalyozasahoz tartozo
ekvivalenciarelacié. Ekkor (d, g) € oc.

o Tekintsiik az A = {a, b, ¢, d} alaphalmazon értelmezett
o={(a,a),(b,b),(c,c),(c,d),(d,c),(d,d)} ekvivalenciarelacichoz
tartozé A/p osztalyozast. Ekkor {c} € A/p.
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http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/tests/

e A {(Hi1, H2) : Hy és H, hasonl6 } relaci6 a sikbeli haromszogek
halmazan tranzitiv. lgaz, ha H; és H hasonl6 haromszogek (azaz
szogeik paronként megegyeznek), és H, és Hs is hasonld, akkor H; és
Hs szdgei is paronként megegyeznek, tehat hasonlok, igy a relacié

tranzitiv.
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o Legyen gc az A={a,b,c,d,e, f,g} alaphalmaz
C={{a},{b},{c.d,e,f,g}} osztalyozasshoz tartozs
ekvivalenciarelacié. Ekkor (d, g) € oc. Igaz, mivel d és g egy
osztalyban van, igy a o¢ definici6ja szerint (d, g) € oc.
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e Tekintsiik az A = {a, b, ¢, d} alaphalmazon értelmezett
o={(a,a),(b,b),(c,c),(c,d),(d,c),(d,d)} ekvivalenciarelacichoz
tartoz6 A/p osztalyozast. Ekkor {c} € A/p. Hamis, a definici6
szerint c/p-ban az Gsszes olyan elem szerepel, ami c-vel relaciéban all
(o szerint), igy c/o = {c, d}, tehat {c,d} € A/o. Mivel A/p
osztalyozas, {c} ¢ A/o.

Mat. info. 1. (Dimatl) (4. el8adas) Relacisk (2.)
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