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Kovetelmények és tudnivalék

o e-mail: katai@math.u-szeged.hu

@ honlap: https://www.math.u-szeged.hu/~katai

o eléadas honlapja:
https://www.math.u-szeged.hu/"katai/matinfl_25/milea25.html

A targy kovetelményei, az el6adasok anyaga és segédanyagok a
gyakorlatokhoz a CooSpace feliiletén talalhatok meg (Id.
szintérinformacidk az eléadashoz, valamint szintérinformaciok a
gyakorlatokohoz, Mappak).
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Kovetelmények (ea. — részlet)

A gyakorlaton megszerzett legalabb elégséges (2) érdemjegy, vizsgajegyként
is elfogadhatd, ez a lehet6ség csak az ebben a félévben megszerzett
gyakorlati jegyek esetén érvényes, ha a Hallgaté nem a gyakorlati utévizsga
alapjan kapta.

A vizsgan elméleti kérdések is lesznek, a vizsgadolgozat 120 pontos.
Ponthatarok:

[0, 47] ~  elégtelen (1)
[48, 65] ~  elégséges (2)
(66, 83] ~ kozepes (3)
[84,101]  ~ jo (4)
[102,120] ~ _]eleS (5)

Az el6adason plusz pontokat lehet szerezni, amelyek a gyakorlaton
szerzett pontokhoz adédnak hozza (ha j6l mikddik a VoxVote oldal).
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Kovetelmények (gyak. — részlet)

o Gyakorlat: Aki legalabb 4 alkalommal hianyzik a gyakorlatrdl orvosi
igazolas nélkiil, "nem értékelhet6"-t kap, igy nem tehet gyakorlati
utévizsgat sem, és nem is vizsgazhat.
Osszesen 120 pontot lehet elérni.
24 pont elektronikus tesztekkel, minimum 10 pontot el kell érni.
72 = 36 + 36 pont két zarthelyi dolgozatbdl.
24 pontot szerezhetnek a gyakorlatokon, a gyakorlatvezet§jiik altal megadott
modon, melynek megszerzésének szabalyai a gyakorlat CooSpace szinterében
talalhatok.
o Az egyik zarthelyi dolgozat javithaté vagy pétolhaté, ha elektronikus
teszteken legalabb 10 pontot elért.
@ A ponthatarok megegyeznek a vizsga ponthataraval.
o Az elégtelen (1) gyakorlati jegy gyakorlati utévizsgan javithaté a félév teljes
anyagabdl irt dolgozattal. Utana vizsgazni is kell.
@ A zarthelyi dolgozatok idépontjai:
o 1. zarthelyi dolgozat: 2025. oktéber 13-17. a gyakorlaton.
o 2. zarthelyi dolgozat: 2025. december 1-5. a gyakorlaton.
o Pot/Javité dolgozat: vizsgaiddszak 1. hét.
o Gyakorlati utévizsga: vizsgaidészak 2. hét (vizsga is kell).
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Miré6l szl a matematikai logika?

A matematikai logika (mas néven szimbolikus logika) a gondolkodas
formalis szabalyaival foglalkozik. A ,formalis’ azt jelenti, hogy nem az
allitasok tényleges jelentése, hanem a szerkezete, igazsagértéke, és
gondolatmenetiink helyessége érdekel benniinket. A matematikai logika ily
moédon a matematika megalapozésat szolgalja.

A logikai miiveleteket a legtobb programozasi nyelv tartalmazza.
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Definicié: itélet, logikai érték/igazsagérték.

itéletnek neveziink egy olyan allitast (kijelents mondatot), amely vagy
igaz vagy hamis, de a ketts egyidejiileg nem teljesiilhet. Ha az itélet igaz
(vagy hamis), akkor azt mondjuk, hogy az itélet logikai értéke vagy
igazsagértéke igaz (vagy hamis). Az itélet tehat olyan allitas, aminek
igazsagértéke van.

Példa.

: A Naprendszer harmadik bolygéjan intelligens élet talalhato.

A
B: A 22° 41 természetes szam primszam.
C: Miért tanulunk logikat? (Nem itélet.)
D: Mar most imadom ezt a targyat.

E

: Most nem mondok igazat. (Nem itélet.)
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Osszetett itéletek

Példa.

A kéznapi nyelvben és a matematikaban is kdtészavak segitségével
képezhetiink itéletekbél Gjabb itéleteket:

F: Ha siit a nap, akkor kimegyek az uszodaba.
Kimegyek az uszodaba, és siit a nap.

Nem siit a nap.

Csak akkor megyek ki az uszodaba, ha siit a nap.
Kimegyek az uszodaba, vagy siit a nap.

X =IO

Akkor és csak akkor siit a nap, ha kimegyek az uszodaba.
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Definicid: dsszetett itélet, primitélet.

Tetszbleges A és B itéletre definialjuk az alabbi Gsszetett itéleteket:

(a) A negacidja a ,nem A" itélet (jel.: —A),

(b) A, B konjunkciéja az ,A és B” itélet (jel.: AA B),

(c) A, B diszjunkcidja az ,A vagy B" itélet (jel.: AV B),

(d) A, B implikacidja a ,ha A, akkor B" itélet (jel.: A — B),

(e) A, B ekvivalenciaja az ,akkor és csak akkor A, ha B" itélet (jel.:
A+ B).

Ha egy itélet nem dsszetett itélet, akkor primitéletnek nevezziik.

Megjegyzés.
Az itéletkalkulusban a primitélet a tovabb nem bonthaté épitéké, az atom.
Az igaz és hamis logikai értéket a tovabbiakban i, illetve h jeldli. (Sok mas
helyen, pl. sok programozasi nyelvben 1, illetve 0 jeldli az igaz, illetve a
hamis logikai értékeket.)
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A logikai miiveletek igazsagtablazata

Az el6z6 definiciéban bevezetett 6t logikai miivelet igazsagtablazatai a
kovetkezok:

B|AAB AVB A—B A©B
i i i i

A
i

i h h i h h
h i h i i h
h h h h i i

Megjegyzés.

A konjunkci6 akkor és csak akkor igaz, ha mindkét tag igaz. A diszjunkcié
akkor és csak akkor hamis, ha mindkét tag hamis. Az implikacié (A — B)
akkor és csak akkor hamis, ha az el6tag (A) igaz és az utétag (B) hamis.

Mat. info. 1. (1. el6adas) Itéletkalkulus 10/ 46



A konjunkcié és a hétkdznapi nyelv

Példa.
A koznapi és nem mindig fejez ki konjunkciét, valamint a konjunkciét nem
csak az és fejezheti ki.
L: Péter és Pal szomszédok. (Nem konjunkcié: kiildn-kiilon nem
mondhatjuk, hogy szomszéd.)
M: Péter és Pal haragtarté. (Konjunkcid: csak roviditése a ,,Péter
haragtarté és Pal haragtart6.” mondatnak.)
N: Péter elmegy a sarokig és balra fordul. (Nem konjunkcié:
id6rendiséget fejez ki.)
O: Szeretem a csokoladét, de utalom a kelkaposztat. (Konjunkcié: a de
helyettesithets és-sel.)
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A diszjunkcié és a hétkoznapi nyelv

Példa.

@ A matematikai logikaban és a matematikaban is a vagy kot6szot
mindig abban az értelemben hasznaljuk, hogy akar mind a kettd
megtorténthet. Ez az Gn. megengedd vagy.

@ A mindennapi életben a ,vagy' kot8szét kétféle értelemben is szokas
hasznalni.

P: Kavét hoz, vagy almos.

(Megengedd vagy: akar mind a ketté megtdrténthet.)
Q: Gyalog megy, vagy biciklizik.

(Kizaré6 vagy: csak az egyik torténhet meg.)

o Az ,A kizar6 vagy B" itélet alatt igazabdl az

(AV B) A (~(AA B))

itéletet értjiik, és nem vezetiink be 0j logikai miveletet.
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Implikacié szovegesen

A
e ,ha A, akkor B",
o ,csak akkor A, ha B",
@ , B sziikséges feltétele A-nak” és
o ,A-bdl kovetkezik B”
itéletek mind ugyanazt jelentik, ahogy ezt a kdvetkezé itéletek mutatjak:
R: Ha uszodaba megyek, akkor siit a Nap.
S: Csak akkor megyek az uszodaba, ha siit a Nap.
T: A napsiités sziikséges feltétele az uszodaba menésnek.

U: Uszodaba megyek, ebbél az kdvetkezik, hogy siit a Nap.
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Ekvivalencia szovegesen

Az
.akkor és csak akkor A, ha B",
.pontosan akkor A, ha B",

»A-nak sziikséges és elegendd feltétele B" és
A ekvivalens B-vel”

itéletek mind ugyanazt jelentik.

V: Egy egész szam akkor és csak akkor paros, ha oszthaté 2-vel.
W: Egy egész szam pontosan akkor paros, ha oszthaté 2-vel.
X

. Egy egész szam parossaganak sziikséges és elegendé feltétele a 2-vel
val6 oszthatdsag.

Y: Egy egész szam parossaga ekvivalens a 2-vel valé oszthatésagaval.
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Az itéletkalkulus formulai

Definicié: az A; A,, ... itéletvaltozokbél felépiils formulak.

Itéletvaltozénak nevezziik az olyan valtozokat, amelyek primitéleteket
jeldlnek. Az itéletkalkulus formulai a kévetkezék:

(a) az A1,...,Ap, ... itéletvaltozék mindegyike formula,

(b) ha F és G formula, akkor (=F), (F A G), (FV G), (F— G),
(F <> G) mindegyike formula, és

(¢) minden itéletkalkulusbeli formula (a) és (b) véges szamu
alkalmazasaval kaphat6é meg.

Megjegyzés.

A fenti definici6 egy rekurziv definici6 (v6.: Fibonacci-sorozat).
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Részformuldak megadasa

Definicidé: részformula.

Legyenek F és G formulak. Azt mondjuk, hogy G részformulaja F-nek,
ha G fellép az F formula el6z8 definiciéban leirt eléallitasa soran.

Példa.
Az F = (-A) A ((=B) « C) formula részformulai:

A B, C, (=A), (-B), (-B)«+ C, (HA)A((—B) <« C).

Osszesen hét darab részformulaja van a formulanak.

Megjegyzés.
Adott formulaban eléfordulé itéletvaltozék mindig részformulai a
formulanak, tovabba a teljes formula is mindig részformulaja 6nmaganak.

y
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(mA)A((=B) & 0)

(=4) ((=B) « 0O)

A (=B) &
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Itéletek formalizalasa

Példa.

Minden itélet formalizalhaté egy itéletkalkulusbeli formulaval, amelyben az
itéletvaltozék primitéleteket jeldlnek. Példaul az

S: Csak akkor megyek ki az uszodaba, ha siit a nap.

T: Ha nem siit a nap, nem megyek ki az uszodaba.

Z: Nem fordulhat el8, hogy kimegyek az uszodaba és nem siit a nap.
itéletek formalizalasa a kovetkezé:

S:A— B,
T: (—B) = (-A),
Z: (AN (=B)),

ahol az A és B itéletvaltozok rendre a ,Kimegyek az uszodaba.” és ,Siit a
nap.” primitéleteket jeldlik.

.
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Formalizaljuk az alabbi itéletet:

Ha saros vagy torétt a reflektor, és aznap foldrengés volt, az operatér
pontosan akkor kap prémiumot, ha id6ben érkezik, de nincs napfogyatkozas.

A primitéleteket jeloljiik a kovetkezé itéletvaltozékkal:
A: ,Saros a reflektor.”, B: , Torott a reflektor.”,
C: ,Aznap foldrengés volt.”, D: , Az operatér prémiumot kap”,
E: ,Az operatdr id6ben érkezik.”, F: ,Napfogyatkozas van".

Ekkor a keresett formula:

((AV B) A C) = (D > (E A =F)).

Ha saros vagy térétt a reflektor és aznap féldrengés volt, (akkor) az operatér
kap prémiumot, idében érkezik, de (= és) nincs
napfogyatkozas.
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Formula igazsagtablazata

Ha adott az itéletvaltozok igazsagértéke, akkor a formula igazsagértéke a
formula felépitése alapjan, a logikai miiveletek segitségével, mindig

kiszamithat6. Ha az itéletvaltozék minden lehetséges értékére kiszamoljuk
a formula igazsagértékét, akkor megkapjuk a formula igazsagtablazatat.

V.

Megjegyzés.

Ha az F formula az Ay, ..., A, itéletvaltozékbdl épiil fel, akkor a formula
igazsagtablazata 2" sort tartalmaz.
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(=A) A ((=B) & C)

A (h) (=B) C (h)

B (i)
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(=A) A ((=B) & C)

AL (=8) (h) ¢

B (i)
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(=A) A ((=B) & C)

(=4) (D ((=B) « C) ()

AL (=8) (h) ¢

B (i)

Itéletkalkulus




(=4) A((=B) < C) (i)

(=4) (D ((=B) « C) ()

AL (=8) (h) ¢

B (i)

Itéletkalkulus




Példa.

A (A A (—B)) formula igazsagtablazata (a tablazat utolsé oszlopa) a
formula felépitése alapjan kiszamolva:

A B | (=B) | (AA(=B)) | (=(AA (=B)))
i h h ]
i h i i h
h i h h ]
h h i h i

A B | (=(Ar(=B)))

1 1 I

i h h

h i i

h h I

y
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Logikai ekvivalencia

Definicié: logikai ekvivalencia.

Az F és G formulak logikailag ekvivalensek, ha a benniik szerepld
itéletvaltozok tetszéleges igazsagértékére a formulak igazsagértéke

megegyezik (azaz a formulak igazsagtablazatai megegyeznek). Jeldlés:
F=aG.
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Igazak a kdvetkezé logikai ekvivalenciak.
(1) Az implikacio kifejezése diszjunkci6 és negacié segitségével:

A— B=(-A)VB.

(2) — alaptulajdonsaga:
—|(—|A) = A.

(3) De Morgan azonossagok:

~(AAB) = (=A)V (=B),  —(AV B)=(-A) A (=B).
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Tétel. (folyt.)

(4) A és V alaptulajdonsagai:

ANA=A AVA=A idempotencia,

AANB=BANA, AVB=BVA kommutativitas,
(AABY)AC=AA(BAC), (AVB)VC=AV(BVC() asszociativitas,
AAN(AVB)=A, AV(AAB)=A abszorptivitas,

AAN(BVC)=(AAB)V(AANC), AV(BAC)=(AVB)A(AVC) disztributivitas.
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Tétel. (folyt.)

(5) — és < alaptulajdonsagai:
Ao B=(A— B)A(B— A),
A= B=(-B)> (-A), A—(B— C)=(AAB)—C,
(AVB) 5 C=(A— C)A(B—=C), A—(BAC)=(A— B)A(A— C),
A+B=B A kommutativitas,

(A< B)+ C=A+«+ (B+ C) asszociativitas.
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Tétel. (folyt.)

(6) i és h alaptulajdonsagai:
AN(mA)=h, AV (-A) =,
ANI=A, AVi=i,
AAh=h  AVh=A
is A=A hos A=

A—=i=i, A— h=-A,
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Ha egy formula valamely részformulaja helyébe vele logikailag ekvivalens
formulat irunk, akkor az eredetivel logikailag ekvivalens formulat kapunk.

Példa.

(A-B)AC=(-AVB)AC

A— B=-AVB
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Ha két formula logikailag ekvivalens, akkor a benniik szereplé
itéletvaltozokat tetszéleges formulakkal helyettesitve a valtozék minden
eléfordulasanal, ajra logikailag ekvivalens formulakat kapunk.

((CA=D) = B)V C=(~(CA=D)VB)VC
(A= B)vVC=(-AVB)VC

A~ CA-D
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Legyen F =((AAB) - C)vDés G=—(-((ANB)— C)A=-D). A
tételek felhasznalasaval igazoljuk, hogy a két formula ekvivalens.
G=-(~((AANB) — C)A—-D)
~(XAY)=-XV-Y (DeM.), X~ ~((AAB)—C), Y ~—D
= ~(=~((AA B) = C)) vV ~(=D)
—-(=X)=X

((AAB) = C)VD=F.

El6szor az egyik De Morgan azonossagban helyettesitettiik az
itéletvaltozokat alkalmas formulakkal, és alkalmaztuk ra az eléz6 tételt,
majd a dupla negaciéra vonatkozé ekvivalenciat alkalmaztuk a
részformulakra.
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TKNF (Teljes konjunktiv normalforma)

Definicié: kloz.
Egy formulat kléznak neveziink, ha valtozéknak vagy valtozék negaltjainak
diszjunkciéja oly médon, hogy minden valtozé legfeljebb egyszer szerepel.

v

Definicié: konjunktiv normalforma (knf) és teljes knf (tknf).

Az F formulat konjunktiv normalformanak neveziink, ha
F = Ki A--- A K; alaka, ahol a Ky, ..., K; formulak mindegyike kléz.

Ha az A, ..., A, valtozokbdl felépitett K1 A --- A K; konjunktiv

normalforma esetén a K, ..., K; formulak paronként kiilonb6z8 n-tagi
kl6zok, amelyekben az Aj, ..., A, itéletvaltozék mindegyike szerepel

negalva vagy negalatlanul, akkor teljes konjunktiv normalformardl
(TKNF-r6l) beszéliink.

Példa.
(knf:) (AV B)A((—=B)V C) (tknf:) (AV BV (=C)) A ((-A)V (=B)V ()
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Példa.

Tekintsiik az A, B, C valtozokbdl felépitett alabbi formulakat, ahol a

kl6zokat alahtzassal jeldltiik:
e AV (-B) (KNF, de nem TKNF),
e AV (-B)V C (TKNF, igy KNF is),
e AABAC (KNF, de nem TKNF),
e (AV(=B))A(BVC) (KNF, de nem TKNF),
o (AV(-B)V C)A(AV BV C) (TKNF),
° (t =0, azaz 0 darab kléz) (TKNF, igy KNF is).)
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Minden formulahoz létezik vele logikailag ekvivalens teljes konjunktiv
normalforma, amely a tagok sorrendjétdl eltekintve egyértelmiien
meghatarozott.

Megjegyzés.

Az F formula teljes konjunktiv normalformaja F igazsagtablazatabél az
alabbi médon hatarozhaté meg: a keresett Ky A --- A Ky TKNF-ben t a
tablazat azon sorainak a szama, ahol a formula a h logikai értéket veszi fel.
Minden ilyen sorhoz a megfelelé K; klozt tgy kapjuk, hogy pontosan azon
valtozokat negaljuk, amelyek az i értéket veszik fel, és ezek utan vessziik az
Osszes valtozét (vagy negaltjat) tartalmazé diszjunkciot.

V.
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Példa.

Legyen F = ((A— B) VvV C) A (=(AA B)). Ekkor F igazsagtablazata:

A B C||A=B | (A=BVC | AAB | ~(AAB) | F=((A— B)V C)A(=(AAB))
0 i 7 i h h
i i A i i i h h
iR h i h i i
i h A h h h i h
I i i h i i
h i h i i h i i
Ao oh i i i h i i
h h h i i h i i
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Példa. (folyt.)
Legyen F = ((A— B)V C) A (—(AA B)). Ekkor F igazsagtablazata:

F=((A—B)VC)A(-(AAB))

> ~~> 3> - W
>~ -3 -3 ~-0
—_ — — -3 - > >

S>> -~ = = [>

Példaul a (—A) v (=B) Vv C kléz pontosan akkor hamis, ha A és B igaz, C
pedig hamis. A kl6zokat konjunkciéval 6sszekotve pontosan akkor lesz
hamis a kapott formula, ha valamelyik kléz hamis. Az F formula teljes
konjunktiv normalformaja:

(A V (=B) V(O A ((RA) V (=B) V O) A ((=A) v BV C).

V.

Mat. info. 1. (1. el8adas) Itéletkalkulus 38 /46



Megjegyzés.

A konjunktiv normalformak egyik alkalmazasa a logikai aramkorok
tervezése.
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Az elektronikus tesztek a

https://www.math.u-szeged.hu/ “mmaroti/tests/

oldalon érheték el. Az els6 elektronikus teszt a masodik hét végén indul
regisztralni mar lehet. Tovabbi részletek az el6adé honlapjan:

https://www.math.u-szeged.hu/"katai/matinfl_25/mil_tesztek.htm
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E-teszt: Itéletkalkulus (1. fel)

Formalizalja az alabbi mondatot, és dontse el, hogy a primitéletek megadott
értéke mellett az itélet igaz vagy hamis. A primitéleteket a mondatban val6
eléfordulasuk sorrendje szerint jeldljiik az A, B, C, ... betiikkel.

»Ha esik az es6, és nincs rossz kedvem,
akkor pontosan akkor megyek dimat gyakorlatra, ha répdolgozatot irunk.”

A=i, B=h C=h D=h
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»Ha esik az es6, és nincs rossz kedvem, akkor pontosan akkor megyek
dimat gyakorlatra, ha répdolgozatot irunk.” A=i,B=h,C = h,D = h.
A primitéletek:

Esik az eséd.

Rossz kedvem van.

Megyek dimat gyakorlatra.

Ropdolgozatot irunk.

(AA (=B)) — (C < D)

SO

i h h h : Az itélet igaz.
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E-teszt: Itéletkalkulus (2. fel)

Dontse el, hogy az alabbi allitasok igazak-e.
e Az (AA B)V —C formula részformulainak szama 7.
e BV (=B)=A<+ (HA).
e Az (A + —B) A A formula teljes konjunktiv normalformajaban 2 darab
konjunkcijel van.

4
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Dontse el, hogy az alabbi allitasok igazak-e.

o Az (AN B)V (—C) formula részformulainak szama 7.
A formula részformulai a rekurziéval megadott definicié szerint: A, B,
C, (=C), (AAB), (AN B)V (=C), tehat 6 részformulaja van. Az
allitas hamis.
e BV (=B)=A<+ (—A).
A bal oldal mindig igaz, a jobb oldal mindig hamis. Az allitds hamis.
e Az (A + —B) A A formula teljes konjunktiv normalformajaban 2 darab
konjunkcigjel van.
A formula egy esetben igaz, ha A igaz és B hamis, az
igazsagtablazataban 3 darab h szerepel, azaz 3 kl6zt tartalmaz a tknf.
Az allitas igaz.
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E-teszt: Itéletkalkulus (3. fel.)

Mindegyik elektronikus teszt 3. feladata
az elméleti részhez kapcsol6dé igaz/hamis kérdéseket tartalmaz. J
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Az eléadasok diainal felhasznalt irodalom

o Czédli Gabor: Diszkrét matematika |. — el6adasféliak (2005-2019)
@ Dorman Miklés: Diszkrét matematika |. — el6adasféliak (2022-2023)

o Katai-Urban Kamilla: Diszkrét matematika |. — eléadasféliak
(2020-2021, 2024)

o Maréti Miklés: Diszkrét matematika — el8adasvazlat

o Szendrei Agnes: Diszkrét matematika — Polygon jegyzet
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