MATEMATIKA INFORMATIKUSOKNAK 1. (DIMAT1)

6. FELADATSOR TELJES INDUKCIO, REKURZIV DEFINICIO, INDIREKT BIZONYITAS MN1841GA

A 6. feladatsor feladatainak megoldasa

6.1. Teljes indukcid

6.1. Feladat. Igazoljuk teljes indukciéval, hogy tetszéleges n természetes szédmra

1
1+24+---4+n= @
teljesiil. Bizonyitsuk az allitast a Gauss-féle gondolatmenet alapjan is (teljes indukcié nélkiil).
Megoldas. A teljes indukcié kezdd Iépése: n = 1 esetén az allitas igaz, mivel 1 = %
n(n+1)

Indukcios feltevés: Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitds, azaz 1 +2 + -+ +n = —5—.
Indukciés 1épés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznalasaval),

1424+ n+1)=14+2+--+n+n+1)
nt) (ind. felt.)
n(n+ 1)

==~ +{m+1)

(n+1)(n+2)
2
m+1)((n+1)+1)
5 )

Azaz az allitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcié elve alapjan, tetszGleges n természetes szamra teljesiil a feladatban
szerepld egyenlGség.

Megoldas a Gauss-féle gondolatmenet alapjan. Legyen 0 =1+ 2+ --- + n. Ekkor

c+o=(1+24+---4+n)+n+n—-1)+---+1)
=(1+n)+2+Mn—-1)+---+(n+1)
=n(n+1)

kovetkeztében o = @

6.2. Feladat. Igazoljuk teljes indukciéval, hogy tetszéleges n természetes szémra

1+3+-+2n—1)=n?



teljestil. Bizonyitsuk az &llitast ,geometriai” eszkozokkel is (teljes indukeio nélkiil).

Megoldas. A teljes indukcio kezdé lépése: n = 1 esetén az allitas igaz, mivel 1 = 12.
Indukcios feltevés: Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz 1 +3 + -+ + (2n — 1) = n?.
Indukcios lépés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznalasaval),

143+ +(2n+1) =143+ + (20— 1)+(2n+1)
n? (ind. felt.)
=n’>+ (2n+1)
=n®+2n+1
= (n+1)%

Azaz az allitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcio elve alapjan, tetszGleges n természetes szamra teljesiil a feladatban
szerepld egyenl@ség.

Megoldas ,,geometriai”’ eszkozokkel. Ld. 1. 4bra.

an
An—l

_,ﬁ—Z

1. dbra. Megoldas ,,geometriai” eszkozokkel

6.3. Feladat. Igazoljuk teljes indukcioval, hogy tetszSleges n természetes szamra

n(n+1)2n+1)

P42+ +n?= ;

teljesiil.



Megoldas. A teljes indukcié kezdd lépése: n = 1 esetén az allitas igaz, mivel 1 = %M.

Indukcios feltevés: Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz 12 + 22 + -+ +n? = w.

Indukciés 1épés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznalasaval),

P+24+ 4+ (n+1)P=2+2+---+n’+(n+1)°

2t DEnED) (i, fels.)

_ n(n+1)(2n+1) + (1)

6
+1
:”6 - (n(2n+ 1) + 6(n + 1))
1
:n;f - (2n* +7n +6)

-~

(n+2)(2n+3)
m+1)((n+1)+1)2n+1)+1)
G )

Azaz az allitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcié elve alapjan, tetszGleges n természetes szamra teljesiil a feladatban
szerepld egyenlGség.

~ video: |6.3. Feladat |

6.4. Feladat. Hol a hiba a kévetkezd bizonyitasban?

Allitds: Barmely n € N-re a”~' = 1, ahol a tetszéleges pozitiv valos szam.
Bizonyitds: Ha n = 1, akkor a" ! = a!™! = a = 1 tetsz6leges a pozitiv valés szamra.
Tegyiik fel, hogy az allitas igaz tetszéleges olyan k € N esetén, ahol 1 < k < n. Ekkor (n+ 1)-re a

kovetkezot kapjuk:

n—1_, n—1 1-1
aj(nJrl)*l =a" = a a = =1.

an—2 1

Tehat az allitas igaz (n + 1)-re is.

Megoldas. A bizonyitasban az indukciés lépésnél van a hiba, ugyanis n = 1 esetén a tort ne-
vezGjében a'=? = a~! szerepel, ami egyrészt nem esik az indukcios feltevés hatokorébe, masrészt
a'™? = a~! = 1 nem teljesiil tetsz6leges a pozitiv valés szam esetén.

6.5. Feladat. Egy tabla csokolddét szeretnénk teljesen feldarabolni, ahol a tabla m x n kisebb
ykockabol” all. Minimum hény torésre van sziikség?

Megoldas. Kezdetben 1 darabunk van, a cél mn darab ,kocka”. Minden torés legfeljebb 1-gyel
noveli a darabok szaméat (egy darabot két részre valaszt). Ezért legalabb mn — 1 torés kell.


https://www.youtube.com/watch?v=wxvAZ7oekR4&rco=1

Példaul el6szor torjiik a tablat m csikra (m — 1 torés), majd minden csikot torjik n kockara
(m(n — 1) torés). Osszesen (m — 1) +m(n — 1) = mn — 1 torés. Igy az also korlat elérhetd, tehat
ez a minimum.

6.6. Feladat. Igazoljuk, hogy 4 | 7" + 3" teljesiil tetsz6leges n € Ny esetén. (Azaz 4 osztoja
7" 4 3"t nek tetsz6leges n € Ny esetén.)

Megoldas. A teljes indukcio kezdd 1épése: n = 0 esetén az &llitas igaz, mivel 74391 = 4 oszthato
4-gyel.

Indukciés feltevés: Tegyiik fel, hogy n-re igaz az éllitéas, azaz 4 | 7" + 3"+

Indukciés 1épés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcits feltevés felhasznélasaval). Mivel

7n+1 i 3(n+l)+l — 7 . 771 + 3 . 3n+1 — 7 . 7TL + 3n+l o 4 . 3n+1’
( ) L
4] (ind. felt.)
ezért 4 | 77 4 30D azag az éllitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcio elve alapjan, tetszéleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

6.7. Feladat. Igazoljuk, hogy 7 | 2772 + 3271 teljesiil tetsz6leges n € Ny esetén. (Azaz 7 osztoja
27+2 4 32ntl_nek tetszbleges n € Ny esetén.)

Megoldas. A teljes indukcio kezdd lépése: n = 0 esetén az allitas igaz, mivel 2042 4 320+t = 7
oszthato 7-tel.

Indukcios feltevés: Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz 7 | 272 + 327+,

Indukciés 1épés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznalasaval). Mivel

(n+1)+2 2(n+1)+1 _ 9  on+2 L22n+l o (9n+2 2n+1 . 22n+1
2 +3 2.2"249.3 2. (22 37 47 37
7| (ind. felt.) 7l

ezért 7 | 20D+2 4 3200+ aza7 az allitas (n 4 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukci6 elve alapjan, tetszéleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

~ video: ’6.7. Feladat‘

6.8. Feladat. Igazoljuk, hogy tetsz6leges n természetes szamra

n

> (3K =3k +1) =0’

k=1
teljesiil.

Megoldas. A teljes indukcié kezdd Iépése: n = 1 esetén az allitas igaz, mivel

1
> (B —3k+1)=3-1"-3-14+1=1=1%
k=1

Indukciés feltevés: Tegylik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz

n

> (3K =3k +1) =n’.

k=1


https://www.youtube.com/watch?v=Ueqh8GuWouw

Indukciés 1épés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznalasaval),

n+1 n
D (BK =3k+1) =) (3K =3k + 1)+ (3(n+1)> = 3(n+1) + 1)
k=1 k=1

n3 (1r?dr felt.)
=n’+ (3n2+3n—|—1)
= (n+1)>%
Azaz az allitas (n + 1)-re is igaz.

Ezért a teljes indukcio elve alapjan, tetszGleges n természetes szamra teljesiil a feladatban
szerepld egyenl@ség.

6.9. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges n természetes szamra

QRS

13+23+~-+n3:< 5

Megoldas. Az allitast n szerinti teljes indukcioval igazoljuk.

1. Han =1, akkor 1> =1 = (%)2; ezért az allitds n = 1 esetén teljesiil.
2. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz (n — 1)-re valamely n — 1 > 1 esetén, azaz

P+t n—-17°= (@)2

3. Tekintsiik az allitast n-re:

B+22 o+ (n—172+n* = (PP+...(n—1)% +n°

Azaz az allitas n-re is igaz.

Ezért a teljes indukcié elve alapjan, tetszéleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

Megjegyzés. Mivel 1 +2+ --- 4+ n = @, ezért az allitdas ugy is megfogalmazhato, hogy

P42+ 4+nP=(1+2+---+n)* (neN).

~ video: |6.9. Feladat |



https://youtu.be/65rgtiT44KA

6.10. Feladat. Legyen H a természetes szamok részhalmazainak olyan halmaza, amely rendelkezik
azzal a tulajdonsiggal, hogy ha A, Ay € H, akkor A; N A, is H-ban van. Mutassuk meg, hogy
tetszGleges n természetes szamra, ha Ay, ..., A, € H, akkor az

Ain---NA,

halmaz is eleme H-nak.

Megoldas. A teljes indukci6 kezdd lépése: n = 1 esetén az allitas nyilvanvaloan igaz, mivel (egy
darab H-beli halmaz esetén) az A; halmaz metszete A;. Az elsG ,jigazi” eset n = 2 esetén lép fel, és
ekkor a H-ra vonatkozo feltétel miatt lesz igaz az allitas. (Ez utobbi esetet az indukecios lépésben
is hasznélni fogjuk.)

Indukciés feltevés: Tegylik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz Aq,..., A, € H esetén az

AinN---NA,

halmaz is eleme H-nak.
Indukcios Iépés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznalasaval). Legyen
Aq, ... ,An+1 € H. Ekkor

AN NA=AN---NA,)NA,. € H,

J/

TV
€H (ind. felt.)

mivel A;N---NA, € Hés A,.1 € H, igy alkalmazhaté a H-ra vonatkozo feltevésiink. Azaz az
allitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcié elve alapjan, tetszdleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

6.2. Rekurziv definicio

6.11. Feladat. Az a, (n € N) sorozat elemeit az alabbi rekurzi6 definialja:
a; =2, a, =2a,1+1(neN,n>2).

Mutassuk meg, hogy a, =3-2"! -1 (n € N).

Megoldas. Az allitast n szerinti teljes indukcioval igazolhatjuk.
A teljes indukcié kezdd Iépése: n = 1 esetén az allitas igaz, mivel a; =2 =3 - 2171 — 1.
Indukcios feltevés: Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz a, = 3 - 2" — 1.
Indukcios lépés: az allités igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznalasaval). Mivel

Apy1 =2 an +1=2-(3-2""—-1)+1=6-2""-1=3-2" -1,
~—

3-2n=1—-1 (ind. felt.)

ezért az allitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcio elve alapjan, tetszéleges n természetes szamra teljesiil az allitas.



6.12. Feladat. Az a, (n € N) sorozat elemeit az alabbi rekurzi6 definialja:
a; =2, a3 =8, a, =4a, 1 —3a, 2 (n € N,n > 3).

Mutassuk meg, hogy a, = 3" — 1 (n € N).

Megoldas. Az allitast n szerinti teljes indukcioval igazolhatjuk.
A teljes indukci6 kezd6 lépése: n = 1 és n = 2 esetén az 4llitas igaz, mivel a; = 2 = 31 — 1 ¢és
ap=8=3*—1.
Indukciés feltevés: Tegyiik fel, hogy k < n esetén igaz az allitas, azaz a, = 3 —1, hal < k < n.
Indukciés 1épés: az allitas igazolasa (n + 1)-re (az indukcios feltevés felhasznélaséval). Mivel

py1 =4 - an -3 Qp—1
~~~ S~~~
3n—1 (ind. felt.) 37=1_1 (ind. felt.)
=4-3"-1)—-3- (3" —1)
=4.3"-3"—1
=3 -1

9

ezért az allitas (n + 1)-re is igaz.
Ezért a teljes indukcio elve alapjan, tetszéleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

~ video: |6.12. Feladat |

6.13. Feladat. Definialjuk rekurziv médon az a,, = 3n + 2 (n € N) sorozatot.

Megoldas. A sorozat elsé eleme: a; = 5, tovabba a, =3n+2=3(n—1)+5=3(n—1)+2+ 3,
ezért a,, = a,_1 + 3.

6.14. Feladat. Definialjuk rekurziv médon az a,, = n* + 1 (n € N) sorozatot.

Megoldas. A sorozat els6 eleme: a; = 2, tovabba a,, = n*+1 = (n—1)?+2n = (n—1)?+1—1+2n,
ezért a,, = a,_1 + 2n — 1.

6.15. Feladat. Tegnap kisebb sériilést szenvedtem, ezért az emeletre vezetd 1épcsén csak ugy
tudok felmenni, hogy egyet vagy kettst lépek. Hanyféleképpen mehetek fel a lépcsén, ha annak 15
lépcestfoka van?

Megoldas. Tekintsiik altalaban a feladatot, azaz n 1épcséfok esetén. Ekkor az els6 1épésben vagy
egyet lépek (és marad még n — 1) vagy kettSt 1épek (és marad még n — 2). Jelolje L,, a lehetséges
felmenések szaméat n lépcséfok esetén. Ekkor az el6bbiek szerint L,, = L,,_1+ L,,_o, valamint L; = 1
és Ly = 2. A feladatra adott valasz L5 = 987.

~ video: |6.15. Feladat |

6.16. Feladat. Az el6z6 feladatban szerepld 1épcsén szeretnék ismét felmenni, de méar meggyo-
gyultam, igy harmat is tudok 1épni. Hanyféleképpen mehetek fel a lépcsén?

Megoldas. Az el6z6 feladathoz hasonléan gondolkodhatunk, de most az els§ 1épés haromféle lehet.
A rekurzios Osszefiiggés: L), = L)+ L], _,+L! 5 és L] =1, L, =2, Ly = 4. A feladat megoldasa:
15 = H768.
15


https://youtu.be/DtBEf1JXbSs
https://youtu.be/mwTpgqvWViw

6.17. Feladat. Legyen f(1) = f(2) = 1, valamint n > 2 esetén

fln) = n—f(g), ha n paros
f(5E) + f(2),  Kkiilsnben.
Hatérozzuk meg f(3),..., f(12) értékét. Mivel egyenls f(2025)?
Megoldas. A definici6 alapjan szamolhatjuk az f(3),..., f(12) értékeket:

10 11 12

k| 9
6 7 7 8

1
fk) [ 1
Tovabba, f(2025) = 1350, mivel

2 3 45 6 7 8
1 2 3 3 4 5 5

£(2025) = f(1012) + £(1013)
— (1012 — £(506)) + (£(506) + £(507)) = 1012 + £(507)

— 1012 + (£(253) + f(254))

= 1012 + (£(126) + f(127)) + (254 — £(127)) = 1266 + f(126)
— 1266 + (126 — f(63)) = 1392 — (f(31) + £(32))

= 1392 — ((f(15) + f(16)) + (32 — f(16))) = 1360 — f(15)

= 1360 — (f(7) + f(8)) = 1350.

Teljes indukcioval igazolhatjuk a téablazat alapjan sejthetd szabalyt:

FBk+1)=f3k+2)=2k+1 &  f3k+3)=2k+1) (keN).

6.18. Feladat. Legyen a; = 2 és a, = 3a,_1 +4 (n € N, n > 2). Talaljuk meg a sorozat zart
(nem rekurziv) alakjat, vagyis adjunk meg képletet a,-re n fiiggvényében.

Megoldas. Szamoljuk ki a sorozat els6 néhany elemét:
a1 =2, as =3a;1 +4=10, a3 =3as +4 =34, a4y = 3a3 +4 =106, a5 = 3as + 4 = 322.
Vegyiik észre, hogy
2=4.3"-2 10=4-3'-2,34=4-32-2,106=4-3%—26s322=4-3"—2.

Ezért azt sejtjiik, hogy a, = 4 - 3"~ — 2 teljesiil tetszéleges n természetes szamra. Sejtésiinket n
szerinti teljes indukcioval igazoljuk.

1. Korabbi szamolasunk szerint a sejtésben megfogalmazott allitas igaz az n = 1,2,3,4,5 ter-
mészetes szamokra.
2. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz (n — 1)-re valamely n — 1 > 5 esetén, azaz

Qpq=4-3"2 -2



3. Tekintsik az allitast n-re:

a, = 3- Qp—1 +4
~—
4.37=2-2 (ind. felt.)

= 3.(4-3"2-2)+4
= (4-3"1—6)+4
= 4.31_2

Azaz az allitas n-re is igaz.

Ezért a teljes indukcio elve alapjan, tetszéleges n természetes szamra teljesiil az allitas.

~+ video: ’6.18. Feladat‘

6.3. Indirekt bizonyitas

6.19. Feladat. Mutassuk meg, hogy végtelen sok primszam van.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy véges sok primszam van, legyenek ezek py, ..., p,. Tekintsiik az N =
P1-..-pn + 1 természetes szamot. Mivel N > 2 ezért felirhaté primszamok szorzataként: N =
q1 - - - qm- Azonban, ¢ kiilonbozik a pq, ..., p, primszamok mindegyikétsl, mivel py, ..., p, 1 N, de
¢1 | N. Ez ellentmond annak, hogy pi,...,p, az Osszes primszam. Tehat feltevésiink, miszerint
véges sok primszam van, nem volt helyes.

6.20. Feladat. Mutassuk meg, hogy /2 nem racionalis szam.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy /2 racionalis szam, azaz /2 = 7, ahol a,b € N relativ primek, azaz
a legnagyobb kozos osztojuk 1. Ekkor

V2 = % = a=0b/2
= a? = 2p*
kévetkeztében a péaros egész szam, pl. a = 2¢ (c € N). Igy
(2¢)? = 2V* <= 2¢° = b,

aminek kovetkeztében b is paros egész szam. Ellentmondést kaptunk, mivel feltevésiink szerint a
és b relativ primek. Igy az a feltevésiink, hogy /2 racionalis szam, nem volt helyes.

6.21. Feladat. Indirekt moédon bizonyitsuk be, hogy a (p — q) V (p — —¢) formula logikai értéke
mindig igaz.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy vannak olyan pg, qo € {i, h} igazsagértékek, hogy (po — qo) V (po —
—qp) hamis. Ekkor pyg — qo és pp — —qp is hamis, ugyanis AV B pontosan akkor hamis, ha A és B
is hamis. Felhasznélva azt, hogy A — B pontosan akkor hamis, ha A igaz és B hamis, azt kapjuk,

hogy
Po — o hamis <= pg igaz és qo hamis

és


https://youtu.be/hqZbZNMk6xw

po — —qo hamis <= p, igaz és —qy hamis,
<= po 1gaz és qp igaz.

Tehat azt kaptuk, hogy go-nak igaznak és hamisnak kell lennie egyszerre, ez azonban nem teljesiil-
het, ellentmondasba titkoztiink. Tehat feltevésiink, miszerint a (p — ¢) V (p — —q) formula vehet
fel hamis értékeket is, nem volt helyes.

6.22. Feladat. Indirekt modon bizonyitsuk be, hogy a (p V q) — ((p V =q) — p) formula logikai
értéke mindig igaz.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy vannak olyan pg,qo € {i,h} igazsagértékek, hogy (po V q) —
((poV —qo) — po) logikai értéke hamis. Ekkor pgV qq igaz és (poV —qo) — po hamis, ugyanis A — B
pontosan akkor hamis, ha A igaz és B hamis. Mivel py V qp tobb esetben is vehet fel igaz értéket,
igy érdemes azt vizsgalni, hogy (po V —qo) — po mikor hamis. Ismét implikacioé a legkiilsé miivelet,
tehat pg V —qo logikai értéke igaz, és py hamis, igy —qo-nak igaz logikai értéket kell felvenni, azaz
qo hamis. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy py V qp is hamis lesz, ami ellentmond annak, hogy
a (poVq) — ((poV —q) — po) formuldban az elStag, azaz py V qo logikai értéke igaz. Tehat
feltevésiink, miszerint a (p V q¢) — ((p V =q) — p) formula vehet fel hamis értékeket is, nem volt
helyes.

6.23. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges n természetes szamra, ha 4™ — 1 primszam, akkor
n paratlan.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy 4" — 1 primszam és n nem paratlan. Ekkor n paros, pl. n = 2m (m €

N), igy
4r — 1 =4 1= (4" - 1= 4" —1)4"+1),

ami ellentmond annak, hogy 4™ — 1 primszam, mivel 4™ + 1 > 2. Tehat feltevésiink, hogy n péros
nem volt helyes.

~ video: |6.23. Feladat |

6.24. Feladat. Mutassuk meg, hogy négy egymaést kovets természetes szam szorzata nem lehet
négyzetszam.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz. Legyen n olyan természetes szam, amelyre n(n -+
1)(n + 2)(n + 3) négyzetszam, n(n + 1)(n +2)(n+3) = m? (m € N). Ekkor n(n+2) = n? +2n =
(m+1)2—1és (n+1)(n+3)=n?+4n+3 = (n+2)* — 1 kovetkeztében

m?>=nn+Dn+2)(n+3)=nn+2)(n+1D(n+3)) < (n+1)*n+2)?2=(n+1)(n+2)>

igy m < (n+1)(n+2)—1. Mivel n(n+1)(n+2)(n+3) = n*+6n3+11n*+6n és ((n+1)(n+2)—1)* =
nt4+6n3+11n2+6n+1, ezért m < (n+1)(n+2) —1. Azonban, ((n+1)(n+2)—2)? = (n*>+3n)? =
n* + 6n3 + 9n? < m? kovetkeztében (n + 1)(n +2) — 2 < m. Igy az

m+1)(n+2)—2<m<(n+1)(n+2)—1

ellentmondast kapjuk, mivel m egész szam.

~ video: |6.24. Feladat |
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https://youtu.be/LVaaknImtGs
https://youtu.be/Kf3uiYOuxC4
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