10. Eléadas

(10. eldadas) HLER & Sajatérték, sajatvektor 2025.04.30.



Homogén linearis egyenletrendszer (HLER)

Definicié: homogeén linearis egyenletrendszer (HLER).

Legyen m,n € N, A= (a3;;) € R™", b e R>™és x = (x1,...,x,). Az
AxT = b7 linearis egyenletrendszer homogén, ha b = (0,...,0). Azaz, ha
linearis egyenletrendszeriink

ail-x1 + ... 4+ A&n-Xn = 0

ami1-x1 + ... + amp-xn = 0

alaka.

Jeldlés.
Az Ax" =07 HLER megoldasainak halmazat Ua-val jeldljiik.
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Megjegyzés.
Az AxT = 07 HLER megoldasainak Ux halmaza az alabbi tulajdonsagokkal
bir:
@ 0 € Ua (0 a trivialis megoldasa a HLER-nek),
@ ha cy,co € Uy, akkor AclT =07 &s Ac2T =07, aminek kdvetkeztében
0T =07 +0" = Ac{ + Ac] = A(c] +cf)=A(c1 + )T, igy
c1 + c2 € Ua (Up zart az dsszeadasra),

@ hace Usés A eR, akkor AcT =07, aminek kdvetkeztében
0T =X-0"T=X-(AcT)=A(\-c)7,igy A\-c€ Us (Un zart a
skalarokkal valé szorzasra).
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Tétel.

Homogén linearis egyenletrendszer megoldasai alteret alkotnak.

Tétel.

Linearis egyenletrendszer megoldasai pontosan akkor alkotnak alteret, ha a
linearis egyenletrendszer homogén.
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Példa.
Tekintsik az

x1 + 2% 4+ 3x3 + 4xg = 0
x1 + 2x + x3 + 2x4 = 0

HLER-t. Hatarozzuk meg Ua-t, ahol A az egyenletrendszer matrixa.

A HLER bévitett matrixanak lépcsés alakja:

1 20 1]0
(A|Q)N...N<O - 10)'
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Példa folyt.
@ A bdvitett matrix utolsé oszlopa az elemi atalakitasok soran nem
valtozik, igy akar el is hagyhaté.

o A |épcs6s alakbol MINDEN leolvashaté: két kotott (x1 és x3) és két
szabad (x2 és x4) valtozé van, tovabba

UA = {(_2X2 — X4, X2, _X47X4) X2, X4 S R} .
@ Az U, altérben bazist kapunk, ha ligyesen valasztjuk meg a szabad
valtozok értékét:

o xo=1x=0: vy =(-2,1,0,0),
@ Xp = 0, X4 = 1: Vo = (—1,0,—1, 1)

A v1, vo vektorrendszer bazis az Uy altérben, igy dimenzigja 2.
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Definicié: fundamentalis megoldasrendszer.

HLER megoldasai alterének bazisat a HLER fundamentalis
megoldasrendszerének nevezziik.

Példa folyt.
Avi =(-2,1,0,0), v» = (—1,0,—1, 1) vektorrendszer bazis a megoldasok
alterében, azaz fundamentalis megoldasrendszere az

x1 + 2% 4+ 3x3 + 4x¢ = 0
x + 2x + x3 + 2x4 = 0

HLER-nek. )

(10. eldadas) HLER & Sajatérték, sajatvektor 2025.04.30.



Homogén linearis egyenletrendszerek

Tétel.

Legyen m,n € N, Ac R™" Az Ax” =07 homogén linearis
egyenletrendszernek r = r(A) darab kotott és n — r darab szabad valtozéja
van, ezért az Uy altér dimenziéja n — r. Ha a szabad valtozék

Xi 115+ -+ Xi,, akkor az alabbi (n — r)-esekhez tartozé
X,'r+1:1 X,'r+2:0 X,'nzo V1:(...,1,...,0,...,0,...)
Xi=0 X ,=1 ... x,=0 ww=(...0,....1,...,0,...)
Xi=0 x,,=0 ... xp,=1 v,or=(..,0,...,0,...,1,...)

megoldasok fundamentalis megoldasrendszert alkotnak. Azaz, ha a szabad
valtozok helyébe ezeket az értékeket helyettesitjiik, és meghatarozzuk a
kotott valtozok értékét, akkor ezek a konkrét megoldas-vektorok az Up
megoldastér egy bazisat alkotjak.
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Példa.
Tekintsiik az Ax" = QT HLER-t, ahol
1 1 1 1 1 5 4 6
a1t 02 1 7 4 5 |
- 1 1 1 3 1 9 4 8
2 2 1 5 1 2 3 7

i1 o0 o 0O -—-11 -1 -3
0O 0 1 0 o0 0 0 2
0O 0 0 1 o 2 0 1
0O 0 0 o0 1 14 5 6

Négy kotott (x1, x3, xa, X5) és né gy szabad ismeretlen van (x2, xs, x7, Xg),

az Uj altér dimenzidja n — r(A) =
bazisa:

Xy = 1,X6 :0,X7 = O,Xg =0
X2 :0,X6 = 1,X7 :O,Xg =0
x2=0,x=0,x7=1,x5=0
x2=0,x=0,x=0,x3 =1

§ 888

—4 = 4. A HLER megoldasalterének

vi = (~1,1,0,0,0,0,0,0),
v, = (11,0,0, -2, —14,1,0,0),
v; = (1,0,0,0,—5,0,1,0),
vs = (3,0,—2,—1,-6,0,0,1).
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Példa.

Legyen A € R**5 és AxT = 07 homogeén linearis egyenletrendszer. Ekkor
a kovetkezék teljesiilnek:

@ Az egyenletrendszer 4 egyenletbdl all, és 5 ismeretlenes.

o Az egyenletrendszer megoldasai alteret alkotnak R>-ben, tehat a
megoldasaltér (Uya) legfeljebb 5 dimenzids.

o A megoldasaltér bazisa legfeljebb 5 elemdi.

@ Mivel a HLER kevesebb egyenletet tartalmaz, mint ismeretlent, mindig
lesz szabad ismeretlen.

e Ha r(A) = 3, akkor 3 kotott ismeretlen van.

e Ha r(A) = 3, akkor 2 szabad ismeretlen van, igy a megoldasaltér

bazisa 2 elemii, azaz U, 2 dimenziés.
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Megjegyzés

Ha A € R"™" és |A| # 0, akkor r(A) = n. Ebben az esetben az Ax” =07
HLER esetén minden ismeretlen kétott, tehat egyetlen megoldasa a 0
vektor.

Példa.

Legyen A € ,és AxT =07 homogén linearis egyenletrendszer. Ekkor
a kovetkezsk teljesiilnek:

RSXS

Ha |A| # 0, akkor csak trivialis megoldasa van az egyenletrendszernek.
Ha |A| # 0, akkor nincs szabad ismeretlen.

Ha |A| # 0, akkor a megoldasaltér 0 dimenzids.

Ha |A| # 0, akkor a megoldasaltér 1 elemdi.

Ha |A| = 0, akkor van szabad ismeretlen.

Ha |A| = 0, akkor a megoldasaltér legalabb 1 dimenzids.

Ha |A| = 0, akkor a megoldasaltér bazisa legalabb 1 elemdi.
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Homogén linearis egyenletrendszerek | Alterek megadasa

Tétel.
Legyen U altér a V = R” vektortérben. Ekkor van olyan vi,..., v, € V
vektorok, amelyekre U = [vi, ..., v] teljesiil. )
Példa.
Legyen A = G 3 ‘;’ g) Ekkor Uy altér az R* vektortérben,

1 2 3 4 1 2 01

1 21 2 0011/
ahogy korabbi példaban mar lattuk, ekkor Up bazisa a

vi = (—2,1,0,0), vo = (~1,0,-1,1)
vektorrendszer, ezért

UA = [Vl, Vg]. )
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Homogén linearis egyenletrendszerek | Alterek megadasa

Tétel.

Legyen U altér a V = R" vektortérben. Ekkor vannak olyan m természetes
szam és A € R™*" hogy U = Ua.

v

Példa.

Legyen U = {(a,b,c,d):a=b—2c és c = d — a+ b}. Ekkor U altér az
R* vektortérben és

U={(a,b,c,d):a=b—2césc=d—a+ b}
:{(a’bac7d):a_b+2CZ0é53—b+C—d:O}:UA,

1 -1 2 0 1 -1 0 -2
ahO'A_<1 -1 1 —1)”(0 0 1 1)'
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Sajatérték, sajatvektor

Sajatérték, sajatvektor

Definicié: matrix sajatértéke.
Legyen n € N. Az A (n x n)-es val6s matrixnak sajatértéke a A valés

szam, ha van olyan v € R", v # 0 vektor, melyre A-v7 = X v teljesiil
(~ v a A sajatértékhez tartozé sajatvektor).

Definicié: matrix sajatvektora.

Legyen n € N. Az A (n x n)-es valés matrixnak sajatvektora a

v € R"\ {0} vektor, ha van olyan \ valés szam, melyre A- v’ =\ - v
teljesiil (~~ v a A sajatértékhez tartozé sajatvektor).

T
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Sajatérték, sajatvektor

Példa.
3 4 4
Legyen A= 2 1 —2], ekkor
—4 —4 -1

@ a A = 3 valds szam sajatértéke A-nak, mivel a v = (0, —1, 1) vektorra
A-vli=A.(0,-1,1)T =(0,-3,3)T =3-(0,-1,1)T =3 vT

teljesiil.

@ a v = (2,—-3,2) vektor sajatvektora A-nak, mivel

Avi=A.(2,-32)T=(2,-3,2)T=1-(2,-3,2)T =1-v".

A v vektor a A\ = 1 sajatértékhez tartozik.
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Sajatérték, sajatvektor

Megjegyzés (A sajatértékek meghatarozasa).

Tegyiik fel, hogy a v € R"\ {0} vektor sajatvektora az A € R"*"
matrixnak, mégpedig a A € R sajatértékhez tartozé sajatvektora. Ekkor

Avi= xvlie—= A vi=XE, v
— (A-X-E)-vi=0".

Ez azt jelenti, hogy v nemtrivialis megoldasa az (A — \- E,)-x" =07
HLER-nek. Ha |A — X\ - E,| # 0 teljesiilne, akkor (a Cramer-szabaly
kdvetkeztében) a HLER-nek pontosan egy megoldasa lenne, a trivialis
(x=0). Igy az A— X - E, métrix determinansa 0.

Tétel.

Az A matrixnak a X valés szdm pontosan akkor sajatértéke, ha
A= \-E,| =0.
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Sajatérték, sajatvektor

Definicié: karakterisztikus polinom.

Legyen n€ Nés Ac R™". A pa =|A— X E,| polinomot az A matrix
karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

Tétel (A sajatértékek és a karakterisztikus polinom).

A ) valés szam pontosan akkor sajatértéke az A valds négyzetes matrixnak,
ha X gyoke A karakterisztikus polinomjanak.
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Sajatérték, sajatvektor

Példa.

Hatarozzuk meg az A = (35 45) matrix sajatértékeit.

-6 2

Az A matrix karakterisztikus polinomja:

35 45 10
m=a-rl=|(% )2 (o 1))
|35 45\ (X 0\|_[35—-X 45
“I\-6 2 0 A| | -6 2—2)
= A2 — 37\ + 340.

Az \? — 37\ + 340 = 0 egyenlet megoldasai: 20 és 17. Igy A sajatértékei:
A1 =206s \p = 17.
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Sajatérték, sajatvektor

Példa.
)} 0 1 e
Hatarozzuk meg az A = 1 ) matrix sajatértékeit.

Az A matrix karakterisztikus polinomja:

-2 1
pA:|A—)\-E2|:|_1 )

‘:)\2+1.

Az \? + 1 = 0 egyenletnek nincs valés megoldasa, ezért az A matrixnak
nincsenek valds sajatértékei.

Megjegyzés

Tetsz6leges A € R"*" matrix karakterisztikus polinomja n-ed foka polinom,
igy legfeljebb n valés sajatértéke van A-nak.
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Sajatérték, sajatvektor

Definicié: sajatalter.
Valés matrix adott sajatértékhez tartozé sajatvektorai a zérusvektorral

egyiitt alteret alkotnak. Ezen altér az adott sajatértékhez tartozé
sajataltér. A )\ sajatértékhez tartozé sajatalteret U, jeldli.

Tétel (Sajataltér bazisa).

Legyen n € N és A € R"*". Az A matrix \ sajatértékéhez tartozo
sajatalterének egy bazisa éppen az (A — \- E)x” =07 HLER
megoldasterének egy bazisa (azaz egy fundamentalis rendszere).
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Sajatérték, sajatvektor

Példa.
2 5 5

Adjuk megaz A= [0 3 1| matrix sajatértékeit, és az egyik
0 -2 0

sajatértékéhez tartozd sajatalterét.

@ Az A matrix karakterisztikus polinomja:
2—A 5 5
pA:|A—>\'E3|: 0 3—A 1
0 -2 0-A
=(2-NEB=N(A) = (-2)]=(2- 1)\ -31+2) =
=2-ANA-2)A—-1)=—-(A—-2)?(\-1).

o Az A matrix sajatértékei: Ay =2 és A\, = 1.

o Meghatarozzuk U,,-et, azaz a A\; = 2-hdz tartozo sajatalteret.
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Sajatérték, sajatvektor

Példa folyt.

Az U,, sajataltér meghatarozasahoz meg kell oldani az
(A= A1 - E3)-x" =07 HLER-t, melynek matrixa

0 5 5 011
A-X\-E5=[0 1 1 |~]0 00
0 -2 -2 0 00O
A megoldasok altere a A\; = 2 sajatértékhez tartozé sajataltér. Mivel a
lépcs6s alakbdl leolvashaté, hogy xo = —x3, és x1, x3 szabad ismeretlenek,
igy:

Uy, = {(x1,—x3,x3) : x1,x3 € R},

melynek egy bazisa az (1,0,0), (0, —1,1) vektorrendszer.

Megjegyzés.
VIGYAZAT: 0 € Uy,, de 0 nem sajatvektor!!!
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Sajatérték, sajatvektor | Munkanélkiiliségi rata és a sajatvektorok

A sajatvektor és a munkanélkiiliségi rata egyensulyi helyzete

Példa.

(Példa az 1. el6adasrél.) Egy gazdasagban a munkanélkiiliek és a dolgozék
kozotti atmenetet a kdvetkez8 matrix irja le (1 éves id6tavon):

0.8 0.6
A= (o.z 0.4) '
A matrix alapjan egy év alatt a dolgozék 80%-a dolgozé marad, 20%-a
munkanélkilivé valik, a munkanélkiilieknek pedig 60%-a talal munkat és
40%-a marad munkanélkiili. Van-e olyan munkanélkiiliségi rata, ami nem
valtozik? Azaz talalunk-e olyan v vektort, amelyre AvT = v, ahol v els6
komponense a dolgozék szam, masodik komponense pedig a

munkanélkiilieké.
Tehat ha A\ = 1 sajatérték, akkor meg kell adnunk az U, sajatalteret.
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Sajatérték, sajatvektor | Munkanélkiiliségi rata és a sajatvektorok

A sajatvektor és a munkanélkiiliségi rata egyensulyi helyzete

Példa folyt.

—-0.2 0.6
02 -0.6

02 06 1 -3 1 -3
A_LEf‘(oz 4m>~(—1 3)N(0 o)‘

A lépcsés alakbdl leolvashaté, hogy x1 = 3x», igy:

Mivel |A—1- E| = ‘ ‘ =0, igy X\ = 1 sajaterték.

Uy = {(3x2,x2) : x2 € R}.

Tehat az egyensuilyi helyzet esetén a munkanélkiiliségi rata:
2 =1 —=25%

3x2+x2
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Sajatérték, sajatvektor | Leontief modell és a sajatértékek

A sajatértékek kapcsolata a Leontief-modellel

Tétel.

Legyen G olyan gazdasag, melynek n agazata van (n € N), valamint legyen
C € (R§)™" a raforditasi matrixa e gazdasagnak. Ekkor az x = Cx +d
egyenletnek akkor és csak akkor van tetszéleges d > 0 esetén x > 0
megoldasa, ha a kovetkezé ekvivalens feltételek valamelyike teljesiil:
o (E — C)7! letezik, minden eleme nemnegativ, és C™ — 0, ha m — oo
(ez korabban szerepelt).

o C minden sajatértékének abszolutértéke kisebb, mint 1.

Mivel a x = Cx + d egyenlet megoldhatésagabdl kdvetkezik a gazdasag
miikddsképessége, igy a matrix sajatértékei alapjan is eldonthets a
miikodskepesség.
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Sajatérték, sajatvektor | Leontief modell és a sajatértékek

A 2x2-es matrixok sajatértékeit és sajatvektorait szemléltetni a kdvetkezd
angol nyelvii videé. Ha egy adott 2x2-es matrix oszlopvektorait a standard
bazis képének tekintjiik, és ennek mintajara a sik dsszes vektorat
transzformaljuk, akkor a sajatértékek és sajatvektorok geometriai jelentést
kapnak, ezt mutatja be a vide6, amely az el6adason magyar nyelvii
magyarazattal szerepel:

https://youtu.be/PFDu9oVAE-g?t=80
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https://youtu.be/PFDu9oVAE-g?t=80

lgaz vagy Hamis?

@ Minden 2 x 2-es valés matrixnak, van valds sajatértéke. J

Hamis, példaul korabban lattuk, hogy az A = (_01 é

) matrixnak nincs

valés sajatértéke.

(10. eldadas) HLER & Sajatérték, sajatvektor 2025.04.30.



	Homogén lineáris egyenletrendszerek
	Alterek megadása

	Sajátérték, sajátvektor
	Munkanélküliségi ráta és a sajátvektorok
	Leontief modell és a sajátértékek

	Teszt

