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Alterek

Definicié: Valos vektortér.
Az (R"; +,a- (o € R)) struktarat nevezziik a (valés) szam-n-esek
vektorterének.

Definicio: altér.

A V vektortér U nemiires részhalmaza altere V-nek, ha zart az
Osszeadasra és a valés szammal torténd szorzasra nézve, azaz barmely két
U-beli vektor &sszege U-ban van (ha u,v € U, akkor u+ v € U) és
tetszéleges valés szammal szorozva barmely U-beli vektort ismét U-beli
vektort kapunk (ha u € U és a € R, akkor a-u € U). Jel.: U< V.

Megjegyzés.
Ha 0 ¢ U, akkor U nem altér.
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Megjegyzés.

Az alterek maguk is (valés) vektorterek, igy barmi, amit vektorterekrdl
mondunk, vonatkozni fog azok altereire is.

Példa.
o Tetszbleges V vektortérben {0} és V alterek (trivialis alterek).
o A V =R? vektortérben az U = {(x1,%)" € R?: x1,x; > 0}

részhalmaz nem altér, mert (2,3)T e U, —1€R,de
(=1)-(2,3)7 = (-2,-3)" € U (azaz U nem zart a skalarokkal valé

szorzasra).
o Az R? vektortér azonosithaté a sikkal, ekkor U éppen a pozitiv
siknegyed.
e A V =IR? vektortérben az U = { x1, %) € R?: xyx >0}

részhalmaz nem altér, mert (2, ) (= 3 -2)T e U, de
(2,8)7 4+ (-3,-2)" =(~1,2)7 ¢ U (azaz U nem zart a vektorok
Gsszeadasara vonatkozéan).
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Vektorterek | Alterek

Megjegyzés (Egy kis geometria: a sik).

A 2-dimenziés sikon, azaz R?-ben az alterek a kdvetkezék:
@ a teljes sik maga,
@ az origén (O = (0,0)-an) atmend egyenesek,
@ az origét tartalmazé egyelemi halmaz.

A fenti alterekhez intuitiv médon hozza tudunk rendelni nemnegativ egész
szamokat, a dimenzidjukat. A kérdés, hogy ez a dimenzié matematikai
fogalom-e.
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Vektorterek | Alterek

Megjegyzés (Alterek megadasa).
@ Bizonyos vektorokbdl eléallithats vektorok halmaza
—> generalt altér, generatorrendszer.
Pl. {a-u+p8-v:apeR}
@ Bizonyos tulajdonsagi vektorok halmaza
— homogeén linearis egyenletrendszer (HLER) megoldasainak

halmaza.
Pl: {(a,b,c)T €R¥:a+ b=0, 2a—3c=0}.
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Vektorok linearis kombinacidja

Definicié: linearis kombinacio.
A V vektortér vq, ..., v, vektorainak az aq, ..., a, € R skalarokkal képzett
linearis kombinacidja az

ar-vita-vot--tap-vp eV

vektor. )
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Vektorok linearis kombinacidja

Példa.
Avi=(1,1,-1)T,v» =(0,1,1)7,v3 = (0,1,1) T vektorok a; = 2,
ap = —3 és a3 = b skalarokkal képzett lineéris kombinacigja:

ar-vitoax-vo+az-v3
=2-(1,1,-1)" +(=3)-(0,1,1)" +5-(0,1,1)"
=(2,4,0)7,

vagyis a (2,4,0)7 vektor elsall az (1,1,—1)7,(0,1,1)7,(0,1,1)7 vektorok

linearis kombinaciéjaként. )

Megjegyzés.

Ha U altere a V vektortérnek, akkor tetszéleges vi, ..., v, € U vektorok
tetszéleges linearis kombinacigja is U-beli vektor.
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Vektorok linearis kombinacidja

Megjegyzés (a vektorterek ,mérése”).
1. Megkézelités. A sikon (az R? valés vektortérben) 2 vektor

sziikséges és elegendd is ahhoz, hogy ezek linearis kombinacidjaként az

e

Osszes tobbi vektort el&allitsuk:

J=(0.1)

=(1,0)

b

J=(0.1)

ai+bj=(ab)

1=(1,0) ai
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Vektorok linearis kombinacidja

Megjegyzés (a vektorterek ,mérése”).

A térben azonban 3 vektor kell ehhez.

j=(0,0,1) T/k':(OJ 0)

"1=(1,0,0)
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Vektorok linearis kombinacidja

Megjegyzés (a vektorterek ,mérése”).

2. Megkozelités. A sikon barhogy adunk meg 3 vektort, azok kozott
lesz olyan, amely a masik kettd altal , kifeszitett” siknak (vagy
egyenesnek) az eleme, mig térben ez nem teljesiil. Ezen
gondolatmenet precizzé tétele vezet a linearis fiiggetlenség fogalmahoz.
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Vektorok linearis kombinacidja

Definicié: generalt altér.

Legyen V valés vektortér. A vi,..., v, € V vektorok altal generalt altér a

legsziikebb olyan altér, amely tartalmazza a vy, ..., v, vektorokat. Jel.:
[Vi,...,vn]

v
Tétel.
Legyen V vektortér, vi,...,v, € V. Ekkor a vi,..., v, vektorok altal

generat altér elemei éppen a vy, ..., v, vektorok dsszes linearis
kombinaciéit tartalmazé halmaz, azaz

[Vi,....vn]={a1-vi+ - +apn-vyp:ioq,...,ap, € R}.

(7. eldadas) Vektorterek II. 2024.03.27. 11 /30



Vektorok linearis kombinacidja

Definicié: generatorrendszer.

A vi,...,v, € V vektorrendszer generatorrendszer a V vektortérben, ha

V =[vi,..., vy

Példa.
Legyen V =R%*és u=(1,-1,0,0)7, v=(2,3,0,0)". Ekkor

[v]={a-u+B-v:a BeR}
- {(a, —,0,0)7 +(23,35,0,0)7 : a, 8 ER}
- {(a+2ﬁ,—a+3ﬁ,o,0)T : a,ﬁeR}
- {(a,ﬂ,O,O)T : a,BER}.

Az u, v vektorrendszer nem generatorrendszer.

.
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Vektorok linearis kombinacidja

Példa.

Déntsiik el, hogy a v = (2,0,3)7 vektor eleme-e a V = R3 vektortér
U=1[(1,-1,1)7,(1,1,2) ] alterének. Az el6z6 tétel szerint

(2,0,3)7 € [(1,-1,1)7,(1,1,2) 7] pontosan akkor teljesiil, ha a (2,0,3)"
vektor elall az (1,—1,1)7,(1,1,2)7 vektorok linearis kombinacicjakent,
vagyis ha vannak olyan « és 3 skalarok, hogy

(2,0,3)" =a-(1,-1,1)T +4-(1,1,2)7,

azaz

(2,0,3)T = (a+ 3, —oz-l-ﬁ,a-l—2ﬁ)T.
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Vektorok linearis kombinacidja

Példa (folyt.).
A

(270a3)T = (Oé + B? —a+ B,CE + 2/8)7—
vektoregyenléség pedig azt jelenti, hogy

a + p = 2

- 4+ B = 0,

a + 23 = 3
0.| o B|b 1|8 |b 2]b
e | 1* 112 al| 12 a |1
e | -1 110 e | 2 |2 e | 0
es| 1 213 es | 1% |1 681

Az egyenletrendszer megoldhatd, azaz v € U, sé6t,

v=1-(1,-1,1)" +1-(1,1,2)".
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Vektorok linearis kombinacidja

Példa (folyt.).
A
(2,0,3)" = (a+8,—a+B,a+28)7

vektoregyenl6ség pedig azt jelenti, hogy

a + B =2
-—a + /8 = 07
a + 28 = 3.

2 1 0|1
1 |~ 0]1]|1
0 0 00

v=1-(1,-1,1)T +1-(1,1,2)".

1 1|2 1 12 1 1
-1 170 |~ 0 2|2 |~ 01
1 2|3 0 11 0 0

Az egyenletrendszer megoldhaté, azaz v € U, sét,
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Vektorok linearis kombinacidja

Példa.
Déntsiik el, hogy a v = (2.0.3)" vektor eleme-e a V = R3 vektortér
U = [u1, up] alterének, ahol by = (1, ~1,1)7 és up = (1,1,2) 7.

EBT
GE

0. | uu | v

e | 1 112 1 1]2

e | -1 110 -1 110 ~

e3 | 1 2 |3 1 213
2. | b 1 011
a |1 ~ 0111
e | 0 0 00
611

A tablazat oszlopai éppen a feladatbeli vektorokat tartalmazzak.

v
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Vektorok linearis kombinacidja

Példa.

lgaz-e, hogy a v = (8,76,51,74)7 € R* vektor eleme az

U=[ug,...,us] <R*altérnek, ahol u; = (0,8,9,6)7, up = (1,2,2,2)7,
uz = (1,4,5,6)7, ug = (1,8,4,8)7, us = (1,8,6,7)7? A sziikséges
linearis egyenletrendszer bévitett matrixat (EBT-tablazatat) kdzvetleniil fel
tudjuk irni:

u; U, Uz U, Us Vv
0111 1|38 1 00 0 19/52 ]2
8 2 4 8 8|76 01 0 0 15/26 |0
9 2 5 4 6|51 00 1 0 —7/52|1
6 2 6 8 7|74 00 0 1 29/52 |7

velU é v=2-u11+0-up+1-u3+7 -us+0-us
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Linearis fligg8ség vagy fiiggetlenség Linearis fliggdség

Linearis fliggdség vagy fliggetlenség

Definicid: trivialis linearis kombinacié.
Legyen V valés vektortér, vq,...,v, € V. Ekkor a

0 vit- 40 v,

linearis kombinaciét, a vi, ..., v, vektorok trivialis linearis
kombinaciéjanak nevezziik. )
Definicio: linearis fiiggs vektorrendszer.

A V valés vektortérbeli vy, ..., v, vektorrendszer linearisan fiiggd, ha van
olyan nemtrivialis linearis kombinaciéjuk, amely a zérusvektorral egyenld,
azaz vannak olyan ag,...,a, € R skalarok, amelyek nem mind 0-ak, de

a1 -vi+ -+ ay-v,=0. )
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Linearis fligg8ség vagy fiiggetlenség Linearis fliggdség

Példa.

Legyen V az R3 valés vektortér. Az alabbi vektorrendszer linearisan fiiggd:
gy gg

e (1,1,1)7,(0,0,0)7

0-(1,1,1)" +1-(0,0,0)" =(0,0,0)7.

Tétel (A linearis fliggbség ,alapesetei”).

o Ha egy vektorrendszer tartalmazza a 0 vektort, akkor linearisan fliggs.
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Linearis fligg8ség vagy fiiggetlenség Linearis fliggdség

Példa.

Legyen V az R3 valés vektortér. Az alabbi vektorrendszer linearisan fiiggs:

e (3,3,3)7,(-5,-5,-5)"

5.(3,3,3)7 +3-(-5,-5,—-5)" = (0,0,0)".

Tétel (A linearis fliggsség ,.alapesetei”).

o Ha egy vektorrendszer két vektora aranyos, akkor a vektorrendszer
linearisan fliggd.
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Linearis fligg8ség vagy fiiggetlenség Linearis fliggdség

Tétel (A linearis fliggsség ,.alapesetei”).
o Ha egy vektorrendszer tartalmazza a 0 vektort, akkor linearisan fliggs.

o Ha egy vektorrendszer két vektora aranyos, akkor a vektorrendszer
linearisan fliggd.
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Linearis fligg8ség vagy fiiggetlenség Linearis fliggdség

Példa.
Legyen V az R3 valés vektortér. Az alabbi vektorrendszer linearisan fiiggé:
e (2,0,1,8)7,(0,4,0,4)7,(-6,16,-3,-8)7T

(-3)-(2,0,1,8)7 +4-(0,4,0,4)" =(—6,16,—3,-8)".

Tétel.

Egy vektorrendszer pontosan akkor linearisan fiiggs, ha a vektorrendszer
valamelyik vektora el6all a tobbi linearis kombinaciéjaként.

Tétel.

Lépcsss alakia matrix nem csupa 0 soraibdl alkotott vektorrendszer nem
linearisan fliggd.

(7. eldadas) Vektorterek II. 2024.03.27. 22 /30



Linearis fligg8ség vagy fiiggetlenség | Linearis fliggetlenség

Definicié: linearisan fliggetlen vektorrendszer.

Legyen V valés vektortér, vq,...,v, € V. A v, ..., v, vektorrendszer
linearisan fiiggetlen, ha nem linearisan fiiggs.

Megjegyzés.
Azaz,
@haaay-vi+...4+ay v, =0 egyenléséghsl kovetkezik, hogy
a1 =...=a,=0,

@ haaw,...,v, vektorok linearis kombinaciéja csak agy allitja el6 a 0

vektort, ha minden skalar nulla.
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Linearis fligg8ség vagy fiiggetlenség | Linearis fliggetlenség

Példa.
o Az (1,1,1)" vektorrendszer linearisan fiiggetlen, hiszen ha
a-(1,1,1)7 = (0,0,0)7, akkor sziikségképpen o = 0.
e Az (1,—1,0)7,(0,1,1)7 vektorrendszer linearisan fiiggetlen, hiszen ha
a-(1,-1,00T +8-(0,1,1)" =(0,0,0)7,

(a’iatl:ﬁ7ﬁ) T

akkor az elsé komponens miatt « = 0, a harmadik miatt pedig 5 = 0. )
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Linearis fligg8ség vagy fiiggetlenség | Linearis fliggetlenség

Példa (Linearis fiiggetlenség R?-ben).

Ha v» # 0, akkor R2-ben a vy, v» vektorrendszer pontosan akkor linearisan
fliggetlen, ha nincs olyan « skalar, amelyre vi = o - v, teljesiil. Azaz, a két
vektor nem esik egy egyenesbe.

Megjegyzés.
Az el6z6 allitas nemcsak R?-ben, hanem R"-ben is érvényes. J
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Linearis fligg8ség vagy fiiggetlenség | Linearis fliggetlenség

Példa (Linearis fiiggetlenség R3-ban).

A térben a vy, vo, v3 helyvektorok altal alkotott vektorrendszer pontosan
akkor lineérisan fiiggetlen, ha az altaluk meghatarozott paralelepipedon
térfogata nem 0, azaz nem esnek egy sikba.
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Linearis fligg8ség vagy fiiggetlenség | Linearis fliggetlenség

Példa (Linearis fiiggetlenség R3-ban (folyt.)).

Az R3 valés vektortérben a vi, vo, v3 vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon V térfogata kiszamithaté a vektorok komponenseibdl
kialakitott (3 x 3)-as matrix determinansanak segitségével. Ha

vi = (a1, b1,c1)T, vo = (a2, b2, )7 és vz = (a3, b3, c3) ", valamint

ai b a
D=la b o,
a3 b3 ¢

akkor V' = |D| (abszolutérték). Tovabba, V # 0 pontosan akkor teljesiil,
ha a vq, v, v3 vektorrendszer linearisan fiiggetlen.
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Linearis fligg8ség vagy fiiggetlenség Linearis fliggetlenség

Az el6zGeket altalanositva kapjuk az alabbi allitast.

Tétel (A linearis fliggetlenség és a determinans).

Az R"-beli v1,..., v, vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha a vektorok
komponenseibél alkotott (n x n)-es matrix determinansa nem 0.
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Linearis fligg8ség vagy fiiggetlenség | Linearis fliggetlenség

Az eléadason elhangzé fogalmakat szemlélteti R? és R3 vektorterek esetén
a kdvetkezé angol nyelvii vided, amely az el6adason magyar nyelvii
magyarazattal szerepel:

https://youtu.be/k7RM-0t2NWY7t=179
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lgaz vagy Hamis?

@ Minden vektortérnek van altere. )

lgaz, példaul a trivialis alterek: V' vektortérben {0} és V alterek.

o A sikon legalabb 3 vektor kell, hogy lineéris kombinaciéjukként a sik
Osszes vektora el6alljon. J

Hamis, elég 2 linearisan fiiggetlen vektor, példaul (1,2), (1,3).
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